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СКIНЧЕННЕ ГIБРИДНЕ IНТЕГРАЛЬНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ
(КОНТОРОВИЧА - ЛЄБЄДЄВА) - БЕССЕЛЯ - ФУР’Є НА СЕГМЕНТI

[R0, R3] ПОЛЯРНОЇ ОСI

Запроваджено скiнченне гiбридне iнтегральне перетворення (Конторовича - Лєбєдєва) -
Бесселя - Фур’є на сегментi [R0, R3] полярної осi та показано його застосування до розв’язання
задач математичної фiзики неоднорiдних середовищ.

We provide a finite hybrid integral (Kontorovich - Lebedev) - Bessel - Fourier transform on
a segment [R0, R3] of the polar axis. We apply this transform to solve problems of mathematical
physics of nonhomogeneous structures.

У зв’язку з широким застосуванням у
рiзноманiтних технологiчних процесах ком-
позитних матерiалiв, виникає гостра потре-
ба в розв’язаннi достатньо широкого кла-
су задач математичної фiзики неоднорi-
дних структур. Тому виникла необхiднiсть
в побудовi таких iнтегральних перетворень,
якi давали б можливiсть алгебраїзувати лi-
нiйнi диференцiальнi рiвняння з кусково-
неперервними коефiцiєнтами. Вперше iнте-
гральнi перетворення такого типу (гiбри-
днi iнтегральнi перетворення – ГIП ) з’яви-
лись в математичнiй лiтературi в 70-их ро-
ках XX столiття в роботах Уфлянда Я.С.
та його учнiв. Методика, запропонована в
цих роботах, була застосована Проценко
В.С. i його учнями для побудови гiбридних
iнтегральних перетворень Фур’є-Лежандра,
Лежандра-Фур’є, Фур’є-Ганкеля, Ганкеля-
Лежандра. Подальший розвиток теорiя ГIП
знайшла у працях М.П. Ленюка та його
учнiв. Наявнiсть основної тотожностi iнте-
грального перетворення вiдповiдного гiбри-
дного диференцiального оператора дає мо-
жливiсть успiшно застосовувати цi перетво-
рення до розв’язування крайових задач для
диференцiальних рiвнянь з частинними по-
хiдними в кусково-однорiдних областях. Да-
на стаття присвячена запровадженню скiн-
ченного гiбридного iнтегрального перетво-
рення (Конторовича - Лєбєдєва) - Бесселя
- Фур’є на сегментi [R0, R3] полярної осi та

його застосуванню до розв’язання задач ма-
тематичної фiзики неоднорiдних середовищ.

Запровадимо iнтегральне перетворення,
породжене на множинi

I2 =
{

r : r ∈ (R0, R1) ∪ (R1, R2) ∪ (R2, R3);

R0 > 0, R3 < ∞
}

гiбридним диференцiальним оператором
(ГДО)

Mν,(α) = Θ(r−R0)Θ(R1−r)Bα1 +Θ(r−R1)×

×Θ(R2−r)Bν,α2 +Θ(r−R2)Θ(R3−r)
d2

dr2
(1)

У рiвностi (1) беруть участь диференцi-
альний оператор Конторовича - Лєбєдєва
Bα1 = r2 d2

dr2 + (2α1 + 1)r d
dr

+ α2
1 − λ2r2 [1],

диференцiальний оператор Бесселя Bν,α2 =
d2

dr2 + (2α2 + 1)r−1 d
dr
− (ν2 − α2

2)r
−2 [2] та ди-

ференцiальний оператор Фур’є [3]; 2αj +1 >
0, ν > α2, λ ∈ (0,∞); Θ(x) - одинична фун-
кцiя Гевiсайда [4].

Означення. Областю визначення ГДО
Mν,(α) назвемо множину G вектор-функцiй
g(r) = {g1(r); g2(r); g3(r)} з такими вла-
стивостями: 1) вектор-функцiя f(r) =
{Bα1 [g1(r)]; Bν,α2 [g2(r)]; g

′′
3 (r)} неперервна на

множинi I2; 2) функцiї gj(r) задовольняють
крайовi умови

(
α0

11

d

dr
+ β0

11

)
g1(r)

∣∣∣
r=R0

= 0,
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(
α3

22

d

dr
+ β3

22

)
g3(r)

∣∣∣
r=R3

= 0, (2)

3) функцiї gj(r) задовольняють умови спря-
ження [(

αk
j1

d

dr
+ βk

j1

)
gk(r)−

(
αk

j2

d

dr
+ βk

j2

)
gk+1(r)

]∣∣∣
r=Rk

= 0; j, k = 1, 2.

(3)
Вважаємо, що виконанi умови на коефi-

цiєнти: α0
11 6 0, β0

11 > 0, |α0
11| + β0

11 6= 0;
α3

22 > 0, β3
22 > 0, α3

22 + β3
22 6= 0; αk

jm > 0,
βk

jm > 0; c1k · c2k > 0, cjk = αk
2jβ

k
1j − αk

1jβ
k
2j.

Визначимо величини

σ1 =
c11c12

c21c22

1

R2α1+1
1

R2α2+1
1

R2α2+1
2

, σ2 =
c12

c22

1

R2α2+1
2

,

σ3 = 1,

вагову функцiю

σ(r) = Θ(r−R0)Θ(R1−r)σ1r
2α1−1+Θ(r−R1)×

×Θ(R2 − r)σ2r
2α2+1 + Θ(r −R2)Θ(R3 − r)σ3

та скалярний добуток

(
u(r), v(r)

)
=

R3∫

R0

u(r)v(r)σ(r)dr ≡
R1∫

R0

u1(r)×

×v1(r)σ1r
2α1−1dr +

R2∫

R1

u2(r)v2(r)σ2r
2α2+1×

×dr+

R3∫

R2

u3(r)v3(r)σ3dr, u ∈ G, v ∈ G. (4)

Для u(r) ∈ G та v(r) ∈ G з умов спряже-
ння (3) випливає базова тотожнiсть:

(
ukv

′
k − u

′
kvk

)∣∣∣
r=Rk

=

=
c2k

c1k

(
uk+1v

′
k+1 − u

′
k+1vk+1

)∣∣∣
r=Rk

, k = 1, 2.

(5)
Внаслiдок крайових умов (2) та базової

тотожностi (5) маємо рiвнiсть
(
Mν,(α)[u], v(r)

)
=

(
u(r),Mν,(α)[v]

)
. (6)

Рiвнiсть (6) означає, що ГДО Mν,(α) само-
спряжнений. Значить, його спектр дiйсний.
Оскiльки Mν,(α) не має на множинi I2 осо-
бливих точок, то його спектр дискретний [5].

Структуру власних чисел й вiдповiдних
їм власних вектор-функцiй знайдемо, буду-
ючи на множинi I2 ненульовий розв’язок се-
паратної системи диференцiальних рiвнянь

(
Bα1 + b2

1

)
Vν,(α);1(r, β) = 0, r ∈ (R0, R1),

(
Bν,α2 + b2

2

)
Vν,(α);2(r, β) = 0, r ∈ (R1, R2),

(7)( d2

dr2
+ b2

3

)
Vν,(α);3(r, β) = 0, r ∈ (R2, R3)

за крайовими умовами (2) та умовами спря-
ження (3).

Тут β - спектральний параметр, а фун-
кцiя

Vν,(α)(r, β) =

=
3∑

i=1

Θ
(
r −Ri−1

)
Θ

(
Ri − r

)
Vν,(α);i(r, β) −

(8)
спектральна функцiя, яка вiдповiдає спе-
ктральному параметру β; bj ≡ bj(β) = (β2 +
k2

j )
1/2, k2

j > 0, j = 1, 3.
Фундаментальну систему розв’язкiв для

диференцiального рiвняння (Конторовича-
Лєбєдєва) (Bα1 + b2

1)v = 0 утворюють фун-
кцiї v1 = Cα1(λr, b1) та v2 = Dα1(λr, b1) [1];
фундаментальну систему розв’язкiв для ди-
ференцiального рiвняння Бесселя (Bν,α2 +
b2
2)v = 0 складають функцiї Бесселя дiйсно-
го аргумента першого роду v1 = Jν,α2(b2r) та
другого роду v2 = Nν,α2(b2r) [2]; фундамен-
тальну систему розв’язкiв для диференцi-
ального рiвняння Фур’є ( d2

dr2 + b2
3)v = 0 скла-

дають тригонометричнi функцiї v1 = cos b3r
та v2 = sin b3r [3].

Якщо покласти

Vν,(α);1(r, β) = A1Cα1(λr, b1)+B1Dα1(λr, b1),

r ∈ (R0, R1),

Vν,(α);2(r, β) = A2Jν,α2(b2r) + B2Nν,α2(b2r),

r ∈ (R1, R2), (9)

Vν,(α);3(r, β) = A3 cos b3r + B3 sin b3r,
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r ∈ (R2, R3),

то крайовi умови (2) та умови спряження (3)
для визначення величин Aj, Bj (j = 1, 3) да-
ють однорiдну алгебраїчну систему iз шести
рiвнянь:

X01
α1;11(λR0, b1)A1 + X02

α1;11(λR0, b1)B1 = 0

X11
α1;j1(λR1, b1)A1 + X12

α1;j1(λR1, b1)B1−
−u11

ν,α2;j2(b2R1)A2 − u12
ν,α2;j2(b2R1)B2 = 0

u21
ν,α2;j1(b2R2)A2 + u22

ν,α2;j1(b2R2)B2−
−v21

j2(b3R2)A3 − v22
j2(b3R2)B3 = 0, j = 1, 2;

v31
22(b3R3)A3 + v32

22(b3R3)B3 = 0 (10)

У системi (10) прийнятi загальновiдомi
позначення [6]:

Xm1
α1;j1(λRm, b1) =

=
(
αm

j1

d

dr
+ βm

j1

)
Cα1(λr, b1)

∣∣∣
r=Rm

,

Xm2
α1;j1(λRm, b1) =

=
(
αm

j1

d

dr
+ βm

j1

)
Dα1(λr, b1)

∣∣∣
r=Rm

,

um1
ν,α2;jk(b2Rm) =

(
αm

jk

ν − α2

Rm

+ βm
jk

)
×

×Jν,α2(b2Rm)− αm
jkb

2
2RmJν+1,α2+1(b2Rm),

um2
ν,α2;jk(b2Rm) =

(
αm

jk

ν − α2

Rm

+ βm
jk

)
×

×Nν,α2(b2Rm)− αm
jkb

2
2RmNν+1,α2+1(b2Rm),

vm1
j2 (b3Rm) = −αm

j2b3 sin b3Rm + βm
j2 cos b3Rm,

vm2
j2 (b3Rm) = αm

j2b3 cos b3Rm + βm
j2 sin b3Rm.

Однорiдна алгебраїчна система (10) має
ненульовий розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
її визначник дорiвнює нулевi [7]:

δν,(α)(β) ≡ δ22(b3R2, b3R3)aν,(α);1(β)−
−δ12(b3R2, b3R3)aν,(α);2(β) =

= δα1;11(λR0, λR1, b1)bν,α2;2(β)−
−δα1;21(λR0, λR1, b1)bν,α2;1(β) = 0. (11)

У рiвностi (11) беруть участь функцiї:

δα1;j1(λR0, λR1, b1) =

= X01
α1;11(λR0, b1)X

12
α1;j1(λR1, b1)−

−X02
α1;11(λR0, b1)X

11
α1;j1(λR1, b1),

δν,α2;jk(b2R1, b2R2) = u11
ν,α2;j2(b2R1)u

22
ν,α2;k1(b2R2)−

−u12
ν,α2;j2(b2R1)u

21
ν,α2;k1(b2R2),

δj2(b3R2, b3R3) = v21
j2(b3R2)v

32
22(b3R3)−

−v22
j2(b3R2)v

31
22(b3R3),

aν,(α);j(β) = δα1;11(λR0, λR1, b1)δν,α2;2j(b2R1, b2R2)−
−δα1;21(λR0, λR1, b1)δν,α2;1j(b2R1, b2R2),

bν,α2;j(β) = δν,α2;j1(b2R1, b2R2)δ22(b3R2, b3R3)−
−δν,α2;j2(b2R1, b2R2)δ12(b3R2, b3R3).

Корiнь βn трансцендентного рiвняння
(11) пiдставимо в систему (10) й вiдкинемо
останнє рiвняння в силу лiнiйної залежно-
стi. Якщо взяти A1 = −A0X

02
α1;11(λR0, b1n),

B1 = A0X
01
α1;11(λR0, b1n), де величина A0 пiд-

лягає визначенню, то перше рiвняння си-
стеми стає тотожнiстю; bjn = (β2

n + k2
j )

1/2,
k2

j > 0, j = 1, 3.
Розглянемо стосовно A2, B2 алгебраїчну

систему рiвнянь:

u11
ν,α2;j2

(b2nR1)A2 + u12
ν,α2;j2(b2nR1)B2 =

= A0δα1;j1(λR0, λR1, b1n), j = 1, 2. (12)

Визначник алгебраїчної системи (12)

qν,α2(βn) = u11
ν,α2;12u

12
ν,α2;22 − u11

ν,α2;22×

×u12
ν,α2;12(b2nR1) =

2

π

c21

b2α2
2n R2α2+1

1

6= 0.

Алгебраїчна система (12) має єдиний
розв’язок [7]:

A2 = A0[qν,α2(βn)]−1×
×[δα1;11(λR0, λR1, b1n)u12

ν,α2;22(b2nR1)−
−δα1;21(λR0, λR1, b1n)u12

ν,α2;12(b2nR1)], (13)

B2 = A0[qν,α2(βn)]−1×
×[δα1;21(λR0, λR1, b1nu

11
ν,α2;12(b2nR1)−

−δα1;11(λR0, λR1, b1n)u11
ν,α2;22(b2nR1)].

При вiдомих A2, B2 розглянемо алгебра-
їчну систему стосовно A3, B3:

v21
j2(b3nR2)A3 + v22

j2(b3nR2)B3 =
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= −A0[qν,α2(βn)]−1aν,(α);j(βn). (14)

Визначник алгебраїчної системи (14)

v21
12(b3nR2)v

22
22(b3nR2)− v21

22(b3nR2)v
22
12(b3nR2) =

= c22b3n 6= 0.

Алгебраїчна система (14) має єдиний
розв’язок [7]:

A3 = ων,(α);2(βn), B3 = −ων,(α);1(βn),

A0 = c22b3nqν,α2(βn), (15)

ων,(α);j(βn) = aν,α2;2(βn)v2j
12(b3nR2)−

−aν,α2;1(βn)v2j
22(b3nR2), j = 1, 2.

Пiдставивши визначенi величини Aj, Bj

згiдно формул (13) та (15) у рiвностi (9),
отримуємо функцiї:

Vν,(α);1(r, βn) = c22b3nqν,α2(βn)[X01
α1;11(λR0, b1n)×

×Dα1(λr, b1n)−X02
α1;11(λR0, b1n)Cα1(λr, b1n)],

Vν,(α);2(r, βn) = c22b3n[δα1;21(λR0, λR1; b1n)×
×Ψ1

ν,α2;12(b2nR1, b2nr)− δα1;11(λR0, λR1; b1n)×
×Ψ1

ν,α2;12(b2nR1, b2nr)], (16)

Ψ1
ν,α2;j2(b2nR1, b2nr) = u11

ν,α2;j2(b2nR1)×
×Nν,α2(b2nr)−u12

ν,α2;j2(b2nR1)Jν,α2(b2nr); j = 1, 2.

Введемо до розгляду квадрат норми вла-
сної функцiї:
∣∣∣
∣∣∣Vν,(α)(r, βn)

∣∣∣
∣∣∣
2

=
(
Vν,(α)(r, βn), Vν,(α)(r, βn)

)
=

=

R3∫

R0

[
Vν,(α)(r, βn)

]2

σ(r)dr ≡
R1∫

R0

[
Vν,(α);1(r, βn)

]2

×

×σ1r
2α1−1dr +

R2∫

R1

[
Vν,(α)(r, βn)

]2

σ2r
2α2+1dr+

+

R3∫

R2

[
Vν,(α);3(r, βn)

]2

σ3dr, (α) = (α1, α2).

(17)
Згiдно з роботою [8] сформулюємо твер-

дження.

Теорема 1 (про дискретний спектр). Ко-
ренi βn трансцендентного рiвняння (11)
складають дискретний спектр ГДО Mν,(α):
коренi дiйснi, рiзнi, симетричнi вiдносно β =
0 й на додатнiй пiввiсi β > 0 утворюють мо-
нотонно зростаючу числову послiдовнiсть з
єдиною граничною точкою β = ∞.

Теорема 2 (про дискретну фун-
кцiю). Cистема власних вектор-функцiй{

Vν,(α)(r, βn)
}∞

n=1
ортогональна з ваговою

функцiєю σ(r), повна й замкнена.
Теорема 3 (про зображення рядом

Фур’є). Будь-яка вектор-функцiя g(r) ∈ G
зображається абсолютно й рiвномiрно
збiжним на множинi I2 рядом Фур’є за
системою

{
Vν,(α)(r, βn)

}∞
n=1

:

g(r) =
∞∑

n=1

R3∫

R0

g(ρ)Vν,(α)(ρ, βn)σ(ρ)dρ×

× Vν,(α)(r, βn)∣∣∣
∣∣∣Vν,(α)(r, βn)

∣∣∣
∣∣∣
2 (18)

Ряд Фур’є (18) визначає пряме Hν,(α)

й обернене H−1
ν,(α) скiнченне гiбридне iнте-

гральне перетворення (СГIП), породжене на
множинi I2 ГДО Mν,(α) [8]:

Hν,(α)[g(r)] =

R3∫

R0

g(r)Vν,(α)(r, βn)σ(r)dr ≡ g̃n

(19)

H−1
ν,(α)[g̃n] =

∞∑
n=1

g̃n

Vν,(α)(r, βn)∣∣∣
∣∣∣Vν,(α)(r, βn)

∣∣∣
∣∣∣
2 ≡ g(r)

(20)
Теорема 4 (про основну тотожнiсть).

Якщо вектор-функцiя

f(r) =
{

Bα1 [g1(r)]; Bν,α2 [g2(r)]; g
′′
3(r)

}

неперервна на множинi I2, а функцiї gj(r)
задовольняють крайовi умови

(
α0

11

d

dr
+ β0

11

)
g1(r)

∣∣∣
r=R0

= g0,

(
α3

22

d

dr
+ β3

22

)
g3(r)

∣∣∣
r=R3

= gR (21)
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та умови спряження
[(

αk
j1

d

dr
+ βk

j1

)
gk(r)−

(
αk

j2

d

dr
+ βk

j2

)
×

×gk+1(r)
]∣∣∣

r=Rk

= ωjk; j, k = 1, 2, (22)

то має мiсце основна тотожнiсть iнтеграль-
ного перетворення ГДО Mν,(α):

Hν,(α)

[
Mν,(α)[g(r)]

]
= −β2

ng̃n −
3∑

j=1

k2
j g̃jn+

+(−α0
11)

−1Vν,(α);1(R0, βn)σ1R
2α1+1
0 g0+

+(α3
22)

−1Vν,(α);3(R3, βn)σ3gR +
2∑

k=1

dk×

×
[
Zk

ν,(α);12(βn)ω2k − Zk
ν,(α);22(βn)ω1k

]
. (23)

У рiвностi (23) прийнятi позначення:

d1 = σ1R
2α1+1
1 (c11)

−1, d2 = σ2R
2α2+1
2 (c12)

−1,

g̃1n =

R1∫

R0

g1(r)Vν,(α);1(r, βn)σ1r
2α1−1dr,

g̃2n =

R2∫

R1

g2(r)Vν,(α);2(r, βn)σ2r
2α2+1dr,

g̃3n =

R3∫

R2

g3(r)Vν,(α);3(r, βn)σ3dr,

Zk
ν,(α);i2(βn) =

(
αk

i2

d

dr
+ βk

i2

)
×

×Vν,(α);k+1(r, βn)
∣∣∣
r=Rk

, i, k = 1, 2.

Формули (19), (20) та (23) складають ма-
тематичний апарат, спроможний будувати
розв’язок достатньо широкого класу задач
математичної фiзики неоднорiдних стру-
ктур.

Зауваження. Якщо перейти до ортонор-
мованих власних функцiй за правилом

vν,(α)(r, βn) = Vν,(α)(r, βn)
(∣∣∣

∣∣∣Vν,(α)(r, βn)
∣∣∣
∣∣∣
)−1

,

то ряд Фур’є (18) матиме вигляд:

g(r) =
∞∑

n=1

R3∫

R0

g(ρ)vν,(α)(ρ, βn)σ(ρ)dρvν,(α)(r, βn).

(24)
Формули (19), (20) приймуть спрощену

форму:

Hν,(α)[g(r)] =

R3∫

R0

g(r)vν,(α)(r, βn)σ(r)dr ≡ g̃n,

(25)

H−1
ν,(α)[g̃n] =

∞∑
n=1

g̃nvν,(α)(r, βn) ≡ g(r). (26)

Логiчну схему застосування запровадже-
ного СГIП покажемо на типових задачах.

Задача 1 (статики). Побудувати обме-
жений в областi

D =
{

(r, z) : r ∈ I2, z ∈ (−∞, +∞)
}

розв’язок елiптичної системи [9]

∂2u1

∂z2
−γ2

1u1+Bα1 [u1] = −f1(r, z), r ∈ (R0, R1),

∂2u2

∂z2
−γ2

2u2+Bν,α2 [u2] = −f2(r, z), r ∈ (R1, R2),

(27)
∂2u3

∂z2
− γ2

3u3 +
∂2u3

∂r2
= −f3(r, z), r ∈ (R2, R3)

за крайовими умовами
(
α0

11

∂

∂r
+ β0

11

)
u1(r, z)

∣∣∣
r=R0

= g0(z),

(
α3

22

∂

∂r
+ β3

22

)
u3(r, z)

∣∣∣
r=R3

= gR(z) (28)

та умовами спряження
[(

αk
j1

∂

∂r
+ βk

j1

)
uk(r, z)−

(
αk

j2

∂

∂r
+ βk

j2

)
×

×uk+1(r, z)
]∣∣∣

r=Rk

= ωjk(z), j, k = 1, 2. (29)

Розв’язання. Запишемо систему (27) в
матричнiй формi:


(
∂2

∂z2 + Bα1 − γ2
1

)
u1(r, z)(

∂2

∂z2 + Bν,α2 − γ2
2

)
u2(r, z)(

∂2

∂z2 + ∂2

∂r2 − γ2
3

)
u3(r, z)


 = −




f1(r, z)
f2(r, z)
f3(r, z)


 .

(30)
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Iнтегральний оператор Hν,(α) згiдно пра-
вила (25) зобразимо у виглядi операторної
матрицi-рядка:

Hν,(α)[...] =
[ R1∫

R0

...vν,(α);1(r, βn)σ1r
2α1−1dr

R2∫

R1

...vν,(α);2(r, βn)σ2r
2α2+1dr

R3∫

R2

...vν,(α);3(r, βn)σ3dr
]
. (31)

Застосуємо операторну матрицю-рядок
(31) до системи (30) за правилом множен-
ня матриць. Внаслiдок основної тотожностi
(23) одержуємо крайову задачу: побудувати
обмежений на декартовiй осi |z| < ∞ розв’я-
зок диференцiального рiвняння

3∑
j=1

[ d2

dz2
− (β2

n + γ2
j + k2

j )
]
ũjn(z) = −F̃n(z) ≡

≡ −
[
f̃n(z) + (−α0

11)
−1Vν,(α)(R0, βn)σ1R

2α1+1
0 ×

×g0(z) + (α3
22)

−1Vν,(α);3(R3, βn)σ3gR(z)+

+
2∑

k=1

dk

(
Zk

ν,(α);12(βn)ω2k(z)−

−Zk
ν,(α);22(βn)ω1k(z)

)]
. (32)

Припустимо, що max{γ2
1 ; γ

2
2 ; γ

2
3} = γ2

1 > 0.
Покладемо всюди k2

1 = 0, k2
2 = γ2

1 − γ2
2 > 0,

k2
3 = γ2

1 − γ2
3 > 0, ũ1n + ũ2n + ũ3n = ũn. Дифе-

ренцiальне рiвняння (32) набуває вигляду:
( d2

dz2
− ω2

n

)
ũn(z) = −F̃n(z), ω2

n = β2
n + γ2

1 .

(33)
Якщо функцiя F̃n(z) має скiнченнi гра-

ничнi значення при z → ±∞ або нуль, то
шуканим розв’язком диференцiального рiв-
няння (33) є функцiя

ũn(z) =

∞∫

−∞

e−ωn|z−ξ|

2ωn

F̃n(ξ)dξ, ωn = (β2
n+γ2

1)
1/2.

(34)

Оператор H−1
ν,(α) згiдно правила (26) як

обернений до (31) зобразимо у виглядi опе-
раторної матрицi-стовпця:

H−1
ν,(α)[...] =




∞∑
n=1

...vν,(α);1(r, βn)

∞∑
n=1

...vν,(α);2(r, βn)

∞∑
n=1

...vν,(α);3(r, βn)




. (35)

Застосуємо операторну матрицю-
стовпець за правилом множення матриць до
матрицi-елемента [ũn(z)], де функцiя ũn(z)
визначена формулою (34). У результатi низ-
ки елементарних перетворень отримуємо
єдиний розв’язок елiптичної задачi (27) -
(29):

uj(r, z) =

∞∫

−∞

[
Wν,(α);1j(r, z, ξ)g0(ξ)+

+Wν,(α);3j(r, z, ξ)gR(ξ)
]
dξ+

+
3∑

m=1

∞∫

−∞

Rm∫

Rm−1

Hν,(α);jm(r, ρ, z, ξ)fm(ρ, ξ)×

×σmϕm(ρ)dρdξ +
2∑

k=1

dk

∞∫

−∞

[
Rj,k

ν,(α);12(r, z, ξ)×

×ω2k(ξ)−Rj,k
ν,(α);22(r, z, ξ)ω1k(ξ)

]
dξ; j = 1, 3;

(36)
(ϕ1(r) = r2α1−1, ϕ2(r) = r2α2+1, ϕ3(r) = 1).

У рiвностi (36) беруть участь головнi
розв’язки елiптичної задачi (27) - (29):
1) породженi крайовою умовою в точцi r =
R0 функцiї Грiна

Wν,(α);1j(r, z, ξ) =
∞∑

n=1

e−ωn|z−ξ|

2ωn

(−α0
11)

−1×

×vν,(α);1(R0, βn)vν,(α);j(r, βn)σ1R
2α1+1
0 , j = 1, 3

(37)
2) породженi крайовою умовою в точцi r =
R3 функцiї Грiна

Wν,(α);3j(r, z, ξ) =
∞∑

n=1

e−ωn|z−ξ|

2ωn

(α3
22)

−1×

90 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1.



×vν,(α);3(R3, βn)vν,(α);j(r, βn)σ3, j = 1, 3 (38)

3) породженi неоднорiднiстю умов спряжен-
ня функцiї Грiна

Rj,k
ν,(α);i2(r, z, ξ) =

∞∑
n=1

e−ωn|z−ξ|

2ωn

Zk
ν,(α);i2(βn)×

×vν,(α)(r, βn); i, k = 1, 2; j = 1, 3 (39)

4) породженi неоднорiднiстю системи фун-
кцiї впливу

Hν,(α);jk(r, ρ, z, ξ) =
∞∑

n=1

e−ωn|z−ξ|

2ωn

vν,(α);j(r, βn)×

×vν,(α);k(ρ, βn), j, k = 1, 3. (40)

Вектор-функцiя u(r, z) =
{u1(r, z); u2(r, z); u3(r, z)} повнiстю визначає
єдине iнтегральне зображення аналiтичного
розв’язку даної елiптичної задачi.

Задача 2 (квазiстатики). Побудувати
обмежений в областi

D1 =
{

(t, r) : t ∈ (0,∞); r ∈ I2

}

розв’язок сепаратної системи диференцiаль-
них рiвнянь параболiчного типу [9]

∂u1

∂z
+γ2

1u1−a2
1Bα1 [u1] = f1(t, r), r ∈ (R0, R1),

∂u2

∂t
+γ2

2u2−a2
2Bν,α2 [u2] = f2(t, r), r ∈ (R1, R2),

(41)
∂u3

∂t
+ γ2

3u3 − a2
3

∂2u3

∂r2
= f3(t, r), r ∈ (R2, R3)

за початковими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
t=0

= gj(r), r ∈ (Rj−1, Rj), j = 1, 3,

(42)
крайовими умовами

(
α0

11

∂

∂r
+ β0

11

)
u1(t, r)

∣∣∣
r=R0

= g0(t),

(
α3

22

∂

∂r
+ β3

22

)
u3(t, r)

∣∣∣
r=R3

= gR (43)

та умовами спряження
[(

αk
j1

∂

∂r
+ βk

j1

)
uk(t, r)−

(
αk

j2

∂

∂r
+ βk

j2

)
×

×uk+1(t, r)
]∣∣∣

r=Rk

= ωjk(t); j, k = 1, 2. (44)

Розв’язання. Запишемо систему (41) i по-
чатковi умови (42) в матричнiй формi:



(
∂
∂t

+ γ2
1 − a2

1Bα1

)
u1(t, r)(

∂
∂t

+ γ2
2 − a2

2Bν,α2

)
u2(t, r)(

∂
∂t

+ γ2
3 − a2

3
∂2

∂r2

)
u3(t, r)


 =




f1(t, r)
f2(t, r)
f3(t, r)


 ,




u1(t, r)
u2(t, r)
u3(t, r)




∣∣∣
t=0

=




g1(r)
g2(r)
g3(r)


 . (45)

Застосуємо до задачi (45) за правилом
множення матриць операторну матрицю-
рядок (31). Внаслiдок основної тотожностi
(23) отримуємо задачу Кошi [5]:

3∑
j=1

( d

dt
+ β2

n + γ2
j + k2

j

)
ũjn(t) = F̃n(t),

ũn(t)
∣∣∣
t=0

= g̃n. (46)

Припустимо, що max{γ2
1 ; γ

2
2 ; γ

2
3} = γ2

2 > 0.
Покладемо всюди k2

1 = γ2
2 − γ2

1 > 0, k2
2 = 0,

k2
3 = γ2

2 − γ2
3 > 0, ũ1n(t) + ũ2n(t) + ũ3n(t) =

ũn(t). Рiвняння (46) набуває вигляду:
( d

dt
+ ω2

n

)
ũn(t) = Fn(t), ω2

n = β2
n + γ2

2 . (47)

При цьому залишається справедливою поча-
ткова умова

ũn(t)
∣∣∣
t=0

= g̃n. (48)

Розв’язком задачi Кошi (47), (48) є фун-
кцiя

ũn(t) = e−ω2
ntg̃n +

t∫

0

e−ω2
n(t−τ)F̃n(τ)dτ. (49)

Введемо до розгляду головнi розв’язки
параболiчної задачi (41) - (44):
1) породженi неоднорiднiстю системи (41)
функцiї впливу

Hν,(α);jk(t, r, ρ) =
∞∑

n=1

e−ω2
ntvν,(α);j(r, βn)×
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×vν,(α);k(ρ, βn); j, k = 1, 3, (50)

2) породженi крайовою умовою в точцi r =
R0 функцiї Грiна

Wν,(α);1j(t, r) =
∞∑

n=1

e−ω2
nt

−α0
11

vν,(α);1(R0, βn)×

×vν,(α);j(r, βn)a2
1σ1R

2α1+1
0 , j = 1, 3 (51)

3) породженi крайовою умовою в точцi r =
R3 функцiї Грiна

Wν,(α);3j(t, r) =
∞∑

n=1

e−ω2
nt(α3

22)
−1vν,(α);3(R3, βn)×

×vν,(α);j(r, βn)a2
3σ3; j = 1, 3 (52)

4) породженi неоднорiднiстю умов спряжен-
ня функцiї Грiна

Rj,k
ν,(α);i2(t, r) =

∞∑
n=1

e−ω2
ntZk

ν,(α);i2(βn)×

×vν,(α);j(r, βn)dk; i, k = 1, 2; j = 1, 3. (53)

Застосуємо до матрицi-елемента [ũn(t)],
де функцiя ũn(t) визначена формулою (49),
за правилом множення матриць оператор-
ну матрицю-стовпець (35). У результатi низ-
ки елементарних перетворень одержуємо iн-
тегральне зображення єдиного аналiтичного
розв’язку параболiчної задачi (41) - (44):

uj(t, r) =

t∫

0

[
Wν,(α);1j(t− τ, r)g0(τ)+

+Wν,(α);3j(t− τ, r)gR(τ)
]
dτ+

+
3∑

k=1

t∫

0

Rk∫

Rk−1

Hν,(α);jk(t− τ, r, ρ)[fk(τ, ρ)+

+δ+(τ)gk(ρ)]σkϕk(ρ)dρdτ+ (54)

+
2∑

k=1

t∫

0

[
Rj,k

ν,(α);12(t− τ, r)ω2k(τ)−

−Rj,k
ν,(α);22(t− τ, r)ω1k(τ)

]
dτ ; j = 1, 3,

δ+(t) - дельта-функцiя, зосереджена в точцi
t = 0+ [6].

Задача 3 (динамiки). Побудувати обме-
жений в областi D1 розв’язок сепаратної си-
стеми диференцiальних рiвнянь гiперболi-
чного типу [9]

∂2u1

∂t2
+ γ2

1u1 −Bα1 [u1] = f1(t, r),

∂2u2

∂t2
+ γ2

2u2 −Bν,α2 [u2] = f2(t, r), (55)

∂2u3

∂t2
+ γ2

3u3 − ∂2u3

∂r2
= f3(t, r)

за початковими умовами

uj(t, r)
∣∣∣
t=0

= gj(r),
∂uj

∂t

∣∣∣
t=0

= ψj(r), j = 1, 3

(56)
крайовими умовами (43) та умовами спря-
ження (44).

Розв’язання. Запишемо систему (55) i по-
чатковi умови (56) в матричнiй формi:



(
∂2

∂t2
+ γ2

1 −Bα1

)
u1(t, r)(

∂2

∂t2
+ γ2

2 −Bν,α2

)
u2(t, r)(

∂2

∂t2
+ γ2

3 − ∂2

∂r2

)
u3(t, r)


 =




f1(t, r)
f2(t, r)
f3(t, r)


 ,

(57)


u1(t, r)
u2(t, r)
u3(t, r)




∣∣∣
t=0

=




g1(r)
g2(r)
g3(r)


 ,

∂

∂t




u1(t, r)
u2(t, r)
u3(t, r)




∣∣∣
t=0

=




ψ1(r)
ψ2(r)
ψ3(r)


 . (58)

Припустимо, що max{γ2
1 ; γ

2
2 ; γ

2
3} = γ2

3 > 0.
Покладемо всюди k2

1 = γ2
3 − γ2

1 > 0, k2
2 =

γ2
3 − γ2

2 > 0, k2
3 = 0. Застосуємо до зада-

чi (57), (58) за правилом множення матриць
операторну матрицю-рядок (31). Внаслiдок
основної тотожностi (23) одержуємо задачу
Кошi [5]:

( d2

dt2
+ β2

n + γ2
3

)
ũn(t) = F̃n(t),

ũn

∣∣∣
t=0

= g̃n,
dũn

dt

∣∣∣
t=0

= ψ̃n. (59)

Розв’язком задачi Кошi (59) є функцiя

ũn(t) =
sin ωnt

ωn

ψ̃n +
d

dt

sin ωnt

ωn

g̃n+
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+

t∫

0

sin ωn(t− τ)

ωn

F̃n(τ)dτ, ωn = (β2
n + γ2

3)
1/2.

(60)
Застосувавши до матрицi-елементу

[ũn(t)], де функцiя ũn(t) визначена форму-
лою (60), за правилом множення матриць
операторну матрицю-стовпець (35), маємо
iнтегральне зображення єдиного аналiти-
чного розв’язку доної гiперболiчної задачi:

uj(t, r) =
3∑

m=1

t∫

0

Rm∫

Rm−1

[
Hν,(α);jm(t− τ, r, ρ)×

×[fm(τ, ρ) + ψm(ρ)δ+(τ)
]
σmϕm(ρ)dρdτ+

+
∂

∂t

3∑
m=1

Rm∫

Rm−1

Hν,(α);jm(t, r, ρ)gm(ρ)σmϕm(ρ)×

×dρ +

t∫

0

[
Wν,(α);1j(t− τ, r)g0(τ)+

+Wν,(α);3j(t− τ, r)gR(τ)
]
dτ+

+
2∑

k=1

t∫

0

[
Rj,k

ν,(α);12(t− τ, r)ω2k(τ)−

−Rj,k
ν,(α);22(t− τ, r)ω1k(τ)

]
dτ, j = 1, 3. (61)

Головнi розв’язки даної гiперболiчної за-
дачi функцiї впливу Hν,(α);jm(t, r, ρ), фун-
кцiї Грiна Wν,(α);1j(t, r), Wν,(α);3j(t, r) та
Rj,k

ν,(α);i2(t, r) визначенi формулами (50) -
(53), в яких функцiя exp[−ω2

nt] замiнена на
функцiю (ω−1

n sin ωnt), де ωn = (β2
n + γ2

3)
1/2.

Зауваження 1. Наведенi задачi стати-
ки, квазiстатики та динамiки полiпараме-
тричнi. Це дає можливiсть безпосередньо
вибором параметрiв iз загальних структур
видiлити необхiднi практично важливi ви-
падки (в рамках даної моделi).

Зауваження 2. Одержанi iнтегральнi
зображення наведених задач носять алгори-
тмiчний характер. Це дозволяє їх успiшно

використовувати як в теоретичних дослi-
дженнях, так i в числових розрахунках.

СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Ленюк М.П., Мiхалевська Г.I. Iнтегральнi пе-
ретворення типу Конторовича-Лєбєдєва. - Чернiвцi:
Прут, 2002. - 280 с.

2. Ленюк М.П. Исследование основных краевых
задач для диссипативного волнового уравнения Бес-
селя. - Киев, 1983. - 62 с. - (Препринт / АН УССР.
Ин-т математики; 83.3).

3. Степанов В.В. Курс дифференциальных
уравнений. - М.: Физматгиз. 1959. - 468с.

4. Шилов Г.Е. Математический анализ. Второй
специальный курс. - М.: Наука, 1965. - 328с.

5. Ленюк М.П., Шинкарик М.I. Гiбриднi iнте-
гральнi перетворення (Фур’є, Бесселя, Лежандра).
Частина 1. - Тернопiль: Економ. думка, 2004. - 368с.

6.Ленюк М.П. Скiнченнi гiбриднi iнтегральнi пе-
ретворення, породженi класичними диференцiаль-
ними операторами математичної фiзики. Том 1. -
Чернiвцi: Прут, 2010. - 352 с.

7. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. - М.: Нау-
ка, 1971. - 432с.

8. Комаров Г.М., Ленюк М.П., Мороз В.В. Скiн-
ченнi гiбриднi iнтегральнi перетворення, породженi
диференцiальними рiвняннями другого порядку. -
Чернiвцi: Прут, 2001. - 228с.

9. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения ма-
тематической физики. - М.: Наука, 1972. - 735с.

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1. 93


