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ПРОСТОРИ ТИПУ S ТА ЇХ УЗАГАЛЬНЕННЯ
Дослiджено топологiчну структуру просторiв типу S та властивостi основних операцiй у

цих просторах.

We study the topological structure of S type spaces and properties of the main operations on
these spaces.

I.М. Гельфанд та Г.Є. Шилов у вiдомiй
монографiї ”Пространства основных и обоб-
щенных функций” [1] запропонували метод
побудови функцiональних просторiв нескiн-
ченно диференцiйовних функцiй, заданих
на R, на якi накладаються певнi умови спа-
дання на нескiнченностi та зростання похi-
дних iз збiльшенням порядку, якi задаються
за допомогою нерiвностей |xkϕ(n)(x)| 6 ckn,
{k, n} ⊂ Z+, де {ckn} – подвiйна послiдов-
нiсть додатних чисел. Якщо цi числа змiню-
ються довiльним чином разом з ϕ, то маємо
простiр Л. Шварца S ≡ S(R) швидко спа-
дних на R функцiй. Якщо ckn = lkmn, де
{lk, k ∈ Z+}, {mn, n ∈ Z+} – деякi послi-
довностi, то маємо простори Smn

lk
, якi i на

теперiшнiй час повнiстю ще не дослiдженi.
Найбiльш детально вивчений випадок, коли
lk = kkα, α > 0, mn = nnβ, β > 0; вiдповiднi
простори при цьому позначають символом
Sβ

α.

Вiдомi простори типу W , введенi Б.Л. Гу-
ревичем [2] (див. також [3]), в яких для ха-
рактеристики поведiнки функцiй на нескiн-
ченностi замiсть степеневих використовую-
ться опуклi функцiї, також вкладаються в
простори Smn

lk
при конкретному виборi по-

слiдовностей {lk, k ∈ Z+} та {mn, n ∈ Z+}
(див. [4]). Простори Sβ

α, а також простори
типу W використовуються при дослiдженнi
проблеми про класи єдиностi та класи коре-
ктностi задачi Кошi для рiвнянь з частин-
ними похiдними зi сталими (або залежними
лише вiд часу) коефiцiєнтами. Представляє
науковий iнтерес бiльш детальне вивчення
просторiв Smn

lk
, якi є узагальненнями просто-

рiв Sβ
α (дослiдження топологiчної структу-

ри, властивостей функцiй, основних опера-
цiй у вказаних просторах). У данiй роботi
даються вiдповiдi саме на цi питання.

1. Простори Smn. Топологiчна стру-
ктура

Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+}
додатних чисел, яка володiє наступними
властивостями:

1) ∃n0 ∈ Z+ ∀n > n0: mn 6 mn+1; mn > 1,
∀n ∈ Z+;

2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn > cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 6

Mhnmn;
4) ∃γ > 0 ∀n ∈ N: m2

n 6 γmn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+: mn ·ml 6

ALn+lmn+l.
Прикладами таких послiдовностей є по-

слiдовностi Жевре вигляду mn = (n!)β,
mn = nnβ, n ∈ Z+, β > 0 – фiксова-
ний параметр. Зауважимо, що послiдовностi
{mn, n ∈ Z+} можна будувати, як доведено
в [5], за допомогою неперервних функцiй G:
[0,∞) → (0,∞), котрi володiють наступни-
ми властивостями:

1′) G(λ) > 1, λ ∈ [0,∞); lim
λ→∞

G(λ) = +∞;

2′) функцiя G неперервно диференцiйов-
на i монотонно зростаюча на [0,∞);

3′) ∃c > 0 ∃α0 > 0 ∀λ ∈ (0,∞): λ−1G(λ) >
cG(α0λ);

4′) функцiя λG′(λ)G−1(λ) монотонно зро-
стає на [0,∞);

5′) ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∃λ0 = λ0(ε) > 0 ∀λ > λ0

G(λ) > cεe
ελ;

при цьому mn = sup
λ>1

(λn/G(λ)) (див. [5]). Як
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доведено в [5], правильними є нерiвностi

sup
n

λn

mn

6 G(λ) 6 λ sup
n

λn

mn

, λ ∈ [1, +∞);

(1)
функцiя λG′(λ)G−1(λ) монотонно зростає

на [0,∞).
Прикладом функцiї G, яка задовольняє

умови 1′) – 5′), може служити функцiя
exp(λ1/β), λ ∈ [0,∞), де β > 0 – фiксо-
ваний параметр. Безпосередньо переконує-
мося в тому, що вiдповiдна послiдовнiсть
{mn, n ∈ Z+}, яка задовольняє умови 1) –
5), має вигляд: mn = (βe)nβnnβ, n ∈ Z+.

Символом Smn позначимо сукупнiсть усiх
функцiй ϕ ∈ S, якi задовольняють умову

∃B > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| 6 ckB
nmn (2)

(сталi ck, B > 0 залежать вiд ϕ). Топо-
логiчна структура в Smn визначається так.
Символом Smn,B позначимо сукупнiсть та-
ких функцiй ϕ ∈ Smn , що

∀B > B ∀x ∈ R : |xkϕ(n)(x)| 6 ckB ·B
n
mn,

{k, n} ⊂ Z+.

Iнакше, Smn,B складається з тих функцiй
ϕ ∈ Smn , якi при довiльному δ > 0 задо-
вольняють нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 ckδ(B + δ)nmn, {k, n} ⊂ Z+.
(3)

Ця множина перетворюється в повний злi-
ченно нормований простiр, якщо норми в
нiй ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖kδ = sup
x,n

|xkϕ(n)(x)|
(B + δ)nmn

,

k ∈ Z+, δ ∈
{

1,
1

2
,
1

3
, . . .

}
.

Доведення цього твердження проводи-
ться як i у випадку просторiв Sβ,B, побу-
дованих за допомогою послiдовностi Жевре
mn = nnβ, де β > 0 [1].

Якщо B1 < B2, то Smn,B1 неперервно
вкладається в SmnB2 i кожна послiдовнiсть
{ϕν , ν > 1} збiжна в просторi Smn,B1 , збi-
гається i в просторi Smn,B2 . Отже, можна

побудувати об’єднання злiченно нормованих
просторiв Smn,B за всiма iндексами B ∈ N.
Оскiльки кожна функцiя ϕ ∈ Smn належить
до деякого Smn,B, то об’єднання просторiв
Smn,B збiгається з простором Smn . У зв’яз-
ку з цим послiдовнiсть {ϕν , ν > 1} ⊂ Smn

називається збiжною до нуля (в Smn), якщо
всi функцiї ϕν належать деякому простору
Smn,B i збiгаються до нуля за його топологi-
єю. Це означає [1], що послiдовнiсть {ϕν , ν >
1} правильно збiгається до нуля (тобто фун-
кцiональна послiдовнiсть {ϕ(q)

ν , ν > 1} при
довiльному q ∈ Z+ рiвномiрно збiгається до
нуля на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R) i для
деяких ck, B > 0, не залежних вiд ν, справ-
джуються нерiвностi |xkϕ

(q)
ν (x)| 6 ckB

qmq.
Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+}

спецiального вигляду, а саме mn = n!ρn,
n ∈ Z+, де {ρn, n ∈ Z+} – послiдовнiсть
додатних чисел, яка задовольняє наступнi
умови: а) послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} моно-
тонно спадна; б) ∃ω > 1 ∀n > 1 ρn−1/ρn 6 ω;
в) lim

n→∞
n
√

ρn = 0;

г) ∃a > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ :

ρn > cε inf
λ>1

eελ

(aλ)n
.

Передусiм зазначимо, що послiдовнiсть
{n!ρn, n ∈ Z+} задовольняє умову 1). Справ-
дi, iз а), б) випливає, що

mn = n!ρn = (n + 1)n!ρn+1
ρn

(n + 1)ρn+1

6

6 ω

n + 1
mn+1 6 mn+1,∀n > n0,

де n0 = [ω − 1] + 1.
Iз умови г) випливає, що

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρn > cεε
nn−nena−n.

Скориставшись формулою Стiрлiнга, зна-
йдемо, що

n!ρn >
√

2πne−nnneθn/(12n)cεε
nn−nena−n >

> cεA
nεn, 0 < θn < 1, A = a−1,

тобто послiдовнiсть {n!ρn, n ∈ Z+} умову 2)
також задовольняє.
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Перевiримо виконання умови 3). Оскiль-
ки послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} монотонно
спадна, то, внаслiдок формули Стiрлiнга, дi-
станемо, що

mn+1 ≡ (n + 1)!ρn+1 6 (n + 1)!ρn 6

6 Mhnn!ρn,M =
√

2e, h = 2.

Отже, умова 3) виконується.
Доведемо, що послiдовнiсть {mn, n ∈

Z+}, де mn = n!ρn, володiє властивiстю 4)
(властивiстю логарифмiчної опуклостi), яку
запишемо у виглядi m2

n(mn−1 ·mn+1)
−1 6 γ.

Урахувавши властивiсть б), а також те, що
послiдовнiсть {ρn, n ∈ N} монотонно спадна,
знайдемо, що

m2
n

mn−1 ·mn+1

6 (n!)2ρ2
n

(n− 1)!(n + 1)!ρn−1 · ρn+1

6

6 ρn

ρn−1

· ρn

ρn+1

6 ρn

ρn+1

6 ω.

Отже, нерiвнiсть логарифмiчної опуклостi
для послiдовностi n!ρn, n ∈ Z+, виконується
з параметром γ = ω.

Переконаємося тепер у тому, що послi-
довнiсть mn = n!ρn, n ∈ Z+, задовольняє
умову 5). Для цього досить встановити iсну-
вання чисел A, L > 0 таких, що

mn ·ml

mn+l

6 ALn+l, {n, l} ⊂ Z+.

Урахувавши формулу Стiрлiнга, прийде-
мо до нерiвностi

mn ·ml

mn+l

6 c·2n+l nnllρnρl

(n + l)n+lρn+l

, {n, l} ⊂ Z+.

З умови б) випливає, що
ρn

ρn+l

=
ρn

ρn+l

ρn+1

ρn+2

. . .
ρn+l−1

ρn+l

6 ωl.

Нехай n > l. Оскiльки послiдовнiсть {ρl, l ∈
Z+} монотонно спадна, то ρl 6 ρ0, ∀l ∈ Z+.
Тодi

mn ·ml

mn+l

6 c2n+l nnll

nn+l(1 + l/n)

ρn

ρn+l

ρl 6

6 c2n+l (l/n)lωlρ0(
1 + l

n

)l
6 ALn+l, A = cρ, L = 2ω,

що й потрiбно було довести. Випадок n 6 l
розглядається аналогiчно.

Послiдовностi {ρn, n ∈ Z+}, якi володi-
ють властивостями а) – г), можна будувати
за допомогою послiдовностей {mn, n ∈ Z+},
котрi задовольняють умови 1) – 5). Вважа-
ємо, що послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+} побудо-
вана за функцiєю G, яка, крiм умов 1′) – 4′),
задовольняє ще умову 5′):

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∃x0 = x0(ε) > 0 ∀x > x0 :

G(x) > cεe
a0εx, x0 = α−1

0 ,

де α0 > 0 – стала з умови 3′). Прикладом
функцiї G, яка задовольняє вказану умову,
може служити функцiя G(x) = exp(x1/β),
x ∈ (0,∞), де β ∈ (0, 1) – фiксоване число.

Покладемо

ρ0(x) = sup
n∈Z

|x|n
mn

, |x| > 1;

ρ(x) =

{
1, |x| < 1,
ρ0(x), |x| > 1,

де послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+} задовольняє
умови 1) – 5). Зазначимо, що ρ – неперервна,
парна, невiд’ємна на R функцiя, яка моно-
тонно зростає на промiжку [1, +∞) i моно-
тонно спадає на (−∞, 1]. З 3′) та (1) випли-
вають нерiвностi:

sup
n∈Z+

xn

mn

≡ ρ0(x) > G(x)

x
>

> cG(α0x) > ccεe
εx, x > x0 > 0. (4)

Отже,

ρ(x)

|x|n > c′ε
eε|x|

|x|n , |x| > x0, n ∈ Z+, c′ε = ccε.

(5)
Звiдси дiстаємо, що

lim
|x|→+∞

ρ(x)

|x|n = +∞, ∀n ∈ Z+. (6)

Нехай

ρn := inf
x6=0

Ωn(x), Ωn(x) :=
ρ(x)

|x|n ,

x 6= 0, n ∈ Z+.
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Наприклад, якщо mn = nnβ, 0 < β < 1, то
ρ(x) ∼ exp(|x|1/β), а ρn = enβ(nβ)−nβ.

Оскiльки

lim
|x|→0

Ωn(x) =

{
ρ(0) = 1, n = 0,
+∞, n > 1,

то звiдси та з (6) випливає, що функцiя
Ωn(x), x 6= 0, досягає свого iнфiмуму. Крiм
того,

inf
x6=0

1

|x|n =

{
1, |x| < 1, x 6= 0,
0, |x| > 1, n > 1.

Урахувавши, що ρ(x) = 1, |x| < 1, маємо

ρn = inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n = inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n .

Оскiльки Ωn+1(x) = ρ(x)/|x|n+1, x 6= 0, то

Ωn+1(x) =
1

|x|Ωn(x) 6 Ωn(x), |x| > 1.

Звiдси дiстаємо, що послiдовнiсть {ρn, n ∈
Z+} монотонно спадна (властивiсть а)).

Доведемо тепер, що послiдовнiсть{ρn−1

ρn

, n ∈ N
}

обмежена зверху.

Маємо, що ρn−1 = inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n−1
, де ρ0(x) =

sup
n

|x|n
mn

, |x| > 1. Зафiксуємо x: |x| > 1. Тодi

для довiльного ε: 0 < ε < ρ0(x) знайдеться

номер n1 = n1(ε, x) такий, що
|x|n1

mn1

> ρ0(x)−

ε. Покладемо ε =
1

q
ρ0(x), q > 1. Тодi

ρ0(x)− ε =
(
1− 1

q

)
ρ0(x) <

|x|n1

mn1

, |x| > 1,

або

ρ0(x) <
q

q − 1

|x|n1

mn1

≡ α̃0
|x|n1

mn1

, α̃0 > 1, |x| > 1.

Звiдси дiстаємо нерiвностi

ρn−1 6 ρ0(x)

|x|n−1
6 α̃0

|x|n1

|x|n−1 ·mn1

=

= α̃0
ρ0(x)

|x|n
|x|n1+1

ρ0(x)mn1

, |x| > 1.

Оцiнимо вираз
|x|n1+1

ρ0(x)mn1

:

|x|n1+1

ρ0(x)mn1

=
( ρ0(x)

|x|n1+1
·mn1

)−1

6

6
(

inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n1+1
·mn1

)−1

=
1

ρn1+1 ·mn1

.

Оскiльки

ρn1+1 = inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n1+1
=

(
sup
|x|>1

|x|n1+1

ρ0(x)

)−1

,

то
sup
|x|>1

|x|n1+1

ρ0(x)
= (ρn1+1)

−1.

Звiдси випливає, що для довiльного ε0 ∈
(0, 1) знайдеться x0: |x0| > 1 таке, що

1

ρn1+1

<
|x0|n1+1

ρ0(x0)
+ ε0.

Оскiльки mn1 > 1, то

|x|n1+1

ρ0(x)mn1

<
1

mn1

( |x0|n1+1

ρ0(x0)
+ ε0

)
6

6 |x0|n1

mn1

|x0|
ρ0(x0)

+ ε0 6

6 ρ0(x0)
|x0|

ρ0(x0)
+ ε = |x0|+ ε0 6 |x0|+ 1.

Тодi

ρn−1 6 α̃0(|x0|+ 1) inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n ≡ ω · ρn, (7)

де ω = α̃0(|x0| + 1) > 1, що й потрiбно було
довести.

Зауважимо, що з (7) випливають нерiв-
ностi:

ρn−1

ρn

=
ρn−2

ρn−1

ρn−1

ρn

6 ω2,
ρn−3

ρn

6 ω3, . . .

Доведемо, що lim
n→∞

n
√

ρn = 0. Оскiльки по-
слiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} монотонно спадна
i обмежена знизу (ρn > 0, n ∈ Z+), то во-
на збiжна: ∃a0 > 0: lim

n→∞
ρn = inf

n
{ρn} = a0.

Переконаємося в тому, що a0 = 0. Припусти-
мо, що a0 > 0. Тодi ρn > a0, n ∈ Z+ та для
ε = a0/2 знайдеться номер ñ0 = ñ0(ε) такий,
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що ρn0 <
3

2
a0. Оскiльки ρn 6 ρ0, n > ñ0,

то a0 6 ρn <
3

2
a0, n > ñ0. Крiм того, для

ε = a0/2 знайдеться xε: |xε| > 1 таке, що

ρn 6 ρ(xε)

|xε|n < ρn +
a0

2
, ∀n > ñ0.

Отже,

a0 6 ρ(xε)

|xε|n < 2a0, ∀n > ñ0,

або

a0|xε|n 6 ρ(xε) < 2a0|xε|n, ∀n > ñ0.

Оскiльки ρ(xε) = sup
n

(|xε|n/mn), то для до-

вiльного νk ∈ (0, a0/2), k ∈ N, знайдеться
номер nk такий, що

|xε|nk

mnk

> ρ(xε)− νk > a0|xε|nk − νk,

або

mnk
<

|xε|nk

a0|xε|nk − νk

=
(
a0 − νk

|xε|nk

)−1

6

6 1

a0 − νk

, |xε| > 1.

Оскiльки a0 − νk > a0 − a0

2
=

a0

2
, ∀k > 1,

то mnk
6 2

a0

, ∀k > 1. Отже, у послiдов-

ностi {mn, n ∈ Z+}, яка монотонно зро-
стає (mn 6 mn+1, ∀n > max(n0, ñ0)), iснує
обмежена зверху пiдпослiдовнiсть. Одержа-
не протирiччя доводить, що a0 = 0, тобто
lim

n→∞
ρn = 0.

З останнього спiввiдношення випливає,

що lim
n→∞

ln ρn

n
= a, де a ∈ (−∞, 0],

або lim
n→∞

ln ρn

n
= −∞. Оскiльки n

√
ρn =

exp
{ ln ρn

n

}
, то маємо, що lim

n→∞
n
√

ρn = a1, де
a1 = ea > 0, або lim

n→∞
n
√

ρn = 0. Доведемо, що
в даному випадку lim

n→∞
n
√

ρn = 0.
Припустимо, що це не так, тобто

lim
n→∞

n
√

ρn = a1 > 0. Тодi для ε = a1/2

знайдеться номер n0 = n0(ε) такий, що

a1

2
< n
√

ρn <
3

2
a1, ∀n > n0,

або
(a1

2

)n

< ρn <
(3

2
a1

)n

, ∀n > n0 ⇔
(a1

2

)n+n0

< ρn+n0 <
(3

2

)n+n0

, ∀n ∈ Z+.

Iз означення ρn+n0 випливає, що для ε =
a1/2 знайдеться xε: |xε| > 1 таке, що

ρn+n0 6 ρ(xε)

|xε|n+n0
< ρn+n0 +

a1

2
, n ∈ Z+.

Отже,

ρ(xε)

|xε|n+n0
> ρn+n0 >

(a1

2

)n+n0

, n ∈ Z+,

тобто

ρ(xε) >
(a1

2

)n+n0|xε|n+n0 >
(a1

2

)n0|xε|n+n0 ,

∀n ∈ Z0

(тут враховано, що 0 < a1 6 1).
Оскiльки ρ(xε) = sup

n
(|xε|n/mn), то для

довiльного εk: 0 < εk <
1

2

(a1

2

)n0

, k ∈ N,
знайдеться номер nk такий, що

|xε|nk

mnk

> ρ(xε)− εk >
(a1

2

)n0|xε|n+n0 − εk >

>
(a1

2

)n0 − εk >
1

2

(a1

2

)n0

,

або

mnk
< 2

( 2

a1

)n0|xε|nk ≡ c0|xε|nk .

Отже, у послiдовностi {mn, n ∈ Z+}, яка за-
довольняє умову 2), iснує пiдпослiдовнiсть,
яка цю умову не задовольняє. Одержане
протирiччя доводить, що lim

n→∞
n
√

ρn = 0.
Введемо позначення

ρ̃n := inf
|x|>x̃0

ρ0(x)

|x|n ,

x̃0 =

{
x0, якщо x0 > 1,
1, якщо 0 < x0 < 1,
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де x0 > 0 – параметр з умови 5′). З нерiвно-
стi (4) випливає, що послiдовнiсть {ρ̃n, n ∈
Z+} задовольняє умову

∀ε > 0 ∃c̃ε > 0 ∀n ∈ Z+ : ρ̃n >

> c̃ε inf
|x|>x̃0

eε|x|

|x|n > c̃ε inf
|x|>1

eε|x|

|x|n , (8)

при цьому послiдовнiсть {ρ̃n, n ∈ Z+}, як i
послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+}, є монотонно спа-
дною. Оскiльки lim

|x|→∞
(ρ0(x)/|x|n) = +∞ для

фiксованого n ∈ Z+, то

ρ̃n = inf
|x|>x0

ρ0(x)

|x|n > inf
|x|>1

ρ0(x)

|x|n = ρn, n ∈ Z+.

Нехай c > 0 – така стала, що ρ1 > cρ̃1.
Звiдси, з нерiвностi (7) та властивостi мо-
нотонного спадання послiдовностi {ρ̃n, n ∈
Z+} випливає, що

ρ2 > 1

ω
ρ1 > c

ω
ρ̃1 > c

ω
ρ̃2, ρ3 > 1

ω
ρ2 > c

ω2
ρ̃2 >

> c

ω2
ρ̃3, . . . , ρn > c

ωn−1
ρ̃n, . . .

Тодi, з урахуванням (8),

ρn > cc̃ε

ωn−1
inf
|x|>1

eε|x|

|x|n = c′ε inf
|x|>1

eε|x|

|ωx|n , n ∈ Z+.

Отже, послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} задоволь-
няє умову 2).

Вiдзначимо, що послiдовнiсть ρn =
inf
|x|>1

(ρ(x)/|x|n), n ∈ Z+, володiє властивiстю

ρn 6 ρn−k · ρk, ∀k : 0 6 k 6 n. (9)

Справдi,

ρn = inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n = inf
|x|>1

{ ρ(x)

|x|n−k
· 1

|x|k
}

6

6 inf
|x|>1

{ ρ(x)

|x|n−k
· ρ(x)

|x|k
}

=

= inf
|x|>1

ρ(x)

|x|n−k
· inf
|x|>1

ρ(x)

|x|k = ρn−k · ρk

(тут враховано, що ρ(x) > 1, |x| > 1), що
й потрiбно було довести. Iз (9) випливає та-
кож, що справджується нерiвнiсть ρ2n 6 ρ2

n,
n ∈ Z+.

У подальших дослiдженнях будемо кори-
стуватися ще однiєю властивiстю функцiї ρ,
яку доведемо в наступному твердженнi.

Лема 1. Функцiя ρ диференцiйовна на R.

Доведення. Передусiм дослiдимо фун-
кцiю ρ на диференцiйовнiсть у точках x =
±1. Урахувавши парнiсть цiєї функцiї, про-
аналiзуємо випадок x = 1. За означенням,

ρ′(1 + 0) = lim
∆x→+0

ρ(1 + ∆x)− ρ(1)

∆x
=

= lim
∆x→+0

1

∆x

{
sup
n∈Z+

(1 + ∆x)n

mn

− 1
}

=

= lim
∆x→+0

1

∆x
sup
n∈Z+

{(1 + ∆x)n

mn

− 1
}

.

Розглянемо функцiю

ρ̃(x) =

{
1, |x| < 1,
sup
n∈N

(|x|n/mn), |x| > 1.

Нехай {εk, k ∈ N} – монотонно прямуюча до
нуля послiдовнiсть додатних чисел. Iз озна-
чення функцiї ρ̃ випливає, що для фiксова-
ного ∆x ∈ (0, 1) i εk = (∆x)2k

∃nk = nk(εk) > 1 :

(1 + ∆x)nk

mnk

> ρ̃(1 + ∆x)− εk,

тобто

ρ̃(1 + ∆x) <
(1 + ∆x)nk

mnk

+ εk, k > 1.

Крiм того, для довiльного α > 0 правиль-
ною є нерiвнiсть mk > (αn/ρ̃(α)), n ∈ N,
оскiльки ρ̃(α) = sup

n∈N
(αn/mn). Отже,

∀k > 1 : ρ̃(1 + ∆x) 6 (1 + ∆x)nk

αnk
ρ̃(α) + εk 6

6 (1+∆x)nk inf
α>0

ρ̃(α)

αnk
+εk = (1+∆x)nkρnk

+εk.

Оскiльки lim
k→∞

nk
√

ρnk
= 0, то для ε =

(1 + ∆x)−1 > 0 знайдеться номер k0 = k0(ε)
такий, що для всiх k > k0

ρnk
< εnk =

1

(1 + ∆x)nk
.

Тодi

∀k > k0 : (1 + ∆x)nkρnk
+ εk 6 1 + (∆x)2k 6
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6 1 + (∆x)2k0 .

Отже, ρ̃(1 + ∆x)− 1 6 (∆x)2k0 . Якщо n = 0,
то

(1 + ∆x)n

mn

∣∣∣
n=0

= 1,
(1 + ∆x)n

mn

∣∣∣
n=0

− 1 = 0.

Таким чином, 0 6 ∆ρ(1)

∆x
6 (∆x)2k0−1,

звiдки i випливає спiввiдношення ρ′(1+0) =
0. Для односторонньої похiдної функцiї ρ у
точцi x = 1 злiва маємо:

ρ′(1− 0) = lim
∆x→−0

ρ(1 + ∆x)− ρ(1)

∆x
=

= lim
∆x→−0

1− 1

∆x
= 0.

Отже, ρ′(1 + 0) = ρ′(1− 0) = 0. Це i означає,
що похiдна функцiї ρ у точцi x = 1 iснує
i дорiвнює нулевi. Диференцiйовнiсть фун-
кцiї ρ у довiльнiй точцi x ∈ R \ [−1, 1] дово-
диться аналогiчно. Диференцiйовнiсть фун-
кцiї ρ у кожнiй точцi x ∈ (−1, 1) є очеви-
дною, оскiльки ρ = 1 на iнтервалi (−1, 1).

Лема доведена.
Використовуючи лему 1 знайдемо ще

одне спецiальне зображення елементiв по-
слiдовностi {ρk, k ∈ Z+}. З цiєю метою
для кожного k ∈ N розглянемо функцiю
ϕk(y) := y−kρ(y), y ∈ (0, +∞), яка є дифе-
ренцiйовною на (0, +∞). Оскiльки ρ(y) >
cε exp(εy), ε > 0, y > y0 > 0 (див. (5)),
то звiдси випливає, що lim

y→+∞
ϕk(y) = +∞.

Крiм того, lim
y→+0

ϕk(y) = +∞ i ϕk(y) > 0,

y ∈ (0, +∞). Отже, ϕk досягає свого мiнi-
муму на промiжку (0, +∞), який знайдемо
за допомогою методiв диференцiального чи-
слення:

ϕ′k(y) = y−(k+1)(yρ′(y)− kρ(y)).

Прирiвнявши ϕ′k(y) до нуля, знайдемо, що
yµ(y) = k, k ∈ N, де µ(y) := ρ′(y)/ρ(y). Фун-
кцiя µ – невiд’ємна i неперервна на промiж-

ку [0, +∞). Оскiльки ln ρ(y) =

y∫

0

µ(ξ)dξ, то

внаслiдок теореми про середнє значення для
визначеного iнтеграла маємо, що ln ρ(y) =

µ(ỹ)y, 0 < ỹ < y, тобто µ(ỹ) = ln ρ(y)/y. З
властивостей функцiї ρ випливає, що ln ρ(y)
при y → +∞ зростає швидше за довiльну
лiнiйну функцiю на промiжку [1, +∞), тоб-
то lim

y→+∞
µ(y) = +∞. Припустимо, що вико-

нується умова ρ′(2)/ρ(2) = µ(2) > 1. Тодi
рiвняння yµ(y) = k має єдиний розв’язок
νk = k + 1, k ∈ N (1 < ν1 < 2). Зазначи-
мо, що послiдовнiсть розв’язкiв {νk, k > 1}
є зростаючою i необмеженою. Дiйсно, як-
би sup

k∈N
νk = c < +∞, то, видiляючи збi-

жну пiдпослiдовнiсть {νkm ,m ∈ N} таку, що
lim

m→∞
νkm = a, a < +∞, одержали б проти-

рiччя, оскiльки νkmµ(νkm) = km i, перейшов-
ши до границi при m → ∞ дiстали б, що
aµ(a) = +∞.

Безпосередньо переконуємося в тому, що
кожна функцiя ϕk, k ∈ N, досягає свого мi-
нiмуму в точцi yk = νk:

inf
y>0

(y−kρ(y)) =
( 1

νk

)k

ρ(νk).

Таким чином, одержали спiввiдношення
ρk = ν−k

k ρ(νk). Оскiльки ρ0 = 1, то надалi, за

домовленiстю вважатимемо, що
( 1

ν0

)0

:= 1

(насправдi ж у випадку рiвняння xµ(x) = 0
кожне число x ∈ [0, 1] є його розв’язком, бо
µ(x) = 0 у кожнiй точцi вiдрiзка x ∈ [0, 1]).

Зауваження 1. Надалi вважатимемо, що
послiдовнiсть {νk, k ∈ N} задовольняє умо-
ву

lim
k→∞

k

ν2
k

= 0. (A)

Оскiльки νk, k ∈ N, – розв’язок рiвня-
ння νkµ(νk) = k, то k/νk = µ(νk). Отже,
k/ν2

k = µ(νk)/νk i умову (A) можна записати
у виглядi lim

k→+∞
µ(νk)/νk = 0 або

(
lim

x→+∞
µ(x)

x
= 0

)
⇔

(
lim

x→+∞
ρ′(x)

xρ(x)
= 0

)
.

Iз властивостей функцiї µ випливає та-

кож, що
µ(x)

x
→ 0 при x → +∞ монотонно.

Справдi, iз спiввiдношення µ(x̃) = ln ρ(x)/x,
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0 < x̃ < x, випливає, що на промiжку
(1, +∞) функцiя µ диференцiйовна. Тодi

(µ(x)

x

)′
=

xµ′(x)− µ(x)

x2
, x > 1.

Продиференцiювавши спiввiдношення
xµ(x) = k знайдемо, що xµ′(x) = −µ(x).
Отже,

(µ(x)

x

)′
= −2µ(x)

x2
< 0, x > 1,

оскiльки µ(x) > 0 в кожнiй точцi x ∈
(1, +∞), що й потрiбно було довести.

Надалi розглядатимемо простори Smn , де
послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+} має спецiальний
вигляд, а саме, mn = n!ρn, n ∈ Z+, при цьо-
му послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} володiє вла-
стивостями а) – г).

2. Основнi операцiї в просторi Sn!ρn

Операцiя диференцiювання. У про-
сторi Sn!ρn визначена i обмежена операцiя
диференцiювання. Бiльш того, ця операцiя
визначена i обмежена в кожному злiченно
нормованому просторi Sn!ρn,B. При цьому,
множина A ⊂ Sn!ρn,B називається обмеже-
ною, якщо для кожної функцiї ϕ ∈ A справ-
джуються оцiнки (3) для довiльного δ > 0
зi сталими ckδ, не залежними вiд ϕ, де mn =
n!ρn, n ∈ Z+.

Отже, нехай ϕ – довiльний елемент обме-
женої множини A ⊂ Sn!ρn,B. Покладемо
ϕ1(x) = ϕ′(x). Внаслiдок (3) знайдемо, що

|xkϕ
(n)
1 (x)| = |xkϕ(n+1)(x)| 6

6 ckδ(B + δ)n+1(n + 1)!ρn+1 6
6 ckδ(B + δ)n+1n!(n + 1)ρn =

= c′kδ(B + δ)nn!(n + 1)ρn, {k, n} ⊂ Z+.

Оскiльки

∀ε > 0 ∃cε > 1 ∀n ∈ N :

n + 1 6 cε(1 + ε)n+1, (10)
то

|xkϕ
(n)
1 (x)| 6 c′′kδ(B + δ)n(1 + ε)nn!ρn.

Якщо взяти ε з промiжку
(
0,

δ

B + δ

)
, то

правильними є нерiвностi

|xkϕ
(n)
1 (x)| 6 c′′kδ(B + 2δ)n!ρn.

Оскiльки 2δ – довiльно мала величина ра-
зом з δ, то звiдси випливає, що при ди-
ференцiюваннi образом обмеженої множини
A ⊂ Sn!ρn,B знову ж таки є обмежена мно-
жина в Sn!ρn,B.

Множення на нескiнченно диферен-
цiйовнi функцiї. Нагадаємо, що коли X
– деякий лiнiйний топологiчний простiр, а
функцiя f така, що вiдповiднiсть X 3 ϕ →
fϕ ∈ X є лiнiйним i неперервним операто-
ром з X в X, то f називається мультиплiка-
тором у просторi X.

Припустимо, що функцiя f ∈ C∞(R) за-
довольняє умову

∃c > 0 ∃B0 > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|f (n)(x)| 6 cBn
0 n!ρn(1 + |x|h). (11)

Множення на цю функцiю є обмеженою
операцiєю в просторi Sn!ρn,B, яка вiдобра-
жає цей простiр в простiр Sn!ρn,B̃, де B̃ =
max{B0ω,B}, ω > 1 – стала, яка обмежує
послiдовнiсть

{ρn−1

ρn

, n ∈ N
}
.

Справдi, для ϕ ∈ Sn!ρn,B маємо

|xkϕ(n)(x)| 6 ckδ(B + δ)nn!ρn,

∀δ > 0, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+. (12)

Тодi

|xk(f(x)ϕ(x))n| 6 |x|k
n∑

j=0

Cj
n|f (j)(x)|×

×|ϕ(n−j)(x)| 6 c

n∑
j=0

Cj
nBj

0j!ρj(|x|k + |x|k+h)×

×|ϕ(n−j)(x)| 6 c

n∑
j=0

Cj
nBj

0j!ρj(ckδ + ck+h,δ)×

×(B + δ)n−j(n− j)!ρn−j 6

6 c′kδn!
n∑

j=0

Bj
0(B + δ)n−jρjρn−j =

= c′kδn!ρn

n∑
j=0

Bj
0(B + δ)n−j ρn−j

ρn

ρj,
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де c′kδ = c(ckδ + ck+h,δ). Далi скористаємося
тим, що послiдовнiсть {ρn, n ∈ Z+} монотон-
но спадна, тобто ρj 6 ρ0, ∀j ∈ N. Крiм того
(див. властивiсть б)),

∃ω > 1 ∀n > j :
ρn−j

ρn

6 ωj.

Нехай B̃ = max{B0ω,B}. Тодi, урахувавши
(10), знайдемо, що

|xk(f(x)ϕ(x))(n)| 6 c′′kδn!ρn

n∑
j=0

B̃j(B̃+δ)n−j 6

6 c′′kδn!ρn(B̃ + δ)nn!ρn(n + 1) 6
6 c̃′′kδ(B̃ + δ)n(1 + ε)nn!ρn 6

6 c̃′′kδ(B̃ + 2δ)nn!ρn,

якщо ε ∈
(
0,

δ

B̃ + δ

)
. Звiдси вже випливає,

що fϕ ∈ Sn!ρn,B.
Iз наведених вище мiркувань випливає,

що при вказанiй операцiї обмежена множи-
на простору Sn!ρn,B вiдображається в обме-
жену множину простору Sn!ρn,B̃, тобто опе-
рацiя

Sn!ρn,B 3 ϕ → fϕ ∈ Sn!ρn,B̃

є обмеженою (неперервною).

Зауваження 2. Якщо посилити умову на
функцiю f ∈ C∞(R), то можна домог-
тися того, що оператор множення на цю
функцiю вiдображатиме кожну обмежену
множину простору Sn!ρn,B в себе. Ця умова
така:

∃h > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀n ∈ N ∀x ∈ R :

|f (n)(x)| 6 cεε
nn!ρn(1 + |x|h).

Операцiя зсуву аргументу. У кожно-
му просторi Sn!ρn,B визначений i є обмеже-
ний оператор зсуву

Tx0 : Sn!ρn,B 3 ϕ(x) → Tx0ϕ(x) =

= ϕ(x− x0) ∈ Sn!ρn,B.

Дiйсно, якщо ϕ ∈ Sn!ρn,B, то справджую-
ться оцiнки (12). Оскiльки

sup
x
|xkϕ(n)(x− x0)| = sup

x
|(x + x0)

kϕ(n)(x)|,

то

|(x+x0)
kϕ(n)(x)| 6

k∑
j=0

Cj
k|x0|k−j sup

x
|xjϕ(n)(x)| 6

6
k∑

j=0

Cj
k|x0|k−jcjδ(B+δ)nn!ρn 6 c̃kδ(B+δ)nn!ρn,

{k, n} ⊂ Z+,

де c̃kδ =
k∑

j=0

Cj
k|x0|k−jcjδ. Отже, ϕ(x − x0)

належить до простору Sn!ρn,B, що й потрi-
бно було довести. При вказанiй операцiї ко-
жна обмежена множина простору Sn!ρn,B

вiдображається в обмежену множину цього
ж простору.

Теорема 1. Функцiя ϕ ∈ C∞(R) є елемен-
том простору Sn!ρn тодi й лише тодi, коли
вона аналiтично продовжується в компле-
ксну площину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C,
яка задовольняє умову

∃b > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|zkϕ(z)| 6 ckρ(by), (13)

де
ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
ρ0(y), |y| > 1,

ρ0(y) = sup
n∈Z+

|y|n
n!ρn

, |y| > 1.

Доведення див. у [6].
Урахувавши теорему 1, вкажемо ще один

клас функцiй, якi є мультиплiкаторами у
просторi Sn!ρn . А саме, кожна функцiя ϕ ∈
C∞(R), яка аналiтично продовжується в
комплексну площину до цiлої функцiї ϕ(z),
z ∈ C, i задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|f(z)| 6 cερ(εy), (14)

є мультиплiкатором у просторi Sn!ρn . При
доведеннi цього твердження скористаємося
тим, що функцiя ρ володiє властивiстю [6]

∀{y1, y2} ⊂ (0,∞) : ρ(y1)ρ(y2) 6 ρ(y1 + y2).
(15)
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Нехай функцiя ϕ ∈ Sn!ρn (тобто ϕ задо-
вольняє умову (13)), а функцiя f задоволь-
няє умову (14). Тодi, урахувавши (15), зна-
йдемо, що

∃b > 0 ∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀z = x + iy ∈ C
∀k ∈ Z+ ∃ck > 0 : |zkf(z)ϕ(z)| 6

cεckρ(by)ρ(εy) 6 c̃kρ(b̃y),

c̃k = cεck, b̃ = b + ε.

Звiдси випливає, що fϕ ∈ Sn!ρn , що й потрi-
бно було довести.

3. Простори Slk

Розглянемо послiдовнiсть {lk, k ∈ Z+} до-
датних чисел, яка володiє властивостями 1)
– 5) (див. п. 1). Вважаємо також, що послi-
довнiсть {lk, k ∈ Z+} побудована за функцi-
єю G, яка задовольняє умови 1′) – 5′). Сим-
волом Slk позначимо сукупнiсть нескiнчен-
но диференцiйовних на R функцiй, якi за-
довольняють умову

∃A > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0 ∀k ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| 6 cnA
klk. (16)

Покладемо

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf

k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1.

Оскiльки γ(x) = 1/γ̃(x), де

γ̃(x) =

{
1, |x| < 1,
sup

k
(|x|k/lk), |x| > 1,

а властивостi функцiї γ̃ вивченi вже ранiше,
то маємо, що γ – невiд’ємна, диференцiйов-
на, парна на R функцiя, яка монотонно спа-
дає на промiжку [1, +∞) i монотонно зро-
стає на (−∞, 1], 0 < γ(x) 6 1, x ∈ R. Крiм
того, iз властивостей функцiї γ̃ випливає, що

∃c′0 > 0 ∃c′ > 0 ∀x ∈ R \ (−1, 1) :

γ(x) 6 c′0e
−c′|x|. (17)

Наприклад, якщо lk = kkα, α ∈ (0, 1), то
γ задовольняє нерiвностi (див. [1]):

exp
{
− α

e
|x|1/α

}
6 γ(x) 6 c exp

{
− α

e
|x|1/α

}
,

c = eαe/2.

Правильним є наступне твердження.

Теорема 2. Функцiя ϕ ∈ C∞(R) є елемен-
том простору Slk тодi й лише тодi, коли
вона задовольняє умову

∃a > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0 ∀x ∈ R :

|ϕ(n)(x)| 6 cnγ(ax). (18)

Доведення. Нехай ϕ ∈ Slk , тобто вико-
нується умова (16). Якщо |x| > A, то з (16)
випливають нерiвностi

|ϕ(n)(x)| 6 cnA
k lk
|x|k = cn

lk
|A−1x|k 6

6 cn inf
k∈Z+

lk
|A−1x|k = ckγ(A−1x).

Якщо ж |A−1x| < 1, то inf
k∈Z+

(lk/|A−1x|k) =

1, тобто |ϕn(x)| 6 cn, x ∈ R. Оскiльки
γ(A−1x) = 1, коли |A−1x| < 1, то звiдси дi-
стаємо, що з умови (16) випливає умова (18)
з a = A−1.

Навпаки, нехай функцiя ϕ ∈ C∞(R) за-
довольняє умову (18). Зафiксуємо довiльне
k ∈ Z+ i домножимо обидвi частини нерiв-
ностi (18) на |x|k, x 6= 0. Тодi

|xkϕ(n)(x)| 6 cn|x|kγ(ax) = cna−k(|ax|kγ(ax)).

Оскiльки γ(x) = inf
k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1, то

γ(x) 6 lk|x|−k, k ∈ Z+, тобто |x|kγ(x) 6 lk,
k ∈ Z+. Отже, для x: |x| > a−1 справджую-
ться нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 cnak
1lk, a1 = a−1, {k, n} ⊂ Z+.

Якщо |x| < a−1, то γ(a)x = 1 i

|xkϕ(n)(x)| 6 cn|x|k 6 cnak
1 6 cnak

1lk,

{k, n} ⊂ Z+,

оскiльки lk > 1, k ∈ Z+. Звiдси випливає, що
ϕ ∈ Slk .

Теорема доведена.
Позначимо через Slk,A сукупнiсть фун-

кцiй ϕ з простору Slk , для яких справджую-
ться нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 cnAA
k
lk, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+,
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де A > A. Iнакше, Slk,A складається з тих
функцiй ϕ ∈ Slk , якi при довiльному ρ > 0
задовольняють нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 cnρ(A+ρ)klk, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+.

Якщо скористатися теоремою 2, то мо-
жна стверджувати, що Slk,A складається з
тих функцiй ϕ ∈ Slk , якi задовольняють не-
рiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 cnργ((a− ρ)x), n ∈ Z+, x ∈ R,

при кожному ρ ∈ (0, a).
Покладемо

Mp(x) =
(
γ
(
a
(
1−1

p

)
x
))−1

, p ∈ {2, 3, . . . }.
(19)

Функцiї Mp утворюють зростаючу послiдов-
нiсть; при цьому Slk,A перетворюється в злi-
ченно нормований простiр з нормами

‖ϕ‖p ≡ sup
x∈R

06n6p

{Mp(x)|ϕ(n)(x)|}. (20)

Отже, Slk,A збiгається з простором
K{Mp}, введеним в [1], з фiксованою
послiдовнiстю вагових функцiй (19), тоб-
то до простору Slk,A можна застосувати
всi результати, що стосуються загальних
просторiв K{Mp}. З нормами (20) Slk,A

є повним злiченно нормованим просто-
ром, а Slk = ∪Slk,A за всiма A ∈ N. Iз
загального критерiя збiжностi в просторах
K{Mp} (див. [1]) випливає, що послiдов-
нiсть {ϕν , ν > 1} ⊂ Slk збiгається до нуля в
цьому просторi тодi й лише тодi, коли вона
правильно збiгається до нуля (див. п. 1) i
при цьому справджуються оцiнки

|ϕ(n)
ν (x)| 6 cnγ(ax), n ∈ Z+, x ∈ R,

де сталi cn та a не залежать вiд ν.
4. Основнi операцiї в просторi Slk.

Використовуючи властивостi послiдовностi
{lk, k ∈ Z+} нескладно перевiрити, що в про-
сторi Slk визначенi i є неперервними операцiї
множення на x, диференцiювання та зсуву
аргументу.

Мультиплiкатором у просторi Slk є не-
скiнченно диференцiйовна на R функцiя f ,

яка задовольняє умову

∀ε > 0 ∀q ∈ Z+ ∃cqε > 0 ∀x ∈ R :

|f (q)(x)| 6 cqε(γ(εx))−1. (21)

При доведеннi (21) скористаємося однiєї
властивiстю функцiї γ, яку сформулюємо у
виглядi наступного твердження.

Лема 2. Правильною є нерiвнiсть

ln γ(x1) + ln γ(x2) > ln γ(x1 + x2), (22)

∀{x1, x2} ⊂ [0, +∞).

Доведення. Передусiм зазначимо, що
{γ(x1), γ(x2), γ(x1 + x2)} ⊂ (0, 1] для довiль-
них фiксованих {x1, x2} ⊂ [0, +∞). Оскiль-
ки γ(x) = 1 для x ∈ [0, 1], то нерiвнiсть
(22) досить довести на промiжку (1, +∞).
Справдi, якщо {x1, x2} ⊂ [0, 1] i (x1 + x2) ∈
[0, 1], то нерiвнiсть (22) перетворюється в
рiвнiсть. Якщо {x1, x2} ⊂ [0, 1] i x1 + x2 > 1,
то нерiвнiсть (22) також справджується, бо
0 < γ(x1 + x2) < 1, ln γ(x1 + x2) < 0, а
ln γ(x1) = ln γ(x2) = 0. Якщо x1 ∈ [0, 1],
x2 > 1, то x1 +x2 > 1, ln γ(x1) = 0, ln γ(x1) >
ln γ(x1+x2), оскiльки γ(x1+x2) 6 γ(x2) (тут
враховано те, що γ монотонно спадає на про-
мiжку (1, +∞)). Аналогiчно розглядається
випадок x2 ∈ [0, 1], x1 > 1.

Отже, нехай {x1, x2} ⊂ (1, +∞). Нерiв-
нiсть (22) рiвносильна нерiвностi

γ(x1)·γ(x2) > γ(x1+x2), {x1, x2} ⊂ (1, +∞).
(23)

Для доведення (23) досить встановити, що

γ(x1) · γ(x2)

γ(x1 + x2)
> 1, {x1, x2} ⊂ (1, +∞).

Нехай 1 < x1 6 x2. Оскiльки γ монотонно
спадає на (1, +∞), то γ(x1) > γ(x2). Отже,

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
> γ2(x2)

γ(x1 + x2)
.

За означенням, γ(x2) = inf
n∈Z+

(ln/|x|n2 ), x ∈
(1, +∞). Розглянемо послiдовнiсть {εk =
βkγ(x2), k ∈ N}, де послiдовнiсть {βk, k ∈ N}
додатних чисел монотонно прямує до нуля.
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Тодi для εk > 0 знайдеться номер nk =
nk(εk) такий, що

lnk

xnk
2

< γ(x2) + εk = (1 + βk)γ(x2),

тобто

γ(x2) >
1

1 + βk

lnk

xnk
2

, k ∈ N.

Вiдповiдно,

γ(x1 + x2) 6 lnk

(x1 + x2)nk
, k ∈ N.

Урахувавши цi нерiвностi, знайдемо, що

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
>

l2nk
(x1 + x2)

nk

(1 + β2
k)x

2nk
2 lnk

>

> lnk

(1 + β1)2xnk
2

, k ∈ N

(тут враховано, що x1 + x2 > x2; βk < β1,
k > 2). Крiм того, γ(α) 6 ln/α

n, n ∈ Z+, для
довiльного α > 1, або

∀α > 1 ∀n ∈ Z+ : ln > αnγ(α).

Покладемо α = x2δ, де δ > 1 – фiксоване
число, i пiдберемо номер nk так, щоб справ-
джувалася нерiвнiсть δnkγ(x2δ) > (1 + β1)

2.
Безпосередньо знаходимо, що

nk >
[
ln

((1 + β1)
2

γ(x2δ)

)
(ln δ)−1

]
+ 1.

Для такого номера nk справджуються нерiв-
ностi

γ(x1)γ(x2)

γ(x1 + x2)
> δnkγ(x2δ)

(1 + β1)2
> 1,

що й потрiбно було довести.
Доведемо тепер, що функцiя f ∈ C∞(R),

яка задовольняє умову (21), є мультиплiка-
тором у просторi Slk .

Нехай ϕ ∈ Slk . Тодi, згiдно з теоремою 2,

∃a > 0 ∀q ∈ Z+ ∃cq > 0 ∀x ∈ R :

|ϕ(q)(x)| 6 ckγ(ax).

Вiзьмемо ε ∈ (0, a) i скористаємося (21). Тодi

|(f(x)ϕ(x))(q)| 6
q∑

j=0

Cj
q |f (j)(x)| · |ϕ(q−j)(x)| 6

6
q∑

j=0

Cj
qcjεcq−j

γ(ax)

γ(εx)
≡ c̃1

γ(ax)

γ(εx)
=

c̃qe
ln γ(ax)−ln γ(εx),

де c̃q =

q∑
j=0

Cj
qcjεcq−j. Iз (22) випливає нерiв-

нiсть

ln γ(ax)−ln γ(εx) 6 ln γ((a−ε)x), 0 < ε < a.

Тодi

|(f(x)ϕ(x))(q)| 6 c̃qe
ln γ((a−ε)x) = c̃qγ(a1x),

a1 = a− ε > 0.

Отже, fϕ ∈ Slk . Iз наведених мiркувань ви-
пливає також, що якщо ϕ перебiгає обме-
жену множину A ⊂ Slk , то кожна функцiя
fϕ, ϕ ∈ A, належить обмеженiй множинi
A1 ⊂ Slk , тобто операцiя Slk 3 ϕ → fϕ ∈ Slk

є неперервною у просторi Slk , що й потрiбно
довести.

5. Простори Smn
lk

та Smn
lk

(C)
Розглянемо послiдовностi {mn =

n!ρn, n ∈ Z+} та {lk = k!dk, k ∈ Z+}, де
послiдовностi {ρn, n ∈ Z+} та {dk, k ∈ Z+}
володiють властивостями а) – г) (див. п. 1).
Символом Smn

lk
позначимо сукупнiсть усiх

функцiй ϕ ∈ C∞(R), якi задовольняють
умову:

∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| 6 cAkBnlkmn (24)

(сталi c, A, B > 0 залежать вiд функцiї ϕ).
Вiдомо, що пiвнорми

pkn(ϕ) = sup
x∈R

|xkϕ(n)(x)|, p′kn(ϕ) =

( ∫

R

|xkϕ(n)(x)|2dx
)1/2

, ϕ ∈ S,

еквiвалентнi. Звiдси випливає еквiвален-
тнiсть наступних тверджень

1) (ϕ ∈ Smn) ⇔ (∃B > 0 ∀k ∈ Z+ ∃ck > 0
∀n ∈ Z+:

‖xkϕ(n)‖L2(R) 6 ckB
nmn);
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2) (ϕ ∈ Slk) ⇔ (∃A > 0 ∀n ∈ Z+ ∃cn > 0
∀k ∈ Z+:

‖xkϕ(n)‖L2(R) 6 cnAklk);

3) (ϕ ∈ Smn
lk

) ⇔ (∃c > 0 ∃A > 0 ∃B > 0
∀{k, n} ⊂ Z+:

‖xkϕ(n)‖L2(R) 6 cAkBnlkmn).

Теорема 3. Правильною є рiвнiсть Smn
lk

=
Smn ∩ Slk .

Доведення. Якщо ϕ ∈ Smn
lk

, то, очеви-
дно, ϕ ∈ Slk i ϕ ∈ Smn , тобто ϕ ∈ Smn ∩ Slk .

Доведемо, що Slk ∩ Smn ⊂ Smn
lk

. Для до-
вiльної функцiї ϕ ∈ Slk ∩ Smn знайдуться
сталi c, h > 0 такi, що

‖xkϕ‖L2(R) 6 chkk!dk, ‖ϕ(n)‖L2(R) 6 chnn!ρn,

{k, n} ⊂ Z+.

Тодi, як i при доведеннi теореми 1 знаходи-
мо, що

‖xkϕ(n)‖2
L2(R) 6 c2

r∑
s=0

n!(2k)!h2k−sh2n−s

s!(n− s)!(2k − s)!
×

×(2k − s)!(2n− s)!d2k−sρ2n−s,

де r = min{2k, n}, {k, n} ⊂ Z+. При дове-
деннi теореми 1 встановлено також, що

(2n− s)!ρ2n−s 6 ω2k+n2nn!ρ2
n, ω > 1,∀s :

0 6 s 6 r.

Аналогiчно,

(2k − s)!d2k−s 6 ω2k+n
1 2kk!d2

k, ω1 > 1,∀s :

0 6 s 6 r.

Урахувавши цi оцiнки, прийдемо до нерiв-
ностi

‖xkϕ(n)‖2
L2(R) 6 c2(n!)2(2k)!k!h2k+2n×

×(ωω1)
2k+n2n+k(ρndk)

2

r∑
s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
.

Оскiльки
r∑

s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
6

2k∑
s=0

(2k)!

s!(2k − s)!
=

=
2k∑

s=0

Cs
2k = 22k,

то

‖xkϕ(n)‖L2(R) 6 c·2(5k+n)/2hk+nω̃2k+nn!ρnk!ρk =

= cAkBnlkmn, {k, n} ⊂ Z+,

де ω̃ = max{ω, ω1}, A = 25/2ω̃2h, B = 21/2ω̃h.
Звiдси випливає, що ϕ ∈ Smn

lk
.

Зауваження 3. Якщо послiдовностi {mn}
та {lk} володiють властивостями 1) – 5)
та додатково задовольняють умови:

∃L > 0 ∃M > 0 ∀n ∈ Z+ : m2n 6 LM2nm2
n,

∃L1 > 0 ∃M1 > 0 ∀k ∈ Z+ : l2k 6 L1M
2k
1 l2k,

то безпосередньо можна переконатися в
тому, що теорема 3 також має мiсце.

Теорема 4. Функцiя ϕ ∈ C∞(R) є елемен-
том простору Smn

lk
тодi й лише тодi, коли

вона аналiтично продовжується в компле-
ксну площину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C,
яка задовольняє умову

∃a > 0 ∃b > 0 ∃c > 0 ∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| 6 cγ(ax)ρ(by),

де

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf

k∈Z+

(lk/|x|k), |x| > 1,

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
sup
n∈Z+

(|y|n/mn), |y| > 1,

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ϕ ∈
Smn

lk
, тобто виконується умова (24). Аналогi-

чно тому, як це зроблено при доведеннi те-
ореми 1, з урахуванням (24) встановлюємо,
що функцiя ϕ аналiтично продовжується у
всю комплексну площину, при цьому справ-
джується оцiнка

xkϕ(x + iy)| 6 cAklkρ(by),

b > 0, k ∈ Z+, {x, y} ⊂ R.

Звiдси дiстаємо, що

|ϕ(x + iy)| 6 c inf
k∈Z+

Allk
|x|k ρ(by) =
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= c inf
k∈Z+

lk∣∣∣ x
A

∣∣∣
k
ρ(by) = cγ(ax)ρ(by), a = A−1.

Достатнiсть. Внаслiдок iнтегральної
формули Кошi маємо, що

ϕ(n)(x) =
n!

2πi

∫

γR

ϕ(z)

(z − x)n+1
dz, n ∈ Z+,

де γr – коло радiуса R з центром у точцi x.
Тодi

|ϕ(n)(x)| 6 cn! inf
R

ρ(bR)

Rn
γ(ax0) =

= cn!bn inf
R

ρ(R)

Rn
γ(ax0) = cbnn!ρnγ(ax0),

де x0 – точка максимуму функцiї γ(aξ), ξ ∈
[x − R, x + R]. Оскiльки γ – парна на R
функцiя, яка спадає на промiжку [1, +∞),
то x0 = x + θR, де θ ∈ {0, 1,−1}, причому
θ = 0, коли x = 0. За означенням, γ(ξ) =
inf

k∈Z+

(lk/|ξ|k), |ξ| > 1. Отже, нехай |ax0| > 1.

Звiдси випливає, що |ax| > 1 + ah > 1. Тодi

γ(ax0) = γ(ax± aR) = inf
k

lk
|ax± aR|k =

inf
k

lk

|ax|k
∣∣∣1± R

x

∣∣∣
k
, R 6= ±x.

Оскiльки lk > 1, k ∈ Z+, R 6= ±x, то

γ(ax0) = inf
k

lk
|ax± aR|k 6

6 inf
k

{ lk
|ax|k

lk∣∣∣1± R
x

∣∣∣
k

}
=

= inf
k

lk
|ax|k inf

k

lk∣∣∣1± R
x

∣∣∣
k

=

= γ(ax)γ
(
1± R

x

)
6 γ(ax).

Якщо ж |ax0| < 1, то |ax| < 1 + aR. Тодi
iснує стала c = ca,R > 1 така, що γ(ax0) =
1 < ca,Rγ(a, x), |ax| < 1 + aR.

Отже,

|ϕ(n)(x)| 6 c̃n!bnρnγ(ax), x ∈ R,

де c̃ = max{c, 1, ca,R}. Тодi для x: |x| > 1

a

|xkϕ(n)(x)| 6 c̃n!bnρn|x|k lk
|ax|k =

= c̃n!ρnbnãklk = c̃bnãklkmn, ã = a−1.

Якщо ж |x| 6 1

a
, то γ(ax) = 1 i

|xkϕ(n)(x)| 6 c̃n!bnρn|x|k 6 c̃n!bnρnã
k 6

6 c̃n!bnρnã
klk = c̃bnãkmnlk, {k, n} ⊂ Z+,

оскiльки lk > 1, k ∈ Z+. Звiдси випливає,
що функцiя ϕ є елементом простору Smn

lk
.

Теорема доведена.
Топологiчна структура в Smn

lk
визначає-

ться так. Символом Smn,B
lk,A позначимо суку-

пнiсть усiх функцiй ϕ ∈ Smn
lk

таких, що

∀A > A ∀B > B ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| 6 cA
k
B

n
lkmn, {k, n} ⊂ Z+.

Iнакше, Smn,B
lk,A складається з тих функцiй

ϕ ∈ Smn
lk

, якi при довiльних δ > 0, ρ > 0
задовольняють нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| 6 cδρ(A + δ)k(B + ρ)nlkmn,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R.

Ця множина перетворюється в повний
злiченно нормований простiр, якщо норми
в нiй ввести за допомогою спiввiдношень

‖ϕ‖δρ = sup
x,k,n

|xkϕ(n)(x)|
(A + δ)k(B + ρ)nlkmn

,

{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,
1

3
, . . .

}
. (25)

Якщо A1 < A, B1 < B2, то Smn,B1

lk,A1
непе-

рервно вкладається в Smn,B2

lk,A2
i

Smn
lk

= lim
A→∞
B→∞

ind Smn,B
lk,A .

Отже, збiжнiсть послiдовностi {ϕν , ν > 1} ⊂
Smn

lk
до нуля в просторi Smn

lk
– це збiжнiсть

за топологiєю одного з просторiв Smn,B
lk,A , до

якого належать всi функцiї ϕν . Iншими сло-
вами, ϕν → 0 при ν → ∞ у просторi Smn

lk
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тодi й лише тодi, коли функцiональна послi-
довнiсть {ϕ(n)

ν , n > 1} при кожному n ∈ Z+

рiвномiрно збiгається до нуля на довiльному
вiдрiзку [a, b] ⊂ R i для деяких c, A, B > 0,
не залежних вiд ν, справджуються нерiвно-
стi

|xkϕ(n)
ν (x)| 6 cAkBnlkmn, x ∈ R, {k, n} ⊂ Z+.

Сукупнiсть функцiй, якi є продовження-
ми функцiй ϕ з простору Smn

lk
в C, позначи-

мо символом Smn
lk

(C). Iз теореми 4 випли-
ває, що простiр Smn

lk
(C) можна подати як

об’єднання злiченно нормованих просторiв

Smn,b
lk,a (C) за всiма iндексами a ∈

{ 1

n
, n > 1

}
,

b ∈ N, де Smn,b
lk,A (C) складається з тих фун-

кцiй ϕ ∈ Smn
lk

(C), для яких справджується
нерiвнiсть

|ϕ(x + iy)| 6 cγ(ax)ρ(by), z = x + iy ∈ C,

де a – довiльна додатна стала, менша за a,
b – довiльна стала, бiльша за b. Якщо для
ϕ ∈ Smn,b

lk,a (C) покласти

‖ϕ‖pω = sup
z∈C

|ϕ(z)|
γ
(
a
(
1− 1

p

)
x
)
ρ((b + ω)y)

,

p ∈ {2, 3, . . . }, ω ∈ N,

то цi норми, внаслiдок теореми 4, еквiвален-
тнi нормам (25). Отже, послiдовнiсть фун-
кцiй {ϕν(x), ν > 1} ⊂ Smn

lk
збiгається до нуля

тодi й лише тодi, коли послiдовнiсть фун-
кцiй {ϕν(z), ν > 1}, z ∈ C, рiвномiрно збi-
гається до нуля в кожнiй обмеженiй областi
комплексної площини C, при цьому мають
мiсце нерiвностi

|ϕν(z)| 6 cγ(ax)ρ(by), z = x + iy ∈ C,

зi сталими c, a, b > 0, не залежними вiд ν.
Iз одержаних результатiв щодо просторiв

Smn , Slk та теорем 3, 4 випливає, що в про-
сторi Smn

lk
визначенi i є неперервними опе-

рацiї множення на незалежну змiнну, ди-
ференцiювання, зсуву аргументу. Мульти-
плiкатором у просторi Smn

lk
є функцiя f ∈

C∞(R), яка допускає аналiтичне продовжен-
ня у всю комплексну площину i задовольняє
умову:

∀ε > 0 ∃cε > 0 : |f(z)| 6 cε(γ(εx))−1ρ(εy),

z = x + iy ∈ C.

Зауваження 4. Iз теорем 3, 4 випливає,
що означення простору Smn

lk
еквiвалентне

наступному:

(ϕ ∈ Smn
lk

) ⇔ (∃c > 0 ∃a > 0 ∃B > 0

∀n ∈ Z+ ∀x ∈ R :

|ϕ(n)(x)| 6 cBnmnγ(ax)).

Простори Smn
lk

є досконалими, тобто про-
сторами, всi обмеженi множини яких компа-
ктнi. Доведення цiєї властивостi здiйснює-
ться за схемою доведення досконалостi про-
сторiв типу K{Mp}, застосованою в [1].

Зауваження 5. I.К. Бабенко у працi [7] до-
вiв необхiднi й достатнi умови нетривiаль-
ностi простору Sbn

ak
. Т.I. Готинчан [8] вста-

новила необхiднi й достатнi умови нетри-
вiальностi простору WΩ

M , який вiдноситься
до просторiв типу W . Проаналiзувавши ме-
тодику дослiджень, проведених в [8], умову
нетривiальностi простору Smn

lk
сформулю-

ємо наступним чином: для того, щоб про-
стiр Smn

lk
був нетривiальним, необхiдно й

достатньо, щоб

∃c > 0 ∃d > 0 ∃x0 > 0 ∀x > x0 :

ln ρ(x) > c ln γ̃(dx), γ̃ = 1/γ

(тут ρ та γ – функцiї, пов’язанi з просто-
ром Smn

lk
).
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