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Симотюк М. М.

ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ IЗ

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Дослiджено коректнiсть задачi з двоточковими умовами за часовою змiнною t та умо-
вами перiодичностi за просторовими координатами x1, . . . , xp для лiнiйних безтипних рiв-
нянь iз частинними похiдними. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку роз-
глядуваної задачi у просторах експоненцiйного типу на торi. Доведено теореми про оцiнки
знизу послiдовностi характеристичних визначникiв задачi.
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1. Основнi позначення

Будемо використовувати такi позначення: Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p, QT
p =

(0, T )× Ωp, T > 0, k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp; (k, x) = k1x1 + . . . + kpxp;

Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp); C(n,m), 1 ≤ m ≤ n, – множина всiх наборiв (i1, . . . , im),
складених з натуральних чисел i1, . . . , im таких, що 1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n; кiлькiсть усiх
наборiв, якi належать до множини C(n,m), дорiвнює Cm

n ; для набору ω = (i1, . . . , im) ∈
C(n,m) символом setω позначатимемо множину {i1, . . . , im}; δj,q – символ Кронекера,
vk(α) = (1 + |k|α) ; wk(α, β, γ) = vk(α) exp(βvk(γ)); W

γ
α,β, α, β, γ ∈ R, – простiр, який є

поповненням множини скiнченних тригонометричних полiномiв φ =
∑

φk exp(ik, x) за
нормою

∥φ;W γ
α,β∥ =

√∑
k∈Zp

|φk|2w2
k(α, β, γ);

Cn([0, T ];W γ
α,β) – банахiв простiр функцiй u(t, x) таких, що для кожного фiксованого

t ∈ [0, T ] похiднi ∂ju(t, x)/∂tj, 0 ≤ j ≤ n, належать до простору W γ
α,β i як елементи

цього простору є неперервними за t на [0, T ]; норму в просторi Cn([0, T ];W γ
α,β) задаємо

формулою ∥∥u(t, x);Cn([0, T ];W γ
α,β)
∥∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju(t, x)

∂tj
;W γ

α,β

∥∥∥∥ .
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2. Постановка задачi.

Розглянемо таку двоточкову задачу:

Ln

(
∂

∂t
,Dx

)
u(t, x) ≡ ∂nu

∂tn
+

n−1∑
j=0

An−j(Dx)
∂ju

∂tj
= 0, (t, x) ∈ QT

p , (1)


Uj[u] ≡

∂lj−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

= φj(x), j = 1, . . . ,m, 1 ≤ m < n, x ∈ Ωp,

Ur+j[u] ≡
∂rj−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=T

= φr+j(x), j = 1, . . . , n−m, x ∈ Ωp,

(2)

де Aj(ξ), j = 1, . . . , n, – многочлени з комплексними коефiцiєнтами вигляду

Aj(ξ) =
∑

|sq |≤Nj,q

As
jξ

s1
1 . . . ξspp , As

j ∈ C, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+, Nj,q ∈ N. (3)

Вважаємо, що для порядкiв похiдних в умовах (2) справджуються нерiвностi

1 ≤ l1 < . . . < lm ≤ n, 1 ≤ r1 < . . . < rn−m ≤ n.

Важливими частковими випадками дослiджуваної задачi (1), (2) є:
1) задача з двома кратними вузлами iнтерполяцiї [4, 10, 12, 13], коли

(l1, . . . , lm) = (1, . . . ,m), (r1, . . . , rn−m) = (1, . . . , n−m); (4)

2) задача типу Дiрiхле для рiвнянь парного порядку за змiнною t [2, 14], коли n =

2m, i
(l1, . . . , lm) = (r1, . . . , rm) = (1, 3, . . . , 2m− 1); (5)

3) задача типу Дiрiхле-Неймана для рiвнянь парного порядку за змiнною t, коли
n = 2m, i [3, 11]

(l1, . . . , lm) = (1, 3, . . . , 2m− 1), (r1, . . . , rm) = (2, 4, . . . , 2m). (6)

Iнтерес до вивчення крайових задач з умовами типу (2) для рiвнянь iз частинними
похiдними зумовлений побудовою загальної теорiї крайових задач, а також зумовлений
тим, що такi задачi виникають при математичному моделюваннi багатьох фiзичних
процесiв [7, 8, 9].

Розв’язнiсть двоточкових крайових задач з умовами вигляду (2), (4) для рiвнянь iз
частинними похiдними дослiджено у роботах [4, 10, 12, 13]. Так, у працi [10] встановлено
умови коректної розв’язностi у соболєвськiй шкалi просторiв задачi з умовами (2), (4)
для випадку гiперболiчних рiвнянь, якi мiстять похiднi за змiнною t тiльки парного по-
рядку. Цi умови полягають у виконаннi степеневих оцiнок знизу для послiдовностi пев-
них характеристичних визначникiв, пов’язаних iз задачею. Для дослiдження питання
про виконання таких оцiнок у працi [10] використано метричний пiдхiд i запропоновано
методику доведення метричних оцiнок знизу для визначникiв задач з умовами (2), (4).
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За допомогою цiєї методики у [10] встановлено результат про виконання степеневих оцi-
нок знизу для визначникiв таких задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв,
компонентами яких є коефiцiєнти рiвняння та значення T правого вузла iнтерполяцiї.
Iз цитованого результату випливає розв’язнiсть задач з умовами (2), (4) для гiперболi-
чних рiвнянь, якi мiстять похiднi за змiнною t тiльки парного порядку, у соболєвськiй
шкалi просторiв для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, компонентами яких є
коефiцiєнти рiвняння та число T.

У працi [4] методику роботи [10] узагальнено на випадок крайових задач (2), (4)
для безтипних рiвнянь iз частинними похiдними, якi мiстять похiднi за змiнною t як
парного, так i непарного порядкiв. Iз доведених у [4] метричних оцiнок знизу для визна-
чникiв задач з умовами (2), (4) для безтипних рiвнянь випливає розв’язнiсть цих задач
у просторах перiодичних функцiй експоненцiйного типу для майже всiх (стосовно мiри
Лебега) векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiвняння та числа T.

У роботах [12, 13] запропоновано новий, порiвняно з методами в [4, 10], метод до-
ведення метричних теорем про оцiнки знизу для визначникiв задач з умовами (2), (4)
для безтипних рiвнянь iз частинними похiдними. На основi цього методу у [12, 13] вста-
новлено розв’язнiсть таких крайових задач для майже всiх чисел T > 0 для довiльного
безтипного рiвняння у просторах перiодичних функцiй експоненцiйного типу.

У роботах [2, 3, 11] встановлено розв’язнiсть задач з умовами (2), (5) ((2), (6)) для
рiвнянь iз частинними похiдними, якi мiстять похiднi за змiнною t тiльки парного по-
рядку, для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiв-
няння та числа T . Важливою особливiстю таких задач є те, що вiдповiднi характе-
ристичнi визначники допускають факторизацiю, це спрощує метричний аналiз оцiнок
знизу для них. Для безтипних рiвнянь рiвнянь, якi мiстять похiднi за змiнною t як
парного, так i непарного порядкiв, характеристичнi визначники задач з умовами (2),
(5) ((2), (6)), взагалi кажучи, не факторизуються. Для випадку задачi з умовами (2),
(5) для безтипного рiвняння (1) у працi [14] встановлено виконання оцiнок знизу для
характеристичних визначникiв для майже всiх чисел T .

Дана робота розвиває i доповнює дослiдження, проведенi у [2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14],
на випадок складнiших двоточкових умов (2).

3. Умови єдиностi розв’язку задачi

Через λ1(k), . . . , λm(k)(k), m(k) ≤ n, будемо позначати рiзнi λ-коренi рiвняння

Ln(λ, k) = 0, k ∈ Zp, (7)

а через γ позначимо число
γ = max

1≤j≤n
{Nj/j} . (8)

Добре вiдомо (див. [5, розд. 5, §7]), що скiнченними є числа

M1 = sup
k∈Zp

max
1≤j≤m(k)

{
|λj(k)|
vk(γ)

}
,

M2 = max

{
0; sup

k∈Zp

max
1≤j≤m(k)

{
Reλj(k)

vk(γ)

}}
.

(9)
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Тодi для кожного k ∈ Zp виконуються нерiвностi

|λj(k)| ≤ M1wk(γ, 0, 0), j = 1, . . . ,m(k),

Reλj(k) ≤ M2wk(γ, 0, 0), j = 1, . . . ,m(k),
(10)

max
t∈[0,T ]

| exp(λj(k)t)| ≤ M̃2wk(0,M2T, γ), M̃2 = exp(M2T ), j = 1, . . . ,m(k). (11)

Розв’язок задачi (1), (2) з простору Cn([0, T ];W γ
α,β) шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t) exp(ik, x). (12)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ Zp, є розв’язком такої двоточкової задачi:

Ln (d/dt, k)uk(t) = 0, (13)

u
(lj−1)
k (0) = φj,k, j = 1, . . . ,m, u

(rj−1)
k (T ) = φr+j,k, j = 1, . . . , n−m, (14)

де φj,k, k ∈ Zp, – коефiцiєнти Фур’є функцiй φj(x), j = 1, . . . , n, вiдповiдно. Через
f1(t, k), . . . , fn(t, k) позначимо таку фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (13),
що f

(j−1)
q (0, k) = δj,q, j, q = 1, . . . , n. Розв’язок задачi (13), (14) з класу Cn[0, T ] зобра-

жується формулою

uk(t) =
n∑

q=1

Ck,qfq(t, k), (15)

де сталi Ck,q, q = 1, . . . , n, визначаються зi системи лiнiйних рiвнянь

n∑
q=1

Ck,qf
(lj−1)
q (0, k) = φj,k, j = 1, . . . ,m,

n∑
q=1

Ck,qf
(rj−1)
q (T, k) = φm+j,k, j = 1, . . . , n−m.

(16)

З перших m рiвнянь системи (16) випливає, що Ck,lq = φq,k, q = 1, . . . ,m. Тодi останнi
(n−m) рiвнянь системи (16) набувають вигляду

n−m∑
q=1

Ck,r̃qf
(rj−1)

r̃q
(T, k) = φm+j,k −

m∑
q=1

φq,kf
(rj−1)
lq

(T, k), j = 1, . . . , n−m. (17)

Визначник лiнiйної системи (17) позначимо через ∆(k):

∆(k) =

∣∣∣∣∣∣∣
f
(r1−1)
r̃1

(T, k) . . . f
(r1−1)
r̃n−m

(T, k)

. . . . . . . . .

f
(rn−m−1)
r̃1

(T, k) . . . f
(rn−m−1)
r̃n−m

(T, k)

∣∣∣∣∣∣∣ , k ∈ Zp, (18)

де r̃1, . . . , r̃n−m – такi числа, що r̃1 < . . . < r̃n−m i {r̃1, . . . , r̃n−m} = {1, . . . , n}\{l1, . . . , lm}.
Для дослiдження єдиностi розв’язку задачi (1), (2) будемо використовувати умови

∂lj−1u(t, x)

∂tlj−1

∣∣∣
t=0

= 0, j = 1, . . . ,m,
∂rj−1u(t, x)

∂trj−1

∣∣∣
t=T

= 0, j = 1, . . . , n−m. (19)
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Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi Cn([0, T ];W γ
α,β), необхiдно

i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) ̸= 0. (20)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо ∆(k0) = 0 для деякого k0 ∈ Zp, то при k = k0 систе-
ма (17) з нульовими правими частинами (φj,k0 = 0, j = 1, . . . , n) має нетривiальний

розв’язок C̃k0,r̃q , q = 1, . . . , n − m. Тодi функцiя v(t, x) =
n−m∑
q=1

C̃k0,r̃qfr̃q(t, k
0) exp(ik0, x)

належить до простору Cn([0, T ];W γ
α,β) i є ненульовим розв’язком однорiдної задачi (1),

(19). Таким чином, розв’язок задачi (1), (2), якщо вiн iснує, не буде єдиним.
Достатнiсть. Припустимо, що задача (1), (2) має два рiзнi розв’язки u1, u2 з про-

стору Cn([0, T ];W γ
α,β). Тодi функцiя u = u1 − u2 є нетривiальним розв’язком задачi (1),

(19). Для коефiцiєнтiв Фур’є uk(t), k ∈ Zp, функцiї u справедливi зображення (15),
в яких слiд прийняти, що сталi Ck,q, q = 1, . . . , n, є розв’язками однорiдної системи
лiнiйних рiвнянь, визначник якої дорiвнює ∆(k). Оскiльки, згiдно з умовою теореми,
∆(k) ̸= 0 для всiх k ∈ Zp, то Ck,q = 0, q = 1, . . . , n, для всiх k ∈ Zp, а, отже, uk(t) ≡ 0

для всiх k ∈ Zp. Звiдси отримуємо, що u ≡ 0, всупереч припущенню.

Наступнi твердження описують достатнi умови нетривiальної розв’язностi однорi-
дної двоточкової задачi (1), (19).

Теорема 2. Якщо для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp визначник ∆(k) перетво-
рюється в нуль, тобто множина K = {k ∈ Zp : ∆(k) = 0} є нескiнченною, то однорiдна
задача (1), (19) має нескiнченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв в просторi
Cn([0, T ];W γ

α,β).

Доведення. Як i при доведеннi необхiдностi в теоремi 1, легко показати, що при ви-
конаннi умов теореми 2 задача (1), (19) має в просторi Cn([0, T ];W γ

α,β) нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв вигляду

vk(t, x) =
n−m∑
q=1

C̃k,r̃qfr̃q(t, k) exp(ik, x), k ∈ K, (21)

де для кожного k ∈ K сталi C̃k,r̃q , q = 1, . . . , n − m, не можуть одночасно дорiвню-
вати нулевi. Доведемо, що отриманi розв’язки (21) є лiнiйно незалежними в просто-
рi Cn([0, T ];W γ

α,β). Припустимо, всупереч цьому, що для деякого N ∈ N iснують такi
k1, . . . , kN ∈ K (kj ̸= kq, j ̸= q) та числа λ1, . . . , λN ∈ C, якi одночасно не дорiвнюють
нулевi, що

λ1vk1(t, x) + . . .+ λNvkN (t, x) = 0.

Згiдно з означенням норми в Cn([0, T ];W γ
α,β), звiдси випливає, що для довiльного j,

j = 1, . . . , N , функцiї wj(t) ≡
n−m∑
q=1

λjC̃kj ,r̃qfr̃q(t, k) тотожньо дорiвнюють нулевi в просторi

Cn[0, T ]. З незалежностi функцiй fr̃1(t, k), . . . , fr̃n−m(t, k) випливає, що λjC̃kj ,r̃q = 0 для
всiх q, q = 1, . . . , n − m. Оскiльки серед сталих C̃kj ,r̃q , q = 1, . . . , n − m, хоча б одна
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вiдмiнна вiд нуля, то λj = 0. Внаслiдок довiльностi j отримуємо, що λ1 = . . . = λN = 0,
тобто функцiї (21) є лiнiйно незалежними.

Теорема 3. Якщо для деякого k0 ∈ Zp рiвняння (7) має простi коренi λ1(k
0), . . . , λn(k

0)

такi, що
{iλ1(k

0)T, . . . , iλn(k
0)T} ⊂ 2πZ,

то задача (1), (19), у якiй lj0 = rq0 для деяких j0 ∈ {1, . . . ,m}, q0 ∈ {1, . . . , n −m}, має
в просторi Cn([0, T ];W γ

α,β) нетривiальний розв’язок.

Доведення. Досить встановити, що ∆(k0) = 0. Оскiльки коренi λ1(k
0), . . . , λn(k

0) є про-
стими, то функцiї exp(λq(k

0)t), q = 1, . . . , n, є фундаментальною системою розв’язкiв
рiвняння (13). Нехай ∆1(k

0) = det ∥Uj[exp(λq(k
0)t)]∥nj,q=1. Визначники ∆(k0) та ∆1(k

0)

вiдрiзняються сталим множником, який дорiвнює значенню в нулi вронскiана фунда-
ментальної системи exp(λq(k

0)t), q = 1, . . . , n, тобто

∆(k0) = ∆1(k
0)

∏
n≥j>q≥1

(λj(k
0)− λq(k

0))−1.

Якщо виконується умова теореми 3, то визначник ∆1(k
0) має два однаковi рядки – j0-ий

та (m+ q0)-ий:

col(λlj0−1

1 (k0), . . . , λ
lj0−1
n (k0))︸ ︷︷ ︸

n

) = col(λrq0−1
1 (k0) exp(λ1(k

0)T ), . . . , λ
rq0−1
n (k0) exp(λn(k

0)T )︸ ︷︷ ︸
n

).

Тому ∆1(k
0) = 0, а, отже, й ∆(k0) = 0. Теорему доведено.

Теорема 4. Нехай у рiвняннi (1) кiлькiсть p просторових змiнних дорiвнює 1, i нехай
рiвняння (1) є однорiдним за порядком диференцiювання. Якщо многочлен Ln(µ, 1) має
простi коренi µ1, . . . , µn такi, що iµ1T ∈ πQ, µ1 ̸= 0, µ−1

1 µ2, . . . , µ
−1
1 µn ∈ Q, то задача (1),

(19), у якiй lj0 = rq0 для деяких j0 ∈ {1, . . . ,m}, q0 ∈ {1, . . . , n − m}, має в просторi
Cn([0, T ];W γ

α,β) злiченну кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Доведення теореми 4 випливає з теорем 2, 3.
Проаналiзуємо можливiсть виконання або порушення умови єдиностi розв’язку для

конкретних прикладiв двоточкових задач.
Приклад 1. Розглянемо задачу

∂4u

∂t4
+ a4

∂4u

∂x4
= 0, a ∈ C\{0}, (t, x) ∈ QT

1 , (22)

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0, u(T, x) = 0, ut(T, x) = 0, x ∈ Ω1. (23)

Якщо a4 = 1, то визначник ∆(k), k ∈ Z, обчислюється за формулою

∆(k) =


T 4

12
, якщо k = 0,

ch(
√
2kT ) + cos(

√
2kT )− 2

4k4
, якщо k ̸= 0.
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Оскiльки ch t+cos t > 2 для всiх t > 0, то у випадку a4 = 1 задача (22), (23) має тiльки
тривiальний розв’язок в просторi C4([0, T ];W γ

α,β). Якщо ж a4 = −1, то для визначника
∆(k), k ∈ Z, маємо зображення

∆(k) =


T 4

12
, якщо k = 0,

1− ch(kT ) cos(kT )

2k4
, якщо k ̸= 0.

Очевидно, що функцiя g(t) = 1 − ch t cos t має злiченну множину додатних нулiв {zm :

m ∈ N}. Якщо число T є таким, що T =
zm0

k0
для деяких m0, k0 ∈ N, то задача (22), (23)

має нетривiальний розв’язок, бо ∆(k0) = 0.
Приклад 2. Розглянемо для рiвняння (22) задачу з умовами

u(0, x) = 0, utt(0, x) = 0, u(T, x) = 0, utt(T, x) = 0, x ∈ Ω1. (24)

Якщо a4 = 1, то для задачi (22), (24) маємо

∆(k) =

 −T 2, якщо k = 0;

−ch(
√
2kT )− cos(

√
2kT )

2k2
, якщо k ̸= 0.

(25)

З рiвностi (25) випливає, що у випадку a4 = 1 задача (22), (24) має тiльки тривiальний
розв’язок в просторi C4([0, T ];W γ

α,β). Якщо a4 = −1, то

∆(k) =

 −T 2, якщо k = 0,

− sh(kT ) sin(kT )

k2
, якщо k ̸= 0.

Якщо T ̸∈ πQ, то у випадку a4 = −1 задача (22), (24) має тiльки тривiальний розв’язок в
просторi C4([0, T ];W γ

α,β), якщо T ∈ πQ, то задача (22), (24) має нетривiальний розв’язок.
Приклад 3. Розглянемо для рiвняння (22) задачу з умовами

u(0, x) = 0, utt(0, x) = 0, x ∈ Ω1, ut(T, x) = 0, uttt(T, x) = 0, x ∈ Ω1. (26)

Якщо a4 = 1, то для задачi (22), (24) маємо

∆(k) =

 −1, якщо k = 0;

−ch(
√
2kT ) + cos(

√
2kT )

2
, якщо k ̸= 0.

(27)

З рiвностi (27) випливає, що у випадку a4 = 1 задача (22), (26) має тiльки тривiаль-
ний розв’язок в просторi C4([0, T ];W γ

α,β). Якщо a4 = −1, то визначник ∆(k), k ∈ Z,
обчислюється за формулою

∆(k) =

{
−1, якщо k = 0,

− ch(kT ) cos(kT ), якщо k ̸= 0.
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Якщо T ̸= π(2m+1)
2k

при жодних k,m ∈ Z, k ̸= 0, то у випадку a4 = −1 задача (22), (26)
має тiльки тривiальний розв’язок в просторi C4([0, T ];W γ

α,β), якщо ж T = π(2m0+1)
k0

для
деяких цiлих m0, k0, k0 ̸= 0, то задача (22), (26) має нетривiальний розв’язок, бо в цьому
випадку ∆(k0) = 0.

Приклад 4. Розглянемо наступну задачу:

∂2nu

∂t2n
+

n−1∑
j=0

aj
∂2nu

∂t2j∂x2n−2j
= 0, (t, x) ∈ QT

1 , (28)

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

= 0,
∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=T

= 0, j = 1, . . . , n, x ∈ Ω1, (29)

де aj, j = 1, . . . , n, – невiд’ємнi дiйснi числа. Задача (28), (29) має лише нульовий розв’я-
зок в просторi C2n([0, T ];W γ

α,β). Доведення цього факту зручнiше встановити не безпосе-
реднiм обчисленням вiдповiдного визначника i наступною перевiркою вiдмiнностi його
вiд нуля, а iнакшими мiркуваннями. Наведемо їх. Припустимо, що iснує вiдмiнна вiд
тотожного нуля функцiя u ∈ C2n([0, T ];W γ

α,β), яка є розв’язком задачi (28), (29). Тодi
iснує таке k ∈ Z, що k-ий коефiцiєнт Фур’є функцiї u(t, x), який позначимо через uk(t),
є вiдмiнним вiд тотожного нуля. Функцiя uk ∈ C2n[0, T ] є розв’язком задачi

u
(2n)
k (t) +

n−1∑
j=0

(−1)n−jk2n−2jaju
(2j)
k (t) = 0, (30)

u
(j−1)
k (0) = 0, j = 1, . . . , n, u

(j−1)
k (T ) = 0, j = 1, . . . , n. (31)

Домножимо рiвняння (30) на uk(t) i отриману рiвнiсть проiнтегруємо на вiдрiзку [0, T ].
У результатi дiстанемо, що

T∫
0

u
(2n)
k (t)uk(t)dt+

n−1∑
j=0

(−1)n−jk2n−2jaj

T∫
0

u
(2j)
k (t)uk(t)dt = 0. (32)

Iнтегруючи частинами i враховуючи умови (31), легко переконатися, що

T∫
0

u
(2j)
k (t)uk(t)dt = (−1)j

T∫
0

|u(j)
k (t)|2dt, j = 0, 1, . . . , n.

Тому з рiвностi (32) одержуємо, що

T∫
0

|u(n)
k (t)|2dt+

n−1∑
j=0

ajk
2n−2j

T∫
0

|u(j)
k (t)|2dt = 0. (33)

Оскiльки aj ≥ 0, j = 1, . . . , n, а функцiя u
(n)
k (t) – неперервна, то з (33) випливає, що

u
(n)
k (t) = 0 в кожнiй точцi t ∈ [0, T ]. Отже, uk(t) – многочлен (n − 1)-го степеня, який

має нуль (n− 1)-го порядку в точцi t = 0 та нуль (n− 1)-го порядку в точцi t = T . Тому
uk(t) ≡ 0, всупереч припущенню.
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4. Умови iснування розв’язку задачi

Припустимо, що умова єдиностi (20) виконується. Застосовуючи правило Крамера
для знаходження невiдомих системи (17), на пiдставi (12), (15) отримуємо формальне
зображення розв’язку задачi (1), (2) у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Zp

exp(ik, x)

{
m∑
q=1

φq,kflq(t, k)+

+
n−m∑
q=1

n−m∑
j=1

∆j,q(k)

∆(k)
fr̃q(t, k)

(
φm+j,k −

m∑
s=1

φs,kf
(rj−1)
ls

(T, k)

)}
. (34)

де ∆j,q(k), j = 1, . . . , n − m, q = 1, . . . , n − m, – алгебричне доповнення елемента
f
(rj−1)

r̃q
(T, k) у визначнику ∆(k).

Збiжнiсть ряду (34) у просторах Cn([0, T ];W γ
α,β), взагалi кажучи, пов’язана з про-

блемою малих знаменникiв, оскiльки |∆(k)|, будучи вiдмiнним вiд нуля, може набувати
як завгодно малих значень для нескiнченної множини векторiв k ∈ Zp. Про це свiдчать
приклади, наведенi у [9].

Позначимо: R = r1 + . . .+ rn−m, R̃ = r̃1 + . . .+ r̃n−m,
αj = (n(n−m+ 2) + 1 +R− R̃− lj)γ, βj = (n−m+ 1)M2T , j = 1, . . . ,m,
αj = (n(n−m+ 1)2 + 1 +R− R̃− rj)γ, βj = (n−m)M2T , j = m+ 1, . . . , n,

де сталi γ, M2 визначенi формулами (8), (9).

Теорема 5. Нехай справджується умова (20) та iснують такi ω ∈ R, що для всiх (крiм
скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ wk(−ω,−δ, γ). (35)

Якщо φj ∈ W γ
αj+α+ω,βj+β+δ, j = 1, . . . , n, то в Cn([0, T ];W γ

α,β) iснує єдиний розв’язок
задачi (1), (2), який зображується рядом (34) i неперервно залежить вiд φj, j = 1, . . . , n.

Доведення. За лемою 12.7.7 у [6] для функцiй fq(t, k), q = 1, . . . , n, виконуються оцiнки

|f (j−1)
q (t, k)| ≤ C1wk((n+ j − q)γ,M2t, γ), t ≥ 0, (36)

З оцiнок (36) одержимо, що

|∆j,q(k)| ≤ C2wk(n(n−m) +R− R̃− n− rj + r̃q, (n−m− 1)M2T, γ),

j, q = 1, . . . , n−m.
(37)

З нерiвностей (35)–(37) для коефiцiєнта Фур’є uk(t), k ∈ Zp, ряду (35) дiстанемо оцiнки

|u(q)
k (t)|2 ≤ C3

n∑
j=1

|φj,k|2wk(αj + ω, βj + δ, γ), q = 0, 1, . . . , n. (38)

Тодi з оцiнок (38) дiстанемо, що∥∥u(t, x);Cn([0, T ];W γ
α,β)
∥∥ ≤ C4

n∑
j=1

∥∥φj;W
γ
αj+α+ω,βj+β+δ

∥∥. (39)

З нерiвностi (39) випливає доведення теореми.
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Теорему 5 можна уточнити для рiвнянь (1), якi мають вигляд

n∏
j=1

(
∂

∂t
− µjB(Dx)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT

p , (40)

де µj ∈ C, j = 1, . . . , n, µj ̸= µq, j ̸= q, а диференцiальний многочлен B(Dx) степеня
η ∈ N є таким, що виконується умова

inf
k∈Zp

|B(k)|/vk(η) > 0. (41)

Легко перевiрити, що в цьому випадку для фундаментальної системи f1(t, k), . . . , fn(t, k)

виконуються оцiнки

|f (j−1)
q (t, k)| ≤ C5wk((j − q)η,M3t, η), t ≥ 0, (42)

де M3 = max

{
0; sup

k∈Zp

max
1≤j≤n

{Re µjB(k)

vk(η)

}}
.

Позначимо:
θj = (n+1+R− R̃− lj)η, j = 1, . . . ,m, θj = (n+1+R− R̃− rj)η, j = m+1, . . . , n,

κj = (n−m+ 1)M3T, j = 1, . . . ,m, κj = (n−m)M3T, j = m+ 1, . . . , n.

Теорема 6. Нехай рiвняння (1) має вигляд (40), справджується умова (20) та iснують
сталi ω, δ ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується
нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ wk(−ω,−δ, η). (43)

Якщо φj ∈ W η
θj+α+ω,κj+β+δ, j = 1, . . . , n, то в Cn([0, T ];W η

α,β) iснує єдиний розв’язок
задачi (1), (2), який зображується рядом (35) i неперервно залежить вiд φj, j = 1, . . . , n.

Доведення теореми є аналогiчним до доведення теореми 5 i проводиться з викори-
станням оцiнок (42).

5. Оцiнки знизу визначника ∆(k)

З’ясуємо питання про можливiсть виконання нерiвностей (43) для окремого випадку
факторизованого рiвняння (40).

Теорема 7. Нехай рiвняння (1) має вигляд (40), де µj > 0, j = 1, . . . , n, а B(Dx) є
таким, що виконується умова (41) i B(k) > 0 для всiх k ∈ Zp. Якщо виконується умова

∀ω, σ ∈ C(n, n−m), ω ̸= σ : Sω ̸= Sσ, (44)

де символ Sω, ω = (i1, . . . , in−m) ∈ C(n, n − m), позначає суму µi1 + . . . + µin−m , то
оцiнка (43) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp, якщо ω >

η(C2
n+n−(L+R)), L = l1+. . .+lm, δ = −b1Tµ, b1 = inf

k∈Zp\{0}
B(k)/vk(η), µ = max

ω∈C(n,n−m)
Sω.



Двоточкова задача для лiнiйних рiвнянь iз частинними похiдними 109

Доведення. З умови (44) випливає, що числа µ1, . . . , µn є попарно рiзними. Тодi функцiї
eµ1B(k)t, . . . , eµnB(k)t утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (13). Тому
визначники

∆(k) = det ∥Uj[fq(t, k)]∥nj,q=1, ∆1(k) := det ∥Uj[exp(µqB(k)t)]∥nj,q=1,

пов’язанi рiвнiстю ∆(k) = ∆1(k)/W (k), де W (k) =
∏

n≥j>q≥1

(µjB(k)−µqB(k)) – визначник

матрицi переходу вiд фундаментальної системи f1(t, k), . . . , fn(t, k) до фундаментальної
системи eµ1B(k)t, . . . , eµnB(k)t. Розкриваючи визначник ∆1(k) за правилом Лапласа за мi-
норами перших m рядкiв, дiстанемо, що

∆1(k)=BL+R(k)
∑

ω=(i1,...,im)∈C(n,m)

(−1)sωHωHσ(ω) exp(Sσ(ω)B(k)T ), (45)

де sω = C2
m+1 + i1 + . . . + im, набiр σ(ω) = (j1, . . . , jn−m) ∈ C(n, n − m) однозначно

визначається за набором ω = (i1, . . . , im) ∈ C(n,m) умовою setσ(ω) ∩ setω = ∅, а
символи Hω, Hσ(ω) позначають визначники типу Вандермонда:

Hω = det ∥µlj−1
iq

∥mj,q=1, ω = (i1, . . . , im),

Hσ(ω) = det ∥µrj−1
jq

∥n−m
j,q=1, σ(ω) = (j1, . . . , jn−m).

Нехай σ0 ∈ C(n, n−m) – такий набiр, що Sσ0 = max
σ∈C(n,n−m)

Sσ, через ω0 позначимо такий

набiр з C(n,m), що setω0 ∩ setσ0 = ∅. Оскiльки виконується умова (44), то

∀ω ∈ C(n,m) ∀σ ∈ C(n, n−m) HωHσ ̸= 0,

∀σ ∈ C(n, n−m) Sσ0 > Sσ.
(46)

З рiвностi (45) та нерiвностей (46) випливає, що нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣
∑

ω∈C(n,m)

(−1)sωHωHσ(ω) exp(Sσ(ω)B(k)T )

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1

2
|Hω0Hσ0 | exp(Sσ0B(k)T )

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ Zp. З отриманої нерiвностi, оцiнок
B(k) ≥ b1vk(η), exp(Sσ0B(k)T ) ≥ exp(Sσ0b1Tvk(η)), k ∈ Zp, та формули (45), випливає
твердження теореми.

Зауваження 1. Зауважимо, що питання про виконання нерiвностей (35), (43) у загаль-
ному випадку залишається вiдкритим. Цi нерiвностi можна встановити iз залученням
метричного пiдходу та результатiв метричної теорiї чисел [1, 9].
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The problem with two nodes on the selected variable t and periodicity conditions in other
coordinates x1, . . . , xp for linear partial differential equations is investigated. The conditions
of solvability problem in the spaces of smooth functions with exponential behavior of Fourier
coefficients are established. The estimates for characteristic determinants of the problem are
proved.


