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ПРЯМА ЗОРҐЕНФРЕЯ I НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ

Вивчається множина D(f) точок розриву нарiзно неперервних вiдображень f : X×Y → L
зi значеннями в прямiй Зорґенфрея L. Зокрема, показано, що D(f) = ∅ якщо простiр X
зв’язний чи локально зв’язний. Далi для довiльної пiдмножини A рацiональної прямої Q i
точки b ∈ L побудовано таку нарiзно неперервну функцiю f : Q× L→ L, що D(f) = A× {b}.
З’ясовано також, що iснує нарiзно неперервна функцiя f : Q × L → L, що prQ(D(f)) = Q.
Аналогiчнi результати мають мiсце i для вiдображень f : L2 → L.

We investigate the discontinuity point set D(f) of a separately continuous mapping f : X×Y →
L with values in the Sorgenfrey line L. In particular, we show that D(f) = ∅ if X is a connected
or locally connected space. Moreover, for any subset A of Q and b ∈ L we construct a separately
continuous function f : Q × L → L, such that D(f) = A × {b}. We prove that there exists a
separately continuous function f : Q × L → L with prQ(D(f)) = Q. Analogous results hold true
for mappings f : L2 → L.

1. Вступ. Пряма Зорґенфрея L – це то-
пологiчний простiр, точками якого є точки
з числової прямої R, а околом точки x в L
вважається пiдмножина U в L, яка мiстить
деякий промiжок [x, x + ε), де ε > 0. Її ввiв
Р. Зорґенфрей [1], хоча ранiше П. Алексан-
дров i П. Урисон у працi [2] (див. також [3])
ввели простiр ”двi стрiлки”, що є диз’юн-
ктним об’єднанням двох своїх пiдпросторiв
C0 i C1, кожний з яких гомеоморфний до
прямої Зорґенфрея (див. також [4, с. 318,
вправа 3.10,с]).

У монографiї Р. Енгелькiнга [4] пряма
Зорґенфрея названа унiверсальним контр-
прикладом. Там встановлено, що L – це до-
сконало нормальний спадково сепарабель-
ний простiр континуальної ваги (а тому не-
метризовний) з першою аксiомою злiченно-
стi. Крiм того, L – лiнделефовий, а значить,
паракомпактний простiр, але L2 не буде нi
паракомпактним, нi нормальним. Нарештi,
L – це нульвимiрний, а значить, спадково не-
зв’язний простiр [4, c. 529], отже, його ком-
понентами зв’язностi служать одноточковi
множини {x}, де x ∈ L. Дослiдження топо-
логiчних властивостей прямої Зорґенфрея
продовжується i в наш час (див., наприклад
дисертацiю М. Патракєєва [5]).

В останнi роки пряма Зорґенфрея актив-

но використовується математиками кафе-
дри математичного аналiзу ЧНУ у працях з
теорiї функцiй. Так, В. Маслюченко, О. Ма-
слюченко i О. Фотiй вивчали многозначнi
вiдображення зi значенями в прямiй Зор-
ґенфрея [6-12], продовжуючи дослiдження
П. Кендерова [13] i Ґ. Дебса [14]. Зокрема,
в [6] було встановлено, що кожне неперервне
вiдображення f : X → L зв’язного простору
X у пряму Зорґенфрея L обов’язково стале.
В. Маслюченко i О. Фiлiпчук [15] зауважи-
ли, що кожне нарiзно неперервне вiдображе-
ння f : R2 → L, обов’язково стале, отже, не
має розривiв, але KC-функцiя g : R2 → L,
g(x, y) = x, розривна в кожнiй точцi. При-
чина цього явища полягає в тому, що пря-
ма Зорґенфрея не є метризовним просто-
ром. Бiльше того, L – не є нi σ-метризовним,
нi напiввичерпним простором, нi простором
Мура [16,17]. В. Маслюченко i В. Михайлюк
у працi [18] побудували приклад нарiзно не-
перервної функцiї f : R × L → R, у якої
на кожнiй вертикалi {x} × L є точка розри-
ву, показавши тим самим, що пряма Зорґен-
фрея не є конамiоковим простором.

У данiй статтi ми продовжимо цi дослi-
дження. Спочатку ми з’ясовуємо, що коли
X – зв’язний або локально зв’язний простiр,
то для довiльного топологiчного простору Y
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кожне нарiзно неперервне вiдображення f :
X × Y → L неперервне за сукупнiстю змiн-
них. Оскiльки пряма Зорґенфрея L i рацiо-
нальна пряма Q – це не зв’язнi i не локально
зв’язнi простори, то виникає питання: якими
можуть бути точки розриву у нарiзно непе-
рервного вiдображення f : Q × L → L? Ми
з’ясовуємо, що iснують нарiзно неперервнi
вiдображення f : Q × L → L з одноточко-
вими множинами точок розриву D(f), i на
основi цього для кожної пiдмножини A ⊆ Q
i точки b ∈ L будуємо нарiзно неперервне
вiдображення f : Q × L → L, для якого
D(f) = A × {b}. Далi, модифiкуючи кон-
струкцiю з [18], ми будуємо приклад нарiзно
неперервного вiдображення f : Q × L → L,
у якого на кожнiй вертикалi {x} × L є то-
чка розриву. Ми вказуємо також як згаданi
вище результати перенести на випадок вiд-
ображень f : L2 → L.

Деякi з результатiв даної статтi були
анонсованi в [19]. У проведених дослiджен-
нях брала участь i Л.Боднарашек.

2. Нарiзно неперервнi вiдображення
зi значеннями в L у випадку зв’язностi
або локальної зв’язностi одного з спiв-
множникiв. У працi [6] було доведено, що
для зв’язного простору X кожна неперерв-
на функцiя f : X → R, у якої кожна точка
x ∈ X є точкою локального мiнiмуму, стала.
Звiдси негайно випливає, що для зв’язного
простору X кожне неперервне вiдображен-
ня f : X → L стале. Наступнi двi теореми
легко виводяться з цього твердження.

Як звичайно, для вiдображення f : X ×
Y → Z i точки p = (x, y) ∈ X × Y ми покла-
даємо, fx(y) = fy(x) = f(p).

Теорема 1. Нехай X – зв’язний про-
стiр, Y – довiльний топологiчний простiр
i f : X × Y → L – нарiзно неперервне вiд-
ображення. Тодi iснує таке неперервне вiд-
ображення g : Y → L, що f(x, y) = g(y) на
X×Y , зокрема, f неперервне за сукупнiстю
змiнних.

Доведення. Для кожного y ∈ Y вiд-
ображення fy : X → L неперервне, а зна-
чить, стале, адже простiр X зв’язний. Тому
iснує такий елемент g(y) ∈ L, що fy(x) =
g(y) на X. Зафiксуємо якесь x ∈ X. Тодi

fx(y) = f(x, y) = fy(x) = g(y) на Y . За умо-
вою функцiя fx : Y → L неперервна, отже,
такою ж буде i функцiя g, причому для неї
f(x, y) = g(y) на X×Y . Неперервнiсть фун-
кцiї f легко випливає з неперервностi фун-
кцiї g.

Теорема 2. Нехай X – топологiчний
простiр, у якому кожна точка має зв’я-
зний окiл, Y – довiльний топологiчний про-
стiр i f : X × Y → L – нарiзно неперервне
вiдображення. Тодi f неперервне за сукупнi-
стю змiнних.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) – до-
вiльна точка з добутку X × Y . За умовою
iснує зв’язний окiл U точки x0 в X. Розгля-
немо звуження g = f |U×Y . За теоремою 1
вiдображення g буде неперервним, зокрема,
неперервним у точцi p0. Оскiльки U×Y – це
окiл точки p0 в топологiї добутку на X × Y ,
то i f буде неперервним у точцi p0.

Зрозумiло, що твердження теореми 2 бу-
де справджуватися i в тому випадку, коли
X – це локально зв’язний простiр.

3. Про неперервнiсть суми i добутку
функцiї з значеннями в L. Почнемо з до-
слiдження на неперервнiсть операцiй дода-
вання i множення в прямiй Зорґенфрея.

Лема 1.Вiдображення s : L2 → L,
s(x, y) = x + y, неперервне в кожнiй точцi
добутку L2 = L× L.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ L2,
z0 = s(p0) = x0 + y0, ε > 0 i W = [z0, z0 + ε)
– базисний окiл точки z0 в L. Розглянемо
околи U = [x0, x0 + ε/2) i V = [y0, y0 + ε/2)
точок x0 i y0 в L. Якщо p = (x, y) ∈ U×V , то
для точки z = s(p) матимемо z0 = x0 + y0 6
x+ y = z < x0 + ε/2+ y0 + ε/2 = z0 + ε. Тому
s(U × V ) ⊆ W , що i дає нам неперервнiсть
додавання s в L2.

Лема 2. Вiдображення m : L2 → L,
m(x, y) = xy, неперервне в усiх точках за-
мкненого квадранта E = [0, +∞)2 i розрив-
на в кожнiй точцi доповнення L2 \ E.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ E.
Тодi x0 > 0 i y0 > 0. Вiзьмемо довiльне
число δ з промiжку (0, 1], припустимо, що
для точки p = (x, y) виконуються нерiвно-
стi x0 6 x < x0 + δ i y0 6 y < y0 + δ, i
оцiнимо рiзницю z − z0, де z = m(p) = xy i
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z0 = m(p0) = x0y0.
Маємо 0 6 z−z0 = (x−x0)y+x0(y−y0) <

δ(y0 + δ) + x0δ 6 δ(y0 + 1) + x0δ = γδ, де γ =
x0+y0+1 > 1 > 0. Взявши тепер для даного
ε > 0 число δ = min{1, ε/γ}, ми отримаємо,
що при x0 6 x < x0 + δ i y0 6 y < y0 + δ
виконується нерiвнiсть

x0y0 6 xy < x0y0 + ε,

що i дає нам неперервнiсть функцiї m у то-
чцi p0.

Нехай тепер p0 ∈ R2 \ E. Доведемо, що
функцiя m : L2 → L розривна в точцi p0.
Зауважимо, що лiнiйна функцiя f : L → L,
f(x) = ax, буде при a > 0 неперервною
i скрiзь розривною при a < 0. Оскiльки
p0 ∈ E, то x0 < 0 або y0 < 0. Якщо x0 < 0,
то функцiя mx0(y) = x0y скрiзь розривна,
зокрема, розривна в точцi y0, якщо ж y0 < 0,
то функцiя my0(x) = y0x скрiзь розривна, а
значить, розривна в точцi x0. Таким чином,
функцiя m не є нарiзно неперервною в точцi
p0, а значить, вона розривна в цiй точцi.

Лема 3. Нехай X – топологiчний про-
стiр, x0 ∈ X i функцiї f : X → L i
g : X → L неперервнi в точцi x0. Тодi i
їх сума h = f + g буде неперервною в точцi
x0.

Доведення. Вiдображення ϕ = (f, g) :
X → L2, ϕ(x) = (f(x), g(x)), неперервне в
точцi x0, бо його компоненти f i g непе-
рервнi в точцi x0 за умовою. Операцiя до-
давання s : L2 → L, s(u, v) = u + v, не-
перервна за лемою 1, зокрема, неперервна
в точцi q0 = (u0, v0) = (f(x0), g(x0)). Але
(s ◦ ϕ)(x) = f(x) + g(x), отже, h = s ◦ ϕ.
Неперервнiсть у точцi x0 вiдображення h не-
гайно випливає з теореми про неперервнiсть
композицiї.

Лема 4. Нехай функцiї f : X → L i
g : X → L неперервнi в точцi x0, причому
f(x0) > 0 i g(x0) > 0. Тодi i їх добуток h =
fg : X → L буде неперервною функцiєю в
точцi x0.

Доведення. Це негайно випливає з то-
го, що h = m ◦ ϕ, де ϕ = (f, g), i леми 2,
згiдно з якою множення m : L2 → L буде
неперервним у точцi ϕ(x0) = (f(x0), g(x0)).

4. Деякi допомiжнi неперервнi фун-
кцiї на Q, L i Q× L зi значеннями в L.

Символом χA ми будемо позначати хара-
ктеристичну функцiю множини A у заданiй
множинi X.

Лема 5. Нехай X – топологiчний про-
стiр, T – топологiя на R, така, що (R, T )
– це T1-простiр i A ⊆ X. Характеристична
функцiя f = χA : X → (R, T ) буде неперерв-
ною тодi i тiльки тодi, коли множина A є
вiдкритою i замкненою у просторi X.

Доведення. Нехай A – вiдкрито-
замкнена множина в X i B ⊆ R. Очевидно,
що f−1(B) = X, якщо {0, 1} ⊆ B, f−1(B) =
∅, якщо {0, 1} ∩ B = ∅, f−1(B) = A, якщо
1 ∈ B i 0 /∈ B i f−1(B) = X \A, якщо 1 /∈ B a
0 ∈ B. Всi множини X, ∅, A i X\A вiдкритi,
отже, f – неперервна функцiя.

Навпаки, нехай функцiя f неперервна.
Оскiльки одноточковi множини {0} i {1} за-
мкненi в (R, T ) та f−1(1) = A i f−1(0) =
X \A, то множини A i X \A замкненi, отже,
A – вiдкрито-замкнена множина в X.

Зауважимо, що насправдi тут доведено,
що для вiдкрито-замкненої множини A ха-
рактеристична функцiя χA : X → R буде
неперервною, коли R надiлити дискретною
топологiєю

Лема 6. Для довiльних дiйсних чисел a i
b, таких, що a < b, характеристична фун-
кцiя f = χ[a,b) : L→ L є неперервною.

Доведення. Зауважимо, що промiжок
[a, b) i його доповнення L \ [a, b) = (−∞, a)∪
[b, +∞) – це вiдкритi пiдмножини прямої
Зорґенфрея L. Тому твердження леми 6 не-
гайно випливає з леми 5.

Символом Q ми позначаємо множину ра-
цiональних чисел з топологiєю, iндукованою
з числової прямої R. Цей топологiчний про-
стiр, ми називаємо рацiональною прямою.

Лема 7. Нехай a i b – iррацiональнi чи-
сла, такi, що a < b. Тодi характеристична
функцiя f = χ(a,b)∩Q : Q→ L неперервна.

Доведення. Множина A = (a, b) ∩ Q
вiдкрита в Q i її доповнення Q \ A =
((−∞, a) ∪ (b, +∞)) ∩ Q – це теж вiдкрита
в Q множина. Отже, функцiя f буде непе-
рервною за лемою 5.

Лема 8. Нехай a i b – iррацiональнi чи-
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сла, такi, що a < b, а c i d – довiльнi дiй-
снi числа, такi, що c < d, I = (a, b) ∩ Q,
J = [c, d) i P = I × J . Тодi функцiя f = χP :
Q× L→ L є неперервною.

Доведення. Ясно, що f(x, y) =
χP (x, y) = χI(x)χJ(y). Згiдно з лемами
6 i 7 функцiї χI : Q → L i χJ : L → L
неперервнi. Проекцiї prQ : Q × L → Q,
prQ(x, y) = x, i prL : Q×L→ L, prL(x, y) = y
– це неперервнi функцiї. Тодi i функцiї
g, h : Q× L→ L,

g(x, y) = χI(x) = χI(prQ(x, y))

та
h(x, y) = χJ(y) = χJ(prL(x, y)),

будуть неперервними за теоремою про непе-
рервнiсть композицiї. При цьому g(x, y) > 0
i h(x, y) > 0 на Q× L. Оскiльки

f(x, y) = g(x, y)h(x, y),

то функцiя f : Q×L→ L буде неперервною
за лемою 4.

Лему 8 можна також вивести i з леми
5, адже множина P = I × J є вiдкрито-
замкненою в добутку Q× L.

5. Побудова нарiзно неперервних
функцiй f : Q × L → L з одноточко-
вою множиною точок розриву. Носiєм
функцiї f : T → R ми називаємо множи-
ну suppf = {t ∈ T : f(t) 6= 0}. Для точки
p = (x, y) ∈ R2 символом |p|∞ = max{|x|, |y|}
ми позначаємо максимум норму на R2.

Теорема 3. Нехай a ∈ Q, b ∈ L, α –
додатне iррацiональне число, β – додатне
дiйсне число, αn = α

n
, βn = β

n
, an = a + αn,

bn = b+βn, In = (an+1, an)∩Q, Jn = [bn+1, bn),
I = (a, a1) ∩ Q, J = (b, b1), Pn = In × Jn,

E =
∞⋃

n=1

Pn i P = I × J . Тодi функцiя

f = fa,b,α,β = χE : Q× L→ L

буде нарiзно неперервною, D(f) = {(a, b)},
suppf ⊆ P , 0 6 f(p) 6 1 на Q × L i для
кожного x ∈ Q розрiз fx : L → L – це ха-
рактеристична функцiя χ[γ1,γ2) деякого на-
пiввiдкритого промiжка [γ1, γ2), для якого
b < γ1 6 γ2 < b1 = b + β.

Доведення. Покладемо T = Q × L i
un = χPn для кожного номера n. Оскiль-
ки an+1 < an i bn+1 < bn для кожного n,
то In ∩ Im = ∅, Jn ∩ Jm = ∅, а значить, i

Pn ∩ Pm = ∅, при n 6= m. Тому E =
∞⊔

n=1

Pn i,

як легко перевiрити, I =
∞⊔

n=1

In, адже всi чи-

сла an iррацiональнi, та J =
∞⊔

n=1

Jn. В такому

разi f(p) =
∞∑

n=1

un(p) на T .

Нехай p0 = (x0, y0) ∈ T i c = (a, b). При-
пустимо, що p0 6= c i доведемо, що фун-
кцiя f неперервна в точцi p0. Зрозумiло, що
δ0 = 1

2
|p0 − c|∞ > 0. Оскiльки αn → 0 i

βn → 0 в R, то iснує такий номер N , що
αn < δ0 i βn < δ0 при n > N . Розгляне-
мо δ0-окiл W0 = {p ∈ T : |p − p0|∞ < δ0}
точки p0 у просторi Q × R i покажемо, що
W0 ∩ Pn = ∅ при n > N . Справдi, нехай
n > N i p ∈ W0. Тодi |p0 − c|∞ − |p − c|∞ 6
|(p0−c)−(p−c)|∞ = |p0−p|∞ = |p−p0|∞ < δ0,
отже, |p − c|∞ > |p0 − c|∞ − δ0 = 2δ0 − δ0 =
δ0 > αN+1 > αn = an − a > 0 i |p − c|∞ >
δ0 > βN+1 > βn = bn − b > 0, а значить,
|p− c|∞ > max{an − a, bn − b} = |cn − c|∞, де
cn = (an, bn). Для точки q = (u, v) з прямо-
кутника Qn = (a, an) × (b, bn) будемо мати,
що 0 < u − a < an − a i 0 < v − b < bn − b,
отже, |q − c|∞ < |cn − c|∞. Це показує, що
p /∈ Qn. Тому W0 ∩ Pn = ∅ при n > N , адже
Pn ⊆ Qn.

З доведеного негайно випливає, що

f(p) =
N∑

n=1

un(p)

на множинi W0, адже un(p) = 0 на W0 при
n > N , бо Pn∩W0 = ∅. Множина W0 вiдкри-
та в добутку T i всi функцiї un = χPn непе-
рервнi на T за лемою 8, адже точки an+1 i an

iррацiональнi, а значить, їх звуження un|W0

будуть теж неперервними. За лемою 3 зву-
ження f |W0 – це теж неперервна функцiя як
скiнченна сума неперервних функцiй un|W0 .
Але p0 ∈ W0 i W0 – вiдкрита в T множи-
на, тому i f буде неперервною в точцi p0.
Зрозумiло, що звiдси випливає i нарiзна не-
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перервнiсть функцiї f у точцi p0 6= c. Але
f(a, y) = f(x, b) = 0 для кожного x ∈ Q i
y ∈ L, бо за побудовою ({a} × L) ∩ E = ∅ i
(Q × {b}) ∩ E = ∅, таким чином, i функцiї
fa : L → L i fb : Q → L будуть неперервни-
ми, адже вони нульовi. Отже, f буде нарiзно
неперервною i в точцi c.

Покажемо тепер, що f розривна в точцi
c. Розглянемо окiл O = [0, 1

2
) точки 0 = f(c)

в прямiй Зорґенфрея L i довiльний базисний
окiл W = U × V де U = (a − δ, a + δ) ∩ Q i
V = [b, b+δ), точки c у просторi T . Оскiльки
αn → 0 i βn → 0, то iснує такий номер m,
що αn < δ i βn < δ при n > m. Тодi an =
a + αn < a + δ i bn = b + βn < b + δ при
n > m. Але a < an+1 < an i b < bn+1 < bn

для довiльних n. Тому In ⊆ U i Jn ⊆ V , а
значить, Pn = In × Jn ⊆ U × V = W при
n > m. Зафiксуємо якийсь номер n > m i
вiзьмемо довiльну точку p∗ ∈ Pn. Тодi p∗ ∈
W i f(p∗) = un(p∗) = 1 > 1

2
. Отже, f(p∗) /∈ O,

а значить f(W ) * O. Це показує, що c ∈
D(f).

Включення suppf ⊆ P i нерiвнiсть 0 6
f(p) 6 1 очевиднi. З побудови функцiї f
ясно, що для довiльної точки x ∈ Q \ I вер-
тикальний розрiз fx нульовий, отже, fx =
χ[γ,γ), де γ – довiльне число з iнтервалу
(b, b + β). Якщо ж x ∈ I, то iснує єдиний но-
мер n, такий, що x ∈ In. Тодi fx = χ[bn+1,bn),
адже fx = ux

n, причому b < bn+1 < bn < b+β.
6. Побудова нарiзно неперервної

функцiї з даною множиною точок роз-
риву на горизонталi.

Теорема 4. Нехай A – довiльна пiдмно-
жина рацiональної прямої i b ∈ L. Тодi
iснує нарiзно неперервне вiдображення f :
Q× L→ L, таке, що D(f) = A× {b}.

Доведення. Припустимо спочатку, що
множина A непорожня i скiнченна. То-
дi її можна записати у виглядi A =
{a1, a2, ..., an}, де ak ∈ Q при k = 1, ..., n i
a1 < ... < an. Покладемо pk = (ak, b) при
k = 1, ..., n i розглянемо довiльне додатне iр-
рацiональне число α. Функцiї uk = fak,b,α,α :
Q×L→ L будуть нарiзно неперервними не-
вiд’ємними i для них D(uk) = {pk} за тео-

ремою 3. За лемою 3 функцiя f =
n∑

k=1

uk бу-

де нарiзно неперервною i неперервною за су-
купнiстю змiнних у кожнiй точцi множини
(Q×L)\(A×{b}). Покажемо, що f розривна
у кожнiй точцi pk, де k = 1, ..., n. Оскiльки
функцiя uk розривна в точцi pk, невiд’ємна
i uk(pk) = 0, то iснує таке ε > 0, що для
довiльного околу W точки pk в Q × L iснує
точка pW ∈ W , така, що uk(pW ) > ε. Але
uj(pW ) > 0 для всiх j 6= k. Тому i

f(pW ) = uk(pW ) +
∑

j 6=k

uj(pW ) > uk(pW ) > ε,

що доводить розривнiсть f у точцi pk. Таким
чином, D(f) = {p1, ..., pn} = A×{b} i шукана
функцiя побудована.

Припустимо тепер, що множина A нескiн-
ченна. Оскiльки A ⊆ Q i множина Q злi-
ченна, то i A – це злiченна множина, отже,
A = {an : n ∈ N}, де an 6= am при n 6= m.
Покладемо pn = (an, b) для n ∈ N.

Розглянемо числа αn =
√

2
n
, де n ∈ N.

Ясно, що всi вони iррацiональнi, αn > αn+1

для кожного n i αn → 0 при n →∞. З теоре-
ми 3 випливає, що функцiї un = 1

2n fan,b,αn,αn

нарiзно неперервнi, 0 6 un(p) 6 1
2n на Q×L,

D(un) = {pn} i suppun ⊆ Pn = (an, an +αn)×
(b, b + αn). Функцiя

f(x, y) =
∞∑

n=1

un(x, y) (∗)

визначається цiєю формулою на всьому до-
бутку Q×L, адже на ньому 0 6 un(x, y) 6 1

2n

для кожного n, ряд
∞∑

n=1

1
2n збiгається, тому

i ряд (∗) збiгається за першою ознакою по-
рiвняння. Зауважимо, що йдеться про збi-

жнiсть частинних сум gn(x, y) =
n∑

k=1

uk(x, y)

до суми f(x, y) всього ряду в R, а не в L.
Доведемо, що функцiя f i буде шуканою.
Спочатку з’ясуємо, що функцiя f : Q ×

L → L буде неперервною в кожнiй точцi
p0 = (x0, y0), де y0 6= b.

Нехай y0 < b. Зауважимо, що множина
G = Q × (−∞, b) вiдкрита в добутку Q × L
i f(p) = 0 на G за побудовою, бо un(p) = 0
на G для всiх n. Тому функцiя f буде не-
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перервною в кожнiй точцi з G, зокрема, в
точцi p0 ∈ G.

Нехай y0 > b. Оскiльки αn → 0, то iснує
такий номер N , що b + αn < y0 при n > N .
Множина GN = Q × (b + αN , +∞) вiдкрита
в добутку Q× L, причому suppun ∩GN = ∅
при n > N , бо b + αn 6 b + αN при n > N , a
suppun ⊆ Pn для кожного n. Тому un(p) = 0

при n > N на GN , отже, f(p) =
N−1∑
n=1

un(p) на

GN . За побудовою всi функцiї un неперерв-
нi в кожнiй точцi з GN , отже, за лемою 3 i
звуження f |GN

буде неперервним в кожнiй
точцi з GN , зокрема в точцi p0. Але GN –
це вiдкритий окiл точки p0 в Q × L, адже
p0 ∈ GN , тому i f неперервна в точцi p0.

З доведеного випливає, що всi y-розрiзи
fy : Q → L неперервнi при y 6= b. Оскiльки
fb(x) = 0 на Q за побудовою, то i b-розрiз
fb буде неперервним. Отже, вiдображення f
неперервне вiдносно другої змiнної. Верти-
кальнi x-розрiзи fx : L → L теж будуть не-
перервними в кожнiй точцi y 6= b.

Перевiримо, що для довiльного x ∈ Q
вiдображення fx : L → L буде неперерв-
ним i в точцi b. Вiзьмемо ε > 0. Зауважи-
мо, що fx(b) = f(x, b) = fb(x) = 0. Оскiльки

ряд
∞∑

n=1

1
2n збiгається, то його залишок пря-

мує до нуля, отже, iснує такий номер N , що∑
n>N

1
2n < ε. Покладемо hN(p) =

∑
n>N

un(p)

для p ∈ Q× L. Тодi 0 6 hN(p) < ε на Q× L.
Ясно, що f = gN + hN . Згiдно з теоремою 3
x-розрiзи ux

n = 1
2n χ[cn,dn), де b < cn 6 dn. То-

му gx
N(y) =

N∑
k=1

1
2n χ[cn,dn)(y) = 0 при b 6 y <

c = min{c1, ..., cN} = b + δ, де δ = c − b > 0.
Тому при b 6 y < b + δ

fx(b) = 0 6 fx(y) = gx
N(y) + hx

N(y) =

= hx
N(y) = hN(x, y) < ε = fx(b) + ε.

Це показує, що вiдображення fx : L→ L не-
перервне i в точцi b. Таким чином, ми дове-
ли, що побудована нами функцiя f : Q×L→
L нарiзно неперервна i сукупно неперервна
поза прямою y = b.

Залишилось довести, що функцiя f роз-

ривна в точках pn i неперервна в точках мно-
жини (Q \ A)× {b}.

Розглянемо базисний δ-окiл W точки
pn = (an, b) в добутку Q×L, тобто множину

W = ((an − δ, an + δ) ∩Q)× [b, b + δ).

Числа αn,k = αn

k
додатнi i прямують до нуля

при k →∞, тому

βn,k = an + αn,k → an i γn,k = b + αn,k → b

при k →∞, причому βn,k > an i γn,k > b для
кожного k.

Тому iснує такий номер m, що βn,m < an+
δ i γn,m < b + δ. Вiзьмемо довiльну точку
p∗ з множини Pn,m = ((βn,m+1, βn,m) ∩ Q) ×
[γn,m+1, γn,m). Для неї un(p∗) = 1

2n , при цьому
p∗ ∈ W , бо Pn,m ⊆ W , адже an < βn,m+1 <
βn,m < an + δ i b < γn,m+1 < γn,m < b + δ.
Оскiльки всi функцiї uj невiд’ємнi, то

f(p∗) =
∞∑

j=1

uj(p
∗) =

= un(p∗) +
∑

j 6=n

uj(p
∗) > un(p∗) =

1

2n
.

Зауважимо, що f(pn) = 0 за побудовою. Та-
ким чином, для ε = 1

2n ми в кожному δ-
околi W точки pn знайшли точку p∗, для
якої f(p∗) /∈ [f(pn), f(pn) + ε). Це показує,
що pn ∈ D(f).

Нехай x0 ∈ Q \A i p0 = (x0, b). Доведемо,
що вiдображення f неперервне в точцi p0.
Вiзьмемо довiльне ε > 0 i знайдемо такий
номер N , що

∑
n>N

1
2n < ε

2
. Всi функцiї un не-

перервнi в точцi p0, бо p0 6= pn для кожного

n. Тому їх скiнченна сума gN(p) =
N∑

n=1

un(p)

теж буде неперервною в точцi p0 за лемою
3. Оскiльки gN(p0) = 0, то знайдеться такий
окiл W точки p0 в Q× L, що 0 6 gN(p) < ε

2
для кожного p ∈ W . Тодi для кожного p ∈
W будемо мати

f(p0) = 0 6 f(p) =
N∑

n=1

un(p) +
∑
n>N

un(p) =

= gN(p) + hN(p) <
ε

2
+

∑
n>N

1

2n
<
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ε

2
+

ε

2
= ε = f(p0) + ε.

Таким чином, f(p) ∈ [f(p0), f(p0) + ε), як
тiльки p ∈ W , а це i означає, що функцiя f
неперервна в точцi p0.

7. Побудова нарiзно неперервної
функцiї f : Q× L→ L, у якої CL(f) = ∅.
Для топологiчних просторiв X, Y i Z i фун-
кцiї f : X × Y → Z покладемо

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}.
Легко перевiрити, що

CY (f) = X \ prX(D(f)),

де prX : X × Y → X – проекцiя на X, яка
визначається формулою prX(x, y) = x.

У цьому пунктi ми, розвиваючи побудо-
ви з [18], побудуємо нарiзно неперервне вiд-
ображення f : Q × L → L, у якого CL(f) =
∅. Розглянемо простiр X = Q∩ (0, 1) з топо-
логiєю, iндукованою з R, i простiр Y = (0, 1)
з топологiєю, iндукованою з L. Легко пере-
вiрити, що простiр X гомеоморфний рацiо-
нальнiй прямiй Q, а Y – прямiй Зорґенфрея
L. Тому ми спочатку займемося побудовою
прикладу нарiзно неперервного вiдображен-
ня f : X × Y → L, у якого CY (f) = ∅.

Розглянемо канторовi сходи g : [0, 1] →
[0, 1] (див., наприклад, [20, c.334]), непе-
рервну зростаючу функцiю, яка на iн-
тервалах сумiжностi канторової множини
набуває сталих значень. Точнiше, нехай
∆n,1, ..., ∆n,2n−1 – вiдрiзки n-го рангу, та-
кi, що вiдповiднi iнтервали

◦
∆n,1, ...,

◦
∆n,2n−1 ,

викидаються на n-му кроцi при побудовi
канторової множини, а саме, ∆1,1 = [1

3
, 2

3
],

∆2,1 = [1
9
, 2

9
], ∆2,2 = [7

9
, 8

9
], i т.д. Ми вважа-

ємо, що вiдрiзки ∆n,k при k = 1, ..., 2n−1 за-
нумерованi злiва направо у порядку зроста-
ння. Тодi g(x) = 2k−1

2n при x ∈ ∆n,k, де n ∈ N,
k = 1, ..., 2n−1.

Занумеруємо вiдрiзки ∆n,k у просту по-
слiдовнiсть

∆1,1, ∆2,1, ∆2,2, ∆3,1, ∆3,2, ∆3,3, ∆3,4, ...,

∆n,1, ∆n,2, ..., ∆n,2n−1 , ...

i позначимо через V m = [bm, bm + lm] =
∆nm,km член цiєї послiдовностi з номером m,

а через Vm – вiдповiдний iнтервал Vm =
∆nm,km = (bm, bm + lm). При цьому lm > 0
для кожного m. Занумеруємо i двiйково-
рацiональнi числа на iнтервалi (0, 1) у вiд-
повiдну послiдовнiсть

1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
, ...,

1

2n
,

3

2n
, ...,

2n − 1

2n
, ...

i позначимо через am = 2km−1
2nm її член з но-

мером m. В такому разi g(y) = am, якщо
y ∈ V m, а g−1(am) = V m. Крiм того g(0) = 0,
g(1) = 1.

Для кожного номера m виконується не-
рiвнiсть am < 1, тому iснує таке iррацiональ-
не число hm, що 0 < hm 6 lm i am + hm < 1.
Покладемо Um = (am, am + hm) ∩ Q i Wm =
Um×Vm. Для кожного m розглянемо нарiзно
неперервну функцiю um : X × Y → L

um(x, y) = fam,bm,hm,lm(x, y),

яка побудована в теоремi 3, для якої
suppum ⊆ Wm, D(um) = {pm}, де pm =
(am, bm), при цьому 0 6 um(p) 6 1 на Wm

i um(pm,k) = 1 для деякої послiдовностi то-
чок pm,k ∈ Wm, яка прямує до pm в X × Y .

Розглянемо на добутку X × Y функцiю

f(p) =
∞∑

m=1

um(p).

Оскiльки Vm ∩ Vj = ∅ при m 6= j, то i Wm ∩
Wj = ∅ при m 6= j i suppum ⊆ Wm, то f(p) =

um(p) на Wm i f(p) = 0 на (X ×Y ) \
∞⋃

m=1

Wm.

Покажемо, що функцiя f : X×Y → L на-
рiзно неперервна. Зафiксуємо деяке y ∈ Y .
Якщо y ∈ Vm для деякого номера m, то
fy = (um)y, отже, y-розрiз fy буде неперерв-
ним, адже um – нарiзно неперервна функцiя.
Якщо ж y /∈ Vm для кожного m, то за по-
будовою fy = 0. Таким чином, функцiя f
неперервна вiдносно першої змiнної.

Для доведення неперервностi функцiї f
вiдносно другої змiнної розiб’ємо квадрат
Q = [0, 1]2 на двi множини

A = {(x, y) ∈ Q : x 6 g(y)} i B = Q \ A.

Для точок p = (x, y) ∈ Wm маємо, що x >
an = g(y), отже, Wm ⊆ B. Тому f(p) = 0 на
A ∩ T .
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Нехай p0 = (x0, y0) ∈ A ∩ T . Оскiльки
функцiя g : Y → X зростає, то з нерiвно-
стi y0 6 y < 1 випливає, що g(y0) 6 g(y), але
x0 6 g(y0), отже, i x0 6 g(y). Таким чином,
усi точки (x0, y) при y0 6 y < 1 попадають в
множину A∩T i для них fx0(y) = f(x0, y) =
0. Тому функцiя fx0 : Y → L неперервна в
точцi y0.

Зауважимо, що B = ϕ−1((0, +∞)), де
ϕ(x, y) = x − g(y). Функцiя g : [0, 1]to[0, 1]
неперервна, а з нею i функцiя ϕ : Q → R,
причому множина (0, +∞) вiдкрита в R, от-
же, i B буде вiдкритою множиною в Q як
прообраз вiдкритої множини при неперерв-
ному вiдображеннi. Множина A = Q\B буде
замкненою в Q.

Припустимо, що p0 ∈ B ∩ T . Розглянемо
вiдстань

ρ = d(p0, A) = inf{d(p, p0) : p ∈ A}
вiдносно метрики d(p, p0) = |p − p0|∞ на Q.
Оскiльки множина A замкнена в Q то ρ > 0,
адже p0 /∈ A. Покладемо δ0 = ρ

2
. Оскiльки

lm → 0 при m → ∞, то iснує такий номер
m0, що lm < δ0 при m > m0. Але hm 6 lm,
отже, i hm < δ0 при m > m0. Оскiльки для
кожної точки p = (x, y) ∈ Wm маємо, що
am < x < am + hm i bm < y < bm + lm, то

|p− pm|∞ = max{|x− am|, |y − ym|} 6

6 max{hm, lm} < δ0

при m > m0. При цьому pm ∈ A, адже
g(bm) = am, отже, d(p,A) < δ0, якщо m >
m0. Розглянемо δ0-окiл

W0 = {p ∈ T : d(p, p0) < δ0}.
Зрозумiло, W0 ∩ Wm = ∅ при m > m0.
Справдi, якби для деякого m > m0 iснувала
точка q ∈ W0 ∩Wm, то

ρ = d(p0, A) 6 d(p0, q) + d(q, A) < δ0 + δ0 = ρ,

звiдки ρ < ρ, що неможливо. Таким чи-
ном, множина W0 може перетинатися лише
з множинами W1, ..., Wm0 . Звiдси випливає,

що f(p) =
m0∑

m=1

un(p) на W0.

Оскiльки p0 ∈ B, то p0 6= pm для кожного
m, адже pm ∈ A. Тому функцiї umнеперервнi

в точцi p0, а значить, i звуження f |W0 непе-
рервне в точцi p0. Але множина W0 вiдкри-
та в T . Звiдси випливає, що f неперервна в
точцi p0, а значить i функцiя fx0 буде не-
перервною в точцi y0. Таким чином, нарiзна
неперервнiсть функцiї f перевiрена.

Тепер з’ясуємо, що prX(D(f)) = X. Не-
хай x0 ∈ X. Якщо x0 = am для деякого m,
то розглянемо точку pm = (am, bm) i покаже-
мо, що f розривна в точцi pm. За побудовою
iснує така послiдовнiсть точок pm,k ∈ Wm,
що pm,k → pm в просторi T = X × Y i
um(pm,k) = 1 для кожного k. Тодi

f(pm,k) = um(pm,k) = 1

для кожного k. Оскiльки f(pm) = 0,
f(pm,k) = 1 → 1 в L i pm,k → pm в T , то
f розривна в точцi pm.

Нехай x0 6= am для кожного m. Оскiльки
вiдображення g : [0, 1] → [0, 1] неперервне,
g(0) = 0, g(1) = 1 i 0 < x0 < 1, то iснує
така точка yo ∈ Y , що g(y0) = x0. Пока-
жемо, що f розривна в точцi p0 = (x0, y0).
Оскiльки p0 ∈ A ∩ T , то f(p0) = 0. Роз-
глянемо окiл O = [0, 1

2
) точки f(p0) = 0

в прямiй Зорґенфрея i довiльний базисний
окiл W = ((x0 − ε, x0 + ε) ∩ Q) × [y0, y0 + ε)
точки p0 в T , де ε > 0. Оскiльки функцiя
g : [0, 1] → [0, 1] неперервна в точцi y0 i
зростає, то iснує таке δ > 0, що δ < ε i
x0 = g(y0) 6 g(y) < g0(y0) + ε

2
= x0 + ε

2
,

як тiльки y0 6 y < y0 + δ. З побудови кан-
торової множини випливає, що в iнтерва-
лi (y0, y0 + δ) мiститься безлiч вiдрiзкiв Vm,
зокрема, якийсь вiдрiзок V m = [bm, bm + lm]
з lm < ε

2
. Ясно, що тодi am = g(bm) ∈

(x0, x0 + ε/2), бо ym ∈ (y0, y0 + δ), а тодi
am + hm < am + lm < x0 + ε/2 + ε/2 = x0 + ε.
Таким чином, Um = (am, am + hm) ∩ Q ⊆
(x0 − ε, x0 + ε) ∩ Q, а значить, Wm ⊆ W .
Знайдемо в множинi Wm таку точку p∗, що
um(p∗) = 1. Тодi f(p∗) = un(p∗) = 1 > 1

2
.

Ми знайшли таку точку p∗ ∈ W , для якої
f(p∗) /∈ O, що i дає нам розривнiсть функцiї
f у точцi p0.

Таким чином, ми з’ясували, що для по-
будованої нарiзно неперервної функцiї f :
X ×Y → L проекцiя prX(D(f)) = X. Звiдси
легко вивести таке твердження.
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Теорема 5. Iснує нарiзно неперервна
функцiя g : Q × L → L, така, що
prQ(D(g)) = Q.

Доведення. Нехай ϕ : Q → X i ψ :
L→ Y гомеоморфiзми i f : X×Y → L – по-
будована вище нарiзно неперервна функцiя,
для якої prX(D(f)) = X. Розглянемо фун-
кцiю g(x, y) = f(ϕ(x), ψ(y)). Зрозумiло, що
ця функцiя g : Q × L → L i буде шуканою.
Нарiзна неперервнiсть функцiї g випливає з
того, що gx = fϕ(x)◦ψ i gy = fψ(y)◦ϕ. Перевi-
римо рiвнiсть prQ(D(g)) = Q. Нехай x0 ∈ Q.
Розглянемо точку u0 = ϕ(x0) ∈ X. Оскiльки
prX(D(f)) = X, то iснує така точка v0 ∈ Y ,
що q0 = (u0, v0) ∈ D(f). Вiзьмемо, ту єди-
ну точку y0 ∈ L, що v0 = ψ(y0). Оскiль-
ки вiдображення ϕ × ψ : Q × L → X × Y ,
(ϕ × ψ)(x, y) = (ϕ(x), ψ(y)) – це теж гомео-
морфiзм, i q0 ∈ D(f), то p0 = (x0, y0) ∈ D(g),
адже g = f ◦(ϕ×ψ) i (ϕ×ψ)(p0) = q0. Отже,
x0 = prQp0 ∈ prX(D(g)).

8. Прикiнцевi зауваження. Природно
також поставити питання про опис множи-
ни точок розриву нарiзно неперервних фун-
кцiй f : L2 → L. Легко зрозумiти, що всi те-
ореми, якi ми довели тут для вiдображень
f : Q × L → L переносяться i на випадок
вiдображень f : L2 → L.

Вихiдним тут є таке твердження:
Лема 9. Нехай I = [a, b),J = [c, d) i

P = I × J . Тодi функцiя f = χP : L2 → L
неперервна.

Доведення. Це негайно випливає з ле-
ми 5, оскiльки множина P буде вiдкрито-
замкненою в L2.

На основi леми 9 так само як у п.5 буду-
ється нарiзно неперервне вiдображення f :
L2 → L з одноточковою множиною точок
розриву.

Теорема 6. Нехай c = (a, b) ∈ L2, α i
β – додатнi дiйснi числа, αn = α

n
, βn = β

n
,

an = a + αn, bn = b + βn, In = [an+1, an),
Jn = [bn+1, bn), I = (a, a + α), J = (b, b + β),

Pn = In × Jn, E =
∞⋃

n=1

Pn i P = I × J . Тодi

функцiя

f = fa,b,α,β = χE : L2 → L

буде нарiзно неперервною, D(f) = {c},

suppf ⊆ P , 0 6 f(p) 6 1 на L2 i для кожно-
го x ∈ L вертикальний x-розрiз fx = χ[γ1,γ2)

деякого напiввiдкритого промiжка [γ1, γ2),
для деяких b < γ1 6 γ2 < b1 = b + β.

Повторюючи побудови з доведення тео-
реми 4, ми з теореми 6 виводимо наступне
твердження.

Теорема 7. Нехай A – довiльна не бiльш
нiж злiченна пiдмножина прямої Зорґен-
фрея L i b ∈ L. Тодi iснує нарiзно непе-
рервне вiдображення f : L2 → L, таке, що
D(f) = A× {b}.

Нарештi з теореми 6 як у п. 7 виводиться
Теорема 8. Iснує нарiзно неперервне вiд-

ображення g : L2 → L, таке, що CL(g)) =
∅.
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