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МОДЕЛЮВАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ БIОЛОГIЇ ТА

IМУНОЛОГIЇ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

Запропонованi та обґрунтованi рiзницевi схеми для числового моделювання початко-
вих задач для диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Розроблено веб-додаток для ав-
томатизацiї моделювання, за наведеними в роботi алгоритмами, динамiчних SIR моделей
iз запiзненням, що описують Covid-19 пандемiю. Проведенi числовi експерименти для мо-
дельних тестових прикладiв.
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Вступ

Диференцiально-рiзницевi та диференцiально-функцiональнi рiвняння є математич-
ними моделями багатьох прикладних задач в системах автоматичного регулювання та
керування, хiмiчних, бiологiчних, технiчних, економiчних та iнших процесах еволюцiя
яких залежить вiд передiсторiї. Введення запiзнення в диференцiальнi рiвняння, якi
описують деякий бiологiчний процес, є поширеним пiдходом при побудовi адекватних
математичних моделей [1, 2, 3]. Так, в бiологiчних системах еволюцiя пов’язана з такими
довготривалими процесами, як розмноження, розвиток i вимирання, якi вiдбуваються
не миттєво, а з певним запiзненням. Рiзноманiтнiсть математичних моделей iз запiзне-
нням в задачi хижак-жертва пов’язано з тим, що саме запiзнення може мати найрiзно-
манiтнiше бiологiчне трактування [2]. Цiкавий клас задач, що описуються системою iз
запiзненням [4], породжує дослiдження теорiї епiдемiй, де вся популяцiя дiлиться на
групи сприятливих iндивiдуумiв, джерела iнфекцiї та iзольованих iндивiдуумiв.

Знайти точний розв’язок диференцiально-рiзницевих рiвнянь вдається тiльки у най-
простiших випадках, тому методи побудови наближених розв’язкiв таких рiвнянь мають
важливе значення.

У данiй роботi для числового моделювання початкових задач для диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням використовуються наближенi алгоритми, якi є узагальненням

УДК 517.929, 574.34
2010 Mathematics Subject Classification: 34K07, 65L03, 92D25.

c©Луник Т.В., Черевко I.М., 2021



Моделювання математичних моделей iз запiзненням 93

рiзницевих схем для розв’язування звичайних диференцiальних рiвнянь. Рiзнi пiдходи
до побудови аналогiчних рiзницевих схем розглядалися в працях [2, 5, 6, 7, 8].

1 Побудова рiзницевих схем для диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням

Будемо розглядати початкову задачу для диференцiально-рiзницевого рiвняння за-
пiзнюючого типу

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ Et0 , (2)

де t ∈ R, x(t) ∈ Rn, τ > 0, Et0 = [t0, t0 − τ ] – початкова множина.
Розв’язок початкової задачi (1)–(2) в точцi t0, взагалi кажучи, має тiльки праву

похiдну. Для iснування похiдної цього розв’язку в початковiй точцi необхiдно i досить,
щоб виконувалась умова склейки [9]:

ϕ̇(t0 − 0) = f(t0, ϕ(t0), ϕ(t0 − τ)). (3)

Якщо функцiя f(t, u, v) – неперервна за сукупнiстю змiнних та задовольняє умову
Лiпшиця по другому i третьому аргументу, тодi iснує єдиний розв’язок задачi (1)–(2)
[9, 10].

Розглянемо схему побудови рiзницевих схем для числового розв’язання задачi (1)–
(2) на вiдрiзку t ∈ [0, T ]. Введемо рiвномiрну сiтку

ω =

{
tn = nh, n = −m,−m− 1, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , k, k =

T

h
,m =

τ

h

}
.

Будемо позначати через yn наближене значення точного розв’язку x(tn) в точцi t =
tn. Проiнтегрувавши рiвняння (1) вiд tn до tn+1, дiстанемо

x(tn+1) = x(tn) +

tn+1∫
tn

f(t, x(t), x(t− τ))dt. (4)

Замiнимо iнтеграл у рiвностi (4) квадратурною формулою

tn+1∫
tn

f(t, x(t), x(t− τ))dt ≈ h [(1− θ)f(tn, yn, vn) + θf(tn+1, yn+1, vn+1)] ,

де θ ∈ [0, 1] – параметр, vn – апроксимацiя x(t− τ) при t = tn:

x(tn − τ) ≈ vn =

{
ϕ(tn − τ), якщо n < m,

yn−m, якщо n ≥ m.
(5)

У результатi одержимо сiм’ю θ рiзницевих схем

yn+1 = yn + h [(1− θ)f(tn, yn, vn) + θf(tn+1, yn+1, vn+1)] . (6)
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Якщо θ = 0, тодi одержуємо

yn+1 = yn + hf(tn, yn, vn), (7)

узагальнення явної рiзницевої схеми Ейлера. У випадку θ = 1 дiстаємо узагальнення
неявної рiзницевої схеми Ейлера

yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1, vn+1), (8)

а при θ =
1

2
маємо узагальнення рiзницевої схеми трапецiй (неявна рiзницева схема

Адамса другого порядку) для iнтегрування диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Зауваження 1. Якщо запiзнення τ та крок h не є рацiонально залежними, то апро-
ксимацiя x(t− τ) в точцi t = tn здiйснюється за правилом

x(tn − τ) ≈ vn =

{
ϕ(tn − τ), якщо tn − τ < 0,

vin, якщо tn − τ ≥ 0.

Значення vin обчислюється за таким алгоритмом:
1) знаходимо номер i такий, що ti ≤ ti − τ < ti+1;
2) значення vin знаходимо використовуючи лiнiйну iнтерполяцiю за точками

(ti, yi), (ti+1, yi+1) : vin =
tn − τ − ti

h
yi+1 +

ti+1 − tn + τ

h
yi.

Зауваження 2. У загальному випадку початкової задачi для диференцiальних рiвнянь
iз багатьма запiзненнями

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τl)), l ∈ N, t ∈ [0, T ],

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τl, 0].

де τl ≥ τl−1 ≥ . . . ≥ τ1 > 0, можна застосувати таку, аналогiчну (6), рiзницеву схему

yn+1 = yn + h [(1− θ)f(tn, yn, vn1, vn2, . . . , vnl) + θf(tn+1, yn+1, vn+1,1, vn+1,2, . . . , vn+1,l)] ,

n = 0, 1, . . . , N − 1.

Тут vnj – апроксимацiя x(t− τj) при t = tn, яку обчислюємо за таким алгоритмом:

vnj =

{
ϕ(tn − τj), якщо tn − τj < 0,

vinj, якщо tn − τj ≥ 0.

Значення vinj обчислюємо так:
1) Знаходимо номер i такий, що ti ≤ tn − τj < ti+1;

2) Знаходимо vinj
=
tn − τj − ti

h
yi+1 +

ti+1 − tn + τj
h

yi, j = 1, l.
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2 Збiжнiсть рiзницевих схем

Будемо вважати, що рiзницева схема є збiжною, якщо

max
0≤n≤k

||yn − x(tn)|| → 0 при h→ 0.

Розглянемо збiжнiсть узагальненої рiзницевої схеми Ейлера (7).

Теорема 1. Якщо розв’язок початкової задачi (1)–(2) двiчi неперервно-диференцiйо-
вана функцiя, то рiзницева схема (7) збiжна з першим порядком малостi по h.

Доведення. Пiдставляючи точний розв’язок задачi (1)–(2) у рiзницеву схему (7) одер-
жимо нев’язку в точцi t = tn:

ϕ(tn) =
x(tn+1)− x(tn)

h
− f(tn, x(tn), vn), (9)

Розкладаючи x(tn+1) в ряд Тейлора в околi tn маємо

x(tn+1) = x(tn) + hẋ(tn+1) + ẍ(ξ)
h2

2
, ξ ∈ [tn, tn+1].

Тодi для довiльного n = 0, k − 1 дiстаємо

||ϕ(tn)|| ≤
h

2
max
t∈[0,τ ]

‖x′′(t)‖.

Тепер позначимо εn = x(tn)− yn i одержимо вираз величини εn+1 через εn. Вiднiма-
ючи (9) вiд (7) маємо

εn+1 − εn = hf(tn, x(tn), vn)− hf(tn, yn, vn) + hϕ(tn).

Тепер

‖εn+1‖ ≤ ‖εn‖+ hL‖x(tn)− yn‖+ h‖ϕ(tn)‖ = ‖en‖(1 + hL) + h‖ϕ(tn)‖ ≤

≤ ‖en‖(1 + hL) +
h2

2
M2,

де M2 = max
t∈[0,τ ]

‖x′′(t)‖, L – стала Лiпшиця функцiї f(t, u, v) за другим аргументом.

Використовуючи метод математичної iндукцiї дiстаємо

‖en‖ ≤ (1 + hL)n‖e0‖+
(1 + hL)n−1 − 1

1 + hL− 1

h2M2

2
≤

≤ (1 + hL)n‖e0‖+
(1 + hL)n−1 − 1

2L
M2h ≤ enhL‖e0‖+

enhL − 1

2L
M2h.

Оскiльки nh = tn, та вважаючи, що e0 = 0, маємо

‖en‖ ≤
eTL − 1

2L
M2h.

Отже, при h→ 0, ‖en‖ → 0, тому рiзницева схема (7) збiжна. Теорема доведена.

Зауваження 3. Аналогiчним чином можна показати, що узагальнена неявна рiзницева
схема Ейлера (8) є збiжною.
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3 Комп’ютерне моделювання систем iз запiзненням

Для автоматизацiї моделювання систем iз запiзненням за допомогою наведених в ро-
ботi числових алгоритмiв розроблено прикладне програмне забезпечення. Для його роз-
робки використано мову програмування Python та фреймворк Python Flask Framework.
Розроблений додаток представляє собою набiр структурованих сторiнок для розв’язан-
ня диференцiально-рiзницевих рiвнянь та побудови графiкiв знайдених розв’язкiв. Для
керування додатком розроблено iнтерактивне меню, що забезпечує можливiсть вибо-
ру задачi для розв’язання. Передбачено можливiсть користувачу введення не тiльки
числових параметрiв, а також функцiй з дотриманням синтаксису Python, якi будуть
використовуватись як повноцiнна частина коду.

Розглянемо динамiчну SIR модель, дослiджену в роботi [8], що дозволяє прогнозу-
вати реальнi випадки COVID-19. Модель SIR – це система диференцiальних рiвнянь,
що описують поширення захворювання в популяцiї розмiру N , яка має три ”компар-
тменти”. Кожен компартмент є функцiєю часу t: S(t) – кiлькiсть сприйнятливих осiб,
якi ще не iнфiкованi хворобою, I(t) – кiлькiсть iнфекцiйних осiб, а R(t) – кiлькiсть осiб,
якi одужали вiд захворювання та мають iмунiтет.

Вважається, що сприйнятливi особи нiколи ранiше не були iнфiкованi; однак вони
можуть заразитися через контакти з iнфекцiйними особами зi швидкiстю, пропорцiйною
сталiй β. Тим часом деякi iнфекцiйнi особи одужують i стають iмунними зi швидкiстю,
пропорцiйною константi γ. Нарештi, iншi iнфiкованi особи мiгрують через епiдемiю зi
швидкiстю, пропорцiйною константi α, як показано на рисунку 1 [8].

Рис. 1. SIR модель

Модель передбачає, що чисельнiсть популяцiї є фiксованою (без народження), оду-
жавши особини отримують тотальний iмунiтет, а рiвень смертностi дуже малий порiв-
няно iз загальною чисельнiстю. Вважаємо, що хвороба має iнкубацiйний перiод вiрусу
τ1 > 0 (орiєнтовно 3 днi), а перiод вiдновлення τ2 > 0 (орiєнтовно 1-3 тижнi). Iнкуба-
цiйний перiод являє собою час затримки вiд контакту до розвитку симптомiв вiрусу.
Частота бiлiнiйної передачi буде функцiєю t − τ1. Перiод вiдновлення являє собою час
затримки вiд зараження до отримання повного iмунiтету та перемiщення в групу спри-
ятливих до зараження осiб i буде функцiєю t− τ2.

Динамiку моделi процесу можна описати так [8]

dS

dt
= −βS(t− τ1)I(t− τ1), (10)

dI

dt
= βS(t− τ1)I(t− τ1)− γI(t− τ2)− αI(t), (11)
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dR

dt
= γI(t− τ2), (12)

У системi рiвнянь (10)–(12) передбачається, що сприйнятлива людина взаємодiє з
iнфiкованою людиною i не перемiщається в iнфiкований компартмент до закiнчення
певного часу ”iнкубацiйного перiоду” у випадку COVID-19. Iнкубацiйний перiод τ1 вiд-
бувається лише при переходi з сприятливого компартменту до iнфiкованого. Аналогi-
чно, τ2 – це перiод переходу iнфiкованої особи з iнфiкованого вiддiлення до вiддiлення
тих, хто виздоровiли.

Ефективнiсть моделi перевiрялася авторами в роботi [8] шляхом порiвняння її про-
гнозiв з реальними даними в Нiмеччинi. Данi були зiбранi до 7 липня 2020 року є вихi-
дними даними типу часових рядiв, якi показують значнi щоденнi коливання. Параметри
β, γ i α змiнюються для оптимальної пiдгонки кривої.

Рис. 2. Розв’язки, одержанi в роботi [8]

За допомогою розробленого додатку знайдено наближений розв’язок цiєї моделi з
початковими параметрами β = 0.17, γ = 0.03, α = 0.01, τ1 = 3, τ2 = 9 та початковими
функцiями ϕ(x) = 1, ψ(x) = 0.1, ξ(x) = 0 для країни Нiмеччина. Результати обчислень
наведено у виглядi графiку на рисунку 3.

Рис. 3. Розв’язок модифiкованої SIR моделi

Знайденi розвязки демонструють змiну кiлькостi хворих та одужавших людей щодо
часу у вiдсотковому вiдношеннi до загальної кiлькостi населення Нiмеччини.

Порiвнюючи знайденi розв’язки iз одержаними у роботi [8] можемо зробити виснов-
ки, що SIR модель допомагає досить точно змоделювати ситуацiю, що виникає внаслi-
док поширення вiрусу на невеликому часовому промiжку.
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Systems of differential-difference equations are mathematical models of many applied problems
of biology, ecology, medicine, economics. The variety of mathematical models of real dynamic
processes is due to the fact that their evolution does not occur instantaneously, but with some
delays that have different biological interpretations. The introduction of delay allows you to bui-
ld adequate mathematical models and describe new effects and phenomena in physics, ecology,
immunology and other sciences.

The exact solution of differential-difference equations can be found only in the simplest
cases, so algorithms for finding approximate solutions of such equations are important.

In this paper, a family of difference schemes is constructed for the approximate finding of
solutions to initial problems with delay. Special cases are generalized Euler difference schemes.
The conditions for the convergence of the generalized explicit Euler difference scheme are
established.

To automate the numerical simulation of systems with delays, an application program has
been developed, which is used to approximate the solutions of SIR models with two delays.


