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Âñòóï

Ó ðîáîòi [11] Áë. Ñåíäîâ ðîçãëÿäàâ ôóíêöi¨, íèì íàçâàíi äâiéêîâî âëàñíå-ïîäiáíèìè,

êîæíà ç ÿêèõ âèçíà÷àëàñü ñâî¹þ ÷èñëîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ (λk) íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ

òàêîþ, ùî
∞∏
k=1

λk <∞, i ôóíêöiîíàëüíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

f(x+ 2−k) = λkf(x), x ∈ ∇2
a1...ak0, k = 1, 2, ...,

äå ∇2

a1...ak0 =

(
k∑
i=1

2−iai; 2−k +
k∑
i=1

2−iai

)
, ai ∈ A ≡ {0, 1}.

Ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó ìàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

f(x = ∆2
a1...ak...

) =
∞∏
k=1

λ
ak(x)
k , äå x =

∞∑
k=1

2−kak ≡ ∆2
α1α2...αk...

.

ÓÄÊ 517.5, 519.21, 511.72
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî äàíîìó êëàñó íàëåæàòü âñi ïîêàçíèêîâi ôóíêöi¨ (ñïðàâäi, ôóíêöi¨

y = ax âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü λk = a2−k), à ïðè λk = 1 äëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî f(x) = 1.

Àêöåíò ó çãàäàíié ðîáîòi Ñåíäîâà çðîáëåíî íà ïèòàííÿõ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ çà Ãà-

óñäîðôîì, iíòåãðàëüíèõ òà ¾ôðàêòàëüíèõ¿ âëàñòèâîñòÿõ ôóíêöié öüîãî êëàñó, à òàêîæ

íà ¨õ âèêîðèñòàííi äëÿ êîíñòðóþâàííÿ ñèñòåìè îðòîãîíàëüíèõ ôóíêöié òèïó Óîëøà

(Âóëøà) i ïàêåòó ïåðåòâîðåíü Õààðà.

À äî ÷îãî ïðèâåäå âèêîðèñòàííÿ çàìiñòü êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ àðãó-

ìåíòà äåÿêîãî iíøîãî éîãî äâîñèìâîëüíîãî çîáðàæåííÿ? Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñàìå

öüîìó ïèòàííþ. Óêðóïíåííÿ ìîäåëi êëàñó ôóíêöié ìè îòðèìó¹ìî çà ðàõóíîê âèêîðè-

ñòàííÿ óçàãàëüíåííÿ êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÷èñåë âiäðiçêà [0; 1].

Íåõàé ∆Q2
α1α2...αk...

� Q2-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0; 1], òîáòî äëÿ çàäàíîãî äîäàòíîãî

÷èñëà q0 i ÷èñëà q1 ≡ 1− q0 ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðîçêëàä

x = α1q1−α1 +
∞∑
k=2

(αkq1−αk

k−1∏
i=1

qαi) ≡ ∆Q2
α1α2...αk...

,

äå αk ∈ {0, 1} ≡ A, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ [14] Q2-ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà x. ßêùî q0 = 1
2
, òî

Q2-çîáðàæåííÿ ¹ êëàñè÷íèì äâiéêîâèì [12].

Ó äàíié ðîáîòi îñíîâíèì îá'¹êòîì âèâ÷åííÿ ¹ ôóíêöiÿ

f(x = ∆Q2
α1α2...αk...

) =
∞∏
k=1

λ
αk(x)
k , (1)

äå (λk) � íàïåðåä çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî íåñêií÷åííèé äîáóòîê

P ≡
∞∏
k=1

λk ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåñêií÷åííèé äîáóòîê
∞∏
k=1

λk ≡ lim
n→∞

n∏
k=1

λk íàçèâà¹òüñÿ çáiæíèì, ÿêùî

çáiãà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü (Pn) éîãî ÷àñòèííèõ äîáóòêiâ Pn ≡
n∏
k=1

λk äî ÷èñëà, âiäìiííîãî

âiä íóëÿ. Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, âií íàçèâà¹òüñÿ ðîçáiæíèì, çîêðåìà ðîçáiæíèì äî

íóëÿ. Íåñêií÷åííèé äîáóòîê
∞∏
n=1

(1 + an) íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî çáiæíèì, ÿêùî çáiãà¹-

òüñÿ äîáóòîê
∞∏
n=1

(1 + |an|), ùî ðiâíîñèëüíî çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=1

|an|.

Îñêiëüêè iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà ÷èñåë, ÿêi ìàþòü äâà çîáðàæåííÿ (∆Q2

c1...cm1(0) =

∆Q2

c1...cm0(1), ¨õ ìè íàçèâà¹ìî Q2-áiíàðíèìè), òî êîðåêíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðiâíiñòþ

(1) çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äîìîâëåíiñòþ ðîçãëÿäàòè ëèøå ïåðøå ç âêàçàíèõ çîáðàæåíü òàêèõ

÷èñåë, à ñàìå òå, ùî ìà¹ ïåðiîä (0). Ðåøòà ÷èñåë íàçèâàþòüñÿ Q2-óíàðíèìè, â íèõ

êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ î÷åâèäíà.

Íàñ öiêàâëÿòü ñòðóêòóðíi, âàðiàöiéíi, iíòåãðàëüíi, äèôåðåíöiàëüíi òà ôðàêòàëüíi

âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ (1), à òàêîæ ¨¨ çâ'ÿçêè ç âiäîìèìè êëàñàìè ôðàêòàëüíèõ ôóíêöié

(ñèíãóëÿðíèõ, íiäå íå ìîíîòîííèõ òîùî) [15].

Î÷åâèäíèìè ¹ íàñòóïíi ðiâíîñòi:

1) f(0 = ∆Q2

(0)) = 1, f(1 = ∆Q2

(1)) = P , f(x = ∆Q2

c1...cm1(0)) = λc11 λ
c2
2 ...λ

cm
m λm+1;
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2)
f(∆

Q2
a1a2...ak...

)

f(∆
Q2
b1b2...bk...

)
=
∞∏
k=1

λak−bkk , çîêðåìà, f(∆Q2
α1...αmcαm+2...

) = λ2c−1
m+1f(∆Q2

α1...αm[1−c]αm+2...
).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèðàæà¹ âëàñòèâiñòü ñòðóêòóðíî¨ ïîäiáíîñòi ôóíêöi¨ f .

Ïðèìiòêà 1. Îñêiëüêè λk > 0, òî λk = evk äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà vk, à òîìó

ðiâíiñòü (1) çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi

f(x = ∆Q2
α1α2...αn...

) =
∞∏
k=1

evkαk = e

∞∑
k=1

vkαk
, (2)

ïðè÷îìó ç àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi íåñêií÷åííîãî äîáóòêó λ1 · λ2 · ... · λk · ... âèïëèâà¹
àáñîëþòíà çáiæíiñòü ðÿäó v1 + v2 + ...+ vk + ....

Êàæóòü [16], ùî ôóíêöiÿ ìà¹ ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi

îäíà ç óìîâ: âîíà òðàíñôîðìó¹ ôðàêòàëüíó ðîçìiðíiñòü áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí àáî ìà¹

1) õî÷à áè îäíó ôðàêòàëüíó ìíîæèíó ðiâíÿ;

2) ôðàêòàëüíèé ãðàôiê (ÿê ìíîæèíó â R2);

3) ôðàêòàëüíó ìíîæèíó òî÷îê íåñòàëîñòi (ñïàäàííÿ, çðîñòàííÿ òîùî);

4) ôðàêòàëüíó ìíîæèíó îñîáëèâîñòåé (äèôåðåíöiàëüíîãî àáî iíøîãî õàðàêòåðó);

5) ðîçïîäië çíà÷åíü ïðè ðiâíîìiðíîìó ðîçïîäiëi àðãóìåíòà, ÿêèé çîñåðåäæåíèé íà ôðà-

êòàëi; òîùî.

1 Ñòðóêòóðíi âëàñòèâîñòi i ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨

Íàãàäà¹ìî, ùî íåïîâíîþ ñóìîþ (ïiäñóìîþ) çáiæíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäó

u1 + u2 + ...+ un + ... = (u1 + u2 + ...+ uk) + rk = Sk + rk, (3)

âèçíà÷åíîþ ìíîæèíîþ M ⊂ N, íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî x = x(M) =
∑
i∈M

ui =
∞∑
i=1

εiui, äå

εi = 1, ÿêùî i ∈ M ; εi = 0, ÿêùî i /∈ M . Ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) ðÿäó (3)

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà E(un) âñiõ éîãî ïiäñóì, òîáòî E(un) = {x : x =
∑
n∈M

un,M ∈ 2N},

äå M � ïðîáiãà¹ ñiì'þ âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì (ïiäñóì) àáñîëþòíî çáiæíîãî ÷èñëîâîãî ðÿäó ¹ êîíòèíóàëü-

íîþ i äîñêîíàëîþ [3], âîíà íàëåæèòü äî îäíîãî ç òðüîõ òîïîëîãi÷íèõ òèïiâ [4, 7]:

1) ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ; 2) ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ;

3) ¹ äâîñòîðîííiì êàíòîðâàëîì � îá'¹äíàííÿì êîíòèíóàëüíî¨ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíî-

æèíè i çëi÷åííî¨ ìíîæèíè âiäðiçêiâ, à ñàìå ìíîæèíîþ, ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi ïiäñóì

ðÿäó
3

4
+

2

4
+

3

42
+

2

42
+ ...+

3

4n
+

2

4n
+ ...,

ùî ðiâíîñèëüíî, ãîìåîìîðôíîþ ìíîæèíi T ≡ C ∪
⋃∞
n=1 G2n−1 = [0; 1] \

∞⋃
n=1

G2n, äå Gk =⋃
α1∈{0,2}

...
⋃

αk−1∈{0,2}
(∆3

α1...αk−11(0); ∆3
α1...αk−11(2)), ∆3

c1...ck
≡ c1

3
+ ...+ ck

3k
+ ..., ci ∈ {0, 1, 2}.

Çàãàëüíà òåîðiÿ ãåîìåòði¨ ÷èñëîâèõ ðÿäiâ, ÿêà âèâ÷à¹ òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâî-

ñòi ìíîæèí ¨õ íåïîâíèõ ñóì, äîñòàòíüî áiäíà. Âîíà ìiñòèòü ðÿä ñêëàäíèõ ïðîáëåì,
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ÿêi ñòîñóþòüñÿ êðèòåði¨â íóëü-ìiðíîñòi ìíîæèíè ïiäñóì, ¨¨ êàíòîðâàëüíîñòi òîùî. Ñüî-

ãîäíi ïðîãðåñ òåîði¨ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ çà ðàõóíîê âèâ÷åííÿ ìíîæèí íåïîâíèõ ñóì ðÿäiâ

ç ïåâíèìè óìîâàìè îäíîðiäíîñòi, ÿêi íàëåæàòü ìàñèâíèì áàãàòîïàðàìåòðè÷íèì êëà-

ñàì [5, 8, 10].

Îñêiëüêè îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f  ðóíòó¹òüñÿ íà ëàíöþæêó çàëåæíîñòåé

[0; 1] 3 x↔ (αn) ∈ L→ ϕ(x) =
∞∑
i=1

viαi(x)→ f(x) = eϕ(x),

äå L = A×A× ... � ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé íóëiâ òà îäèíèöü, òî î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ f ìà¹ ñòðóêòóðó: f(x) = eϕ(x), äå

ϕ(x = ∆Q2
α1α2...αn...

) = v1α1(x) + v2α2(x) + ...+ vnαn(x) + ....

Íàñëiäîê 1. Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ç òî÷íiñòþ äî çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ¹ îáðàçîì

ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó v1 + v2 + ... + vn + ... ïiä äi¹þ ôóíêöi¨ y = ex, òîáòî ¹

ïðîìiæêîì, îá'¹äíàííÿì ïðîìiæêiâ, íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ àáî êàíòîðâàëîì.

Îñêiëüêè, äáàþ÷è ïðî êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨, ìè çàáîðîíèëè âèêîðèñòàííÿ

çîáðàæåííÿ Q2-áiíàðíèõ ÷èñåë, ÿêi ìàþòü ïåðiîä (1), òî ç ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì ðÿäó,

âçàãàëi êàæó÷è, âèëó÷àþòüñÿ òî÷êè (÷èñëà) âèäó u = v1α1 + v2α2 + ... + vmαm + rm, äå

rm = vm+1 + vm+2 + ..., ÿêi óòâîðþþòü çëi÷åííó ìíîæèíó.

Ïðèêëàä 1. ßêùî vn = 2
3n
, òî ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ¹ íiäå íå ùiëüíîþ íóëü-

ìíîæèíîþ Ëåáåãà, ðîçìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log3 2.

Ñïðàâäi, ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì ðÿäó
∞∑
n=1

2
3n

¹ êëàñè÷íà ìíîæèíà Êàíòîðà, ðîç-

ìiðíiñòü Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à ÿêî¨ äîðiâíþ¹ log3 2. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ y = ex çáåðiãà¹

ðîçìiðíiñòü áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí [1], òî â äàíîìó âèïàäêó ìíîæèíè çíà÷åíü ôóíêöié

f i ϕ ìàþòü ðiâíi ðîçìiðíîñòi.

Ïðèêëàä 2. ßêùî vn = (−1)n+1

2n
, òî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f ¹ âiäðiçîê [e−

1
3 ; e

2
3 ].

Ñïðàâäi, ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì ðÿäó v1 + v2 + ... ¹ âiäðiçîê [−1
3
; 2

3
].

Ñïðàâåäëèâå áiëüø çàãàëüíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. ßêùî λk = evk , vk ≥ rk ≡ vk+1 + vk+2 + ... > 0 äëÿ âñiõ k ∈ N, òî ôóíêöiÿ

f , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (1), ¹ íåñïàäíîþ, ïðè÷îìó çðîñòàþ÷îþ ïðè âèêîíàíi ñòðîãî¨ íå-

ðiâíîñòi, â öüîìó âèïàäêó ¨¨ ìíîæèíà çíà÷åíü Ef ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ , ÿêà

ìà¹ ìiðó Ëåáåãà ðiâíó íóëþ ëèøå òîäi, êîëè lim
k→∞

2krk = 0, à ¨¨ ôðàêòàëüíà ðîçìiðíiñòü

Ãàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ α0(Ef ) = − lim
n→∞

n
log2 rn

.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè vk ≥ rk ≡ vk+1 + vk+2 + ... > 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî k ∈ N âèïëèâà¹,

ùî ôóíêöiÿ ϕ(x) ¹ íåñïàäíîþ (ïðè÷îìó öå íå çàëåæèòü âiä îñíîâè q0, îñêiëüêè âñi

Q2-çîáðàæåííÿ ¹ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè [13]).

Ñïðàâäi, ÿêùî x1 < x2, òî x1 = ∆Q2

c1...ck−10αk+1αk+2...
, x2 = ∆Q2

c1...ck−11α′k+1α
′
k+2...

, ïðè÷îìó

αk+m − α′k+m 6= 1 äëÿ äåÿêîãî m. Òîäi

ϕ(x2)− ϕ(x1) ≥ ϕ(∆Q2

c1...ck−11(0))− ϕ(∆Q2

c1...ck−10(1)) = vk − (vk+1 + vk+2 + ...) = vk − rk ≥ 0.
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ßêùî vk > rk, òî ϕ(x2)−ϕ(x1) ≥ vk− rk > 0, òîáòî ôóíêöiÿ ñòðîãî çðîñòà¹. Â öüîìó

âèïàäêó, çãiäíî ç òåîðåìîþ Êàêåÿ [3], ¨¨ ìíîæèíà çíà÷åíü Eϕ ¹ íiäå íå ùiëüíîþ äîñêî-

íàëîþ ìíîæèíîþ êàíòîðiâñüêîãî òèïó, ìiðà Ëåáåãà ÿêî¨, ÿê âiäîìî [13], îá÷èñëþ¹òüñÿ

çà ôîðìóëîþ λ(Eϕ) = lim
k→∞

2krk.

Îñêiëüêè ïîêàçíèêîâi ôóíêöi¨ âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ N , òîáòî îáðàçîì ìíîæèíè

íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ïiä äi¹þ ôóíêöi¨ ¹ íóëü-ìíîæèíà Ëåáåãà, òî λ(Ef ) = 0 ëèøå òîäi,

êîëè λ(Eϕ) = 0.

Ôóíêöiÿ y = ex çáåðiãà¹ ðîçìiðíiñòü Ãóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí

(äèâ. [1]), òîìó ðîçìiðíîñòi ìíîæèí Ef i Eϕ ðiâíi, à ðîçìiðíiñòü îñòàííüî¨, ÿê âiäîìî [13],

îá÷èñëþ¹òüñÿ çà âêàçàíîþ â òåîðåìi ôîðìóëîþ.

2 Íåïåðåðâíiñòü òà ñòðèáêè ôóíêöi¨

Òåîðåìà 2. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â êîæíié Q2-óíàðíié òî÷öi, à â Q2-áiíàðíié òî÷öi

íåïåðåðâíà ñïðàâà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 = ∆Q2
α1α2...αn...

� äîâiëüíåQ2-óíàðíå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî x = ∆Q2
a1...an...

òàêå, ùî x 6= x0. Òîäi iñíó¹ m òàêå, ùî am 6= αm, àëå ai = αi ïðè i < m. Òîìó ìà¹ìî

f(x)

f(x0)
=

m−1∏
i=1

λai−αii · λam−αmm ·
∞∏

i=m+1

λai−αii ,

àëå
m−1∏
i=1

λai−αii = 1, lim
m→∞

λm = 1 = lim
m→∞

m−1∏
i=1

λai−αii . Îòæå, lim
x→x0

f(x) = f(x0), òîáòî ôóíêöiÿ

f ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0.

Ðîçãëÿíåìî Q2-áiíàðíó òî÷êó x0 = ∆Q2

c1c2...cm1(0) = ∆Q2

c1c2...cm0(1). Íåõàé x > x0 i äîñòà-

òíüî áëèçüêå äî x0. Òîäi x = ∆Q2

c1...cm1 0...0︸︷︷︸
k

αm+k+2...
, ïðè÷îìó ñåðåä ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi

(αm+k+2) ¹ îäèíèöi, ðàçîì ç öèì óìîâà x→ x0 ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî k →∞. Îñêiëüêè

lim
x→x0

f(x)
f(x0)

= 1, òî f � íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 ñïðàâà.

Ëåìà 2. Íåõàé x0 = ∆Q2

c1c2...cm1(0). Òîäi

δ(x0) ≡ lim
x→x0−0

[f(x0)− f(x)] = λc11 ...λ
cm
m (λm+1 −

∞∏
i=2

λm+i). (4)

ßêùî λm+1 6= λm+2 · λm+3 · ..., òîáòî vm+1 6= vm+2 + vm+3 + ..., òî ñòðèáîê δ(x0) ôóíêöi¨

f ó òî÷öi x0 îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ (4).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x < x0. ßêùî x äîñòàòíüî áëèçüêå äî x0, òî x = ∆Q2

c1...cm0 1...1︸︷︷︸
k

αm+k+2...
,

ïðè÷îìó ñåðåä ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíiñòi (αm+2+k) ¹ 0 i x→ x0 ðiâíîñèëüíî k →∞. Òîìó

lim
x→x0

[f(x0)− f(x)] = λc11 ...λ
cm
m (λm+1 −

P

λ1...λmλm+1

),

òîáòî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (4). Îòæå, ó âèïàäêó ðîçðèâíîñòi ôóíêöi¨ â òî÷öi x0 ¨ ¨ ñòðè-

áîê îá÷èñëþ¹òüñÿ çà öi¹þ ôîðìóëîþ.
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Íàñëiäîê 2. Ó Q2-áiíàðíié òî÷öi x0 = ∆Q2

c1c2...cm1(0) ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ çëiâà òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè λm+1 = λm+2 · λm+3 · ..., òîáòî vm+1 = vm+2 + vm+3 + ....

Òåîðåìà 3. Ôóíêöiÿ f , îçíà÷åíà ðiâíiñòþ (1), íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó [0; 1] òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè λk = e
b

2k äëÿ äåÿêîãî b ∈ R i âñiõ k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöiÿ f áóëà íåïåðåðâíîþ â êîæíié Q2-áiíàðíié òî÷öi,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá óìîâà (4) âèêîíóâàëàñü äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ Z0, òîáòî ùîá

rk = vk = r0
2k

äëÿ áóäü�ÿêîãî k ∈ N . Ñïðàâäi, óìîâà rk = vk ðiâíîñèëüíà vk = rk−1 − vk,
òîáòî vk = rk−1

2
, à öå ðiâíîñèëüíî vk = r0

2k
, äå r0 = v1 + v2 + ...+ vk + ....

Ëåìà 3. ßêùî λn = 1 äëÿ âñiõ n ≥ m, òî ôóíêöiÿ f êóñêîâî ñòàëà, à ñàìå ¹ êîíñòàíòîþ

íà êîæíîìó Q2-öèëiíäði ðàíãó m.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ ∆Q2
c1...cm

\ {∆Q2

c1...cm(1)}, òîäi x = ∆Q2
c1...cmαm+1αm+2...

i

f(x) =
m∏
i=1

λcii ·
∞∏
i=1

λ
αm+i

m+i = Pm · 1.

3 Ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi òà öèëiíäðè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨

Îçíà÷åííÿ 1. Q2-ìîäóëåì ðàíãó k íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ ÷èñëî

µ(f ; k) = sup{|f(x′)− f(x′′)| : x′, x′′ ∈ ∆Q2
c1...ck

, (c1, ..., ck) ∈ Ak}.

Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ çà Ãàóñäîðôîì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà

lim
k→∞

µ(f, k) = 0.

Ëåìà 4. Ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

Am ≡ inf
x∈∆

Q2
c1...cm

f(x) =
m∏
i=1

λcii ·
∞∏

k=m+1

λβkk , äå βk =

{
0, ÿêùî λk ≥ 1,

1, ÿêùî λk < 1;

Bm ≡ sup
x∈∆

Q2
c1...cm

f(x) =
m∏
i=1

λcii ·
∞∏

k=m+1

λγkk , äå γk =

{
0, ÿêùî λk < 1,

1, ÿêùî λk ≥ 1;

lim
m→∞

Am
Bm

= 1, òîáòî lim
m→∞

(Am −Bm) = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïåðøi äâi ðiâíîñòi î÷åâèäíi. Ðîçãëÿíåìî âiäíîøåííÿ Am
Bm

=
∞∏

k=m+1

λβk−γkk .

Îñêiëüêè βk − γk ∈ {−1, 0, 1}, λk → 1 (k → ∞) i íåñêií÷åííèé äîáóòîê ¹ àáñîëþòíî

çáiæíèì, òî Am
Bm
→∞, êîëè m→∞.

Íàñëiäîê 3. Ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà çà Ãàóñäîðôîì.

Êëàñ âñiõ ôóíêöié, îçíà÷åíèõ ðiâíiñòþ (1), ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç S, à êëàñ íåïåðåðâ-

íèõ ôóíêöié ÷åðåç Sc.
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4 Iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó, òî âîíà ¹

iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì.

Ëåìà 5. Äëÿ ôóíêöi¨ f , îçíà÷åííî¨ ðiâíiñòþ(1), âèêîíó¹òüñÿ

1∫
0

f(x)dx =
∞∏
k=1

(q0 + λkq1). (5)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f(∆Q2

1α2α3...
) = λ1f(∆Q2

0α2α3...
), òî

1∫
0

f(x)dx =

∫
∆
Q2
0

f(x)dx+

∫
∆
Q2
1

f(x)dx =

∫
∆
Q2
0

f(x)dx+ λ1

∫
∆
Q2
0

f(t)d(q0 +
q1

q0

t) =

=

∫
∆
Q2
0

f(x)dx+ λ1
q1

q0

∫
∆
Q2
0

f(t)dt = (1 +
λ1q1

q0

)

∫
∆
Q2
0

f(x)dx.

Àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è, çà k êðîêiâ îòðèìà¹ìî

1∫
0

f(x)dx =
k∏
i=1

(1 +
λiq1

q0

) ·
qk0∫

0

f(x)dx.

Îñêiëüêè f(x) → 1, êîëè x → 0, òî
∫ qk0

0
f(x)dx = qk0(1 + ξk), äå (ξk) � íåñêií÷åííî

ìàëà ïîñëiäîâíiñòü. Òîäi ∫ 1

0

f(x)dx =
k∏
i=1

(q0 + λiq1)(1 + ξk).

Ñïðÿìóâàâøè k äî íåñêií÷åííîñòi, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (5).

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 6. ßêùî f i g � ôóíêöi¨ êëàñó S, ÿêèì âiäïîâiäàþòü ïîñëiäîâíîñòi (λk), (µk), òî∫ 1

0

f(x)g(x)dx =
∞∏
k=1

(q0 + λkµkq1). (6)

Ïðè q0 = 1
2
ìà¹ìî

1∫
0

f(x)g(x)dx =
∞∏
k=1

1+λkµk
2

Çàóâàæåííÿ 1. Iíòåãðàëüíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ f(x) = eϕ(x), îçíà÷åíî¨ ðiâíiñòþ (2),

â çíà÷íié ìiði çàëåæàòü âiä iíòåãðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ¨¨ âíóòðiøíüî¨ ôóíêöi¨ ϕ(x),

äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f âîíè âèçíà÷àþòüñÿ ñàìîàôiííèìè âëàñòèâîñòÿìè ãðàôiêà

ôóíêöi¨ ϕ (ïðî öå éäåòüñÿ íèæ÷å).



280Ïðàöüîâèòèé Ì.Â.,1 Ãîí÷àðåíêî ß.Â.,2 Äìèòðåíêî Ñ.Î.,3 Ëèñåíêî I.Ì.,4 Ðàòóøíÿê Ñ.Ï.5

5 Íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ êëàñó S

Îçíà÷åííÿ 3. Ôóíêöiþ f íàçâåìî êâàçiïîêàçíèêîâîþ, ÿêùî âîíà ìà¹ òàêó ñòðóêòóðó:

f(x) = ag(x), äå g(x) � íåïåðåðâíà ñòðîãî ìîíîòîííà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó çðîñòàþ÷à ïðè

a > 1 i ñïàäíà ïðè 0 < a < 1.

Òåîðåìà 4. Íåïåðåðâíi íà [0; 1] ôóíêöi¨ êëàñó S âè÷åðïóþòüñÿ êâàçiïîêàçíèêîâèìè.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî f ∈ Sc, òî f(x) = ag(x), äå g(x) ïðè q0 6= 1
2
¹ ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíîþ

ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, öèôðè Q2-çîáðàæåííÿ

ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè, îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè i ðiâíîéìîâiðíèìè, à ïðè q0 = 1
2
ôóíêöiÿ

g(x) = x.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3, ÿêùî f ∈ Sc, òî

f(x) = e
b
∞∑
k=1

αk(x)

2k = a

∞∑
k=1

αk(x)

2k = ag(x), äå a = eb, à ∆Q2
α1α2...αn...

g→ ∆2
α1α2...αn...

.

ßê âiäîìî [13], ôóíêöiÿ g(x) ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ = ∆Q2

ξ1...ξn...
,

öèôðè (ξn) Q2-çîáðàæåííÿ ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç ðîçïîäiëàìè

P{ξn = 0} =
1

2
= P{ξn = 1}.

Âiäîìî [13], ùî âîíà ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷îþ i ïðè q0 6= 1
2
ñèíãóëÿðíîþ (íåïåðåðâíîþ

ôóíêöi¹þ, ïîõiäíà ÿêî¨ ðiâíà íóëþ ìàéæå ñêðiçü ó ðîçóìiííi ìiðè Ëåáåãà).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè f ∈ Sc i b > 0, òî ôóíêöiÿ g ¹ îáåðíåíîþ äî ñèíãóëÿðíî¨ ôóíêöi¨

Ñàëåìà [9] (äèâ. òàêîæ [2, 6]), ÿêà ¹ ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, öèôðè

äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ ÿêî¨ ¹ íåçàëåæíèìè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè âèïàäêîâèìè âå-

ëè÷èíàìè, ùî íàáóâàþòü çíà÷åíü 0 i 1 ç éìîâiðíîñòÿìè q0 i q1 âiäïîâiäíî.

Ëåìà 7. Ãðàôiê Γg ñêëàäîâî¨ g(x) = 1
2
α1(x) + ... + 1

2k
αk(x) + ... íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f(x) = ag(x) ¹ ñàìîàôiííîþ ìíîæèíîþ çi ñòðóêòóðîþ:

Γg = Γ0 ∪ Γ1, äå Γi = γi(Γg), γi :

{
x′ = ∆Q2

iα1(x)α2(x)... = iq1−i + qix,

y′ = ∆2
iα1(y)α2(y)... = i

2
+ 1

2
y;

i = 0, 1.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî Γi ⊂ Γg. Íåõàé M(x; y) ∈ Γg, òîáòî

M :

{
x = ∆Q2

α1α2...αn...
,

y = g(x) = α1

2
+ α2

22
+ ...+ αn

2n
+ ...;

i γi(M) = M ′(x′; y′) :

{
x′ = ∆Q2

iα1...αn...
,

y′ = ∆2
iα1...αn...

.

Î÷åâèäíî, ùî y′ = g(x′). Îòæå, Γi ⊂ Γg.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî Γg ⊂ Γ0 ∪ Γ1. Íåõàé M(x; y) ∈ Γg, òîáòî x = ∆Q2
α1α2...αn...

,

y = ∆2
α1α2...αn...

. Òîäi àáî α1 = 0, àáî α1 = 1. Íåõàé α1 = i, òîáòî x = ∆Q2

iα2α3...αn...
,

y = ∆2
iα2α3...αn...

. Î÷åâèäíî, ùî γi(M0(x0; y0)) = M(x; y) ∈ Γi, äå x0 = ∆Q2
α2α3...αn...

,

y0 = ∆2
α2α3...αn...

. Òàêèì ÷èíîì, Γg = Γ0 ∪ Γ1.

Íàñëiäîê 4. Ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü

1∫
0

g(x)dx = q1 = 1− q0.
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6 Âàðiàöiéíi âëàñòèâîñòi

Ëåìà 8. ßêùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi (λn) íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ âèêîíóþòüñÿ íåðiâ-

íîñòi λn > 1, λk < 1, n, k ∈ N, òî ôóíêöiÿ f(x) íiäå íå ìîíîòîííà.

Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (nk)

òàêà, ùî λnk > 1, à λnk+1 < 1. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâåäåííÿ íiäå íå ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨

äîñèòü ïîêàçàòè, ùî âîíà íå ¹ ìîíîòîííîþ íà æîäíîìó ç Q2-öèëiíäðiâ.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé öèëiíäð ∆Q2
c1...cm

i éîìó íàëåæíèé öèëiíäð ∆Q2
c1...cm...cnk

. Òî÷êè

x1 = ∆Q2

c1...cnk1(0), x2 = ∆Q2

c1...cnk11(0), x3 = ∆Q2

c1...cnk111(0) íàëåæàòü îñòàííüîìó, ïðè÷îìó

x1 < x2 < x3. Çãiäíî ç âèùå âêàçàíîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ ìà¹ìî f(x2) = λnk+2f(x1),

f(x3) = λnk+3f(x2). Îñêiëüêè

[f(x2)− f(x1)][f(x3)− f(x2)] = f(x1)f(x2)[λn+2 − 1][λn+3 − 1] < 0,

òî ôóíêöiÿ f íà öèëiíäði ∆Q2
c1...cm...cnk

, à îòæå, i íà öèëiíäði ∆Q2
c1...cm

, íå ¹ ìîíîòîííîþ.

Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî (a; b) ⊂ [0; 1] ëåãêî âêàçàòè öèëiíäð, ÿêèé ïîâíiñòþ íàëåæèòü

iíòåðâàëó (a; b), òî ç äîâiëüíîñòi âèáîðó ðîçãëÿíóòîãî öèëiíäðà âèïëèâà¹ âèñíîâîê: ôóí-

êöiÿ f íiäå íå ìîíîòîííà.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâè äàíîãî òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî vn = (−1)k−1

2k
, àëå â

öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ íå ¹ íåïåðåðâíîþ.

Òåîðåìà 5. ßêùî íåðiâíiñòü vn < rn âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêiñòü çíà÷åíü

n, òî ôóíêöiÿ f ¹ íiäå íå ìîíîòîííîþ.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî êîëè vn < rn, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå s = s(n), ùî âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü vn < vn+1 + vn2 + ...+ vn+s.

Äëÿ îá ðóíòóâàííÿ âèñíîâêó òåîðåìè äîñèòü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ìîíîòîííîþ

íà æîäíîìó ç Q2-öèëiíäðiâ. Íåõàé ∆Q2
c1...cm

� äîâiëüíèé Q2-öèëiíäð. Ðîçãëÿíåìî òî÷êè:

x1 = ∆Q2

c1...cm 1...1︸︷︷︸
k

(0)
, x2 = ∆Q2

c1..cm 1...1︸︷︷︸
k−1

0 1...1︸︷︷︸
l

(0)
, x3 = ∆Q2

c1..cm 1...1︸︷︷︸
k−1

0 1...1︸︷︷︸
p

(0)
, äå vm+k < rm+k,

l < p, vm+k < vm+k+1 + vm+k+2 + ...+ vm+k+p.

Î÷åâèäíî, ùî x2 < x3 < x1, ðàçîì ç öèì,

ϕ(x3)− ϕ(x1) = (vm+k+1 + vm+k+2 + ...+ vm+k+p)− vm+k > 0,

ϕ(x3)− ϕ(x2) = (vm+l+1 + vm+l+2 + ...+ vm+k+p) > 0.

Òîäi ôóíêöiÿ ϕ(x) � íå ¹ ìîíîòîííà íà ∆Q2
c1...cm

. À îòæå, òàêîþ ¹ i f(x) = eϕ(x).

Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâå çàóâàæåííÿ, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ôóíêöiÿ f(x) íiäå íå ìîíî-

òîííà.

7 Óçàãàëüíåííÿ êîíñòðóêöi¨

Ïåðåõiä âiä êëàñè÷íîãî äâiéêîâîãî çîáðàæåííÿ äî Q2-çîáðàæåííÿ çáàãàòèâ ñiì'þ

ñèíãóëÿðíî íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè i ôóíêöiÿìè ç ðiçíîïëàíîâèìè ôðàêòàëüíèìè
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âëàñòèâîñòÿìè. ßêùî çàìiñòü Q2-çîáðàæåííÿ àðãóìåíòà âèêîðèñòîâóâàòè éîãî óçàãàëü-

íåííÿ � Q∗2-çîáðàæåííÿ, òî êëàñ ôóíêöié S ñóòò¹âî ðîçøèðþ¹òüñÿ, çáàãà÷óþ÷èñü íå ëè-

øå êiëüêiñòþ îá'¹êòiâ, à é ôóíêöiÿìè ç ïðèíöèïîâî íîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïðè öüîìó

÷àñòèíà íàâåäåíèõ ôàêòiâ çàëèøèòüñÿ ïðàâèëüíèìè.
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Pratsiovytyi M.V., Goncharenko Ya.V., Dmytrenko S.O., Lysenko I.M., Ratushniak S.P. About

one class of functions with fractal properties, Bukovinian Math. Journal. 6, 1 (2021), 273�283.

We consider one generalization of functions, which are called as ¾binary self-similar functi-

ons¿ by Bl. Sendov. In this paper, we analyze the connections of the object of study with well

known classes of fractal functions, with the geometry of numerical series, with distributions of

random variables with independent random digits of the two-symbol Q2-representation, with

theory of fractals. Structural, variational, integral, di�erential and fractal properties are studied

for the functions of this class.


