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ПРО ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ФОРМУЛИ ДЛЯ ПОХIДНОЇ ДОБУТКУ

Описано всi пари лiнiйних функцiоналiв, якi задовольняють узагальнення формули для
похiдної добутку n множникiв.

We describe all pairs of linear functionals that satisfy a generalized formula for the derivative
of the product.

Нехай G – довiльна область комплексної
площини i H(G) – простiр усiх аналiтичних
в G функцiй, що надiлений топологiєю ком-
пактної збiжностi. В [1] Л.А. Рубел, узагаль-
нюючи формулу для диференцiювання до-
бутку двох функцiй, поставив i розв’язав за-
дачу, про знаходження всiх пар лiнiйних не-
перервних функцiоналiв L та M на просторi
H(G), якi задовольняють спiввiдношення

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f) (1)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше в [2] Н.Р. Нандакумар розв’я-
зав задачу Рубела в класi лiнiйних функцiо-
налiв на просторi H(G). В [3] дослiдженi
розв’язки узагальненого рiвняння Рубела, а
в [4] описано всi пари лiнiйних неперервних
операторiв, якi дiють у просторiH(G) i задо-
вольняють спiввiдношення, яке є оператор-
ним аналогом класичного рiвняння Рубела.

В данiй статтi розв’язана задача про опис
пар лiнiйних функцiоналiв на певних про-
сторах аналiтичних функцiй, якi задоволь-
няють деяке спiввiдношення, що є аналогом
формули знаходження похiдної вiд добутку
n множникiв.

Нехай F – довiльна множина компле-
ксних чисел. Через H позначимо векторний
простiр, який складається з аналiтичних на
множинi F функцiй i володiє наступними
властивостями:

1◦) простiр H мiстить усi многочлени;
2◦) для довiльної функцiї f ∈ H i довiль-

ної точки z0 ∈ F функцiя

g(z) =

{
f(z)−f(z0)

z−z0
при z 6= z0,

f ′(z0) при z = z0.

належить до простору H;
3◦) для довiльної точки z1 6∈ F функцiя

f(z) = 1
z−z1

належить до простору H;
4◦) добуток будь-яких двох функцiй з

простору H належить H.
Через H∗ позначатимемо простiр усiх лi-

нiйних функцiоналiв на просторi H. Наве-
демо спочатку допомiжне твердження сто-
совно опису мультиплiкативних функцiона-
лiв для n множникiв.

Лема. Для того, щоб ненульовий фун-
кцiонал L ∈ H∗ задовольняв спiввiдношення

L

(
n∏

j=1

fj

)
=

n∏
j=1

L(fj) (2)

для деякого натурального n > 2 i довiльних
функцiй fj ∈ H, j = 1, 2, . . . , n, необхiдно i
достатньо, щоб L зображався у виглядi

L(f) = exp

(
2πi

n− 1
k

)
f(z0), (3)

де z0 – деяка точка з множини F , а k –
деяке число, k = 0, n− 2.

Доведення. При n = 2 твердження ле-
ми є правильним i доводиться аналогiчно,
як i вiдповiдна теорема з [5] стосовно опису
мультиплiкативних функцiоналiв на просто-
рi H(G).

Нехай далi n – довiльне натуральне чи-
сло, яке бiльше або рiвне за 3 i ненульовий
функцiонал L ∈ H∗ задовольняє спiввiдно-
шення (2). Покладаючи в (2) f3 = f4 = . . . =
fn = 1, одержимо, що для довiльних фун-
кцiй f1, f2 ∈ H виконується рiвнiсть

L(f1f2) = an−2L(f1)L(f2), (4)
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де a = L(1). З (4) при f1 = f2 = 1 випливає,
що an = a. Оскiльки a 6= 0, то a = exp

(
2πi
n−1

k
)

для деякого k, k = 0, n− 2. З (4) випливає,
що функцiонал L1 = an−2L є мультиплiка-
тивним. Значить iснує точка z0 ∈ F така,
що L1(f) = f(z0) для f ∈ H. Тому функцiо-
нал L зображається у виглядi (3), де z0 –
деяка точка з F . Оскiльки кожен функцiо-
нал (3) є ненульовим i задовольняє (2), то
лема доведена.

Дослiдимо узагальнення рiвняння Рубе-
ла, яке породжене правилом диференцiюва-
ння добутку n множникiв. Нехай n – до-
вiльне фiксоване натуральне число, причо-
му n > 2. Знайдемо всi пари функцiоналiв
L,M ∈ H∗, якi задовольняють спiввiдноше-
ння

L

(
n∏

j=1

fj

)
=

n∑
j=1

M(f1) . . .M(fj−1)

L(fj)M(fj+1) . . .M(fn) (5)

для довiльних функцiй f1, f2, . . . , fn з H.
При n = 2 рiвняння (5) збiгається з кла-

сичним рiвнянням Рубела (1). Методом, за-
пропонованим в [3], одержуємо, що є пра-
вильним наступне твердження.

Теорема 1. Для того, щоб лiнiйнi на
просторi H функцiонали L та M задоволь-
няли спiввiдношення (1), необхiдно i доста-
тньо, щоб пара цих функцiоналiв визнача-
лася однiєю з наступних чотирьох умов:

1) L = 0, M – довiльний лiнiйний фун-
кцiонал на H;

2) L(f) = Cf(z0), M(f) = 1
2
f(z0), де z0 ∈

F , C ∈ C;
3) L(f) = C f(z1)−f(z2)

z1−z2
, M(f) = 1

2
(f(z1) +

f(z2)), де z1, z2 ∈ F , C ∈ C;
4) L(f) = Cf ′(z0), M(f) = f(z0), де z0 ∈

F , C ∈ C.
Нехай тепер n > 3. Припустимо, що пара

лiнiйних функцiоналiв L та M з H∗ задо-
вольняє рiвнiсть (5).

Пiдставляючи в (5) f1 = f2 = . . . =
fn = 1, отримуємо, що (M(1))n−1 = 1

n
або L(1) = 0. Розглянемо спочатку випа-
док, коли (M(1))n−1 = 1

n
i L(1) 6= 0. Тодi

M(1) = 1
n−1√n

exp
(

2πim
n−1

)
, де m – деяке чи-

сло, m = 0, n− 2. Покладаючи в (5) f1 = f ,
f2 = f3 = . . . = fn = 1, одержимо, що

L(f) = C̃ n−1
√

n exp

(
−2πim

n− 1

)
M(f),

де C̃ = L(1), f ∈ H. Оскiльки C̃ 6= 0, то
рiвнiсть (5) набуде вигляду:

M

(
n∏

j=1

fj

)
= n

n∏
j=1

M(fj).

Тому функцiонал M1 = n−1
√

nM задовольняє
спiввiдношення виду (2). Оскiльки M 6= 0,
то, використовуючи лему, одержимо, що

M(f) =
1

n−1
√

n
exp

(
2πik

n− 1

)
f(z0), (6)

де k – деяке число, k = 0, n− 2.
З (6) випливає, що

L(f) = Cf(z0), (7)

де C = C̃ exp
(

2πi(k−m)
n−1

)

Отже, у випадку (M(1))n−1 = 1
n
, пара

функцiоналiв L та M з H∗, яка задовольняє
спiввiдношення (5), визначається формула-
ми (6) i (7), де k – деяке число, k = 0, n− 2,
z0 ∈ F , а C – деяке комплексне число.

Нехай тепер L(1) = 0. Пiдставляючи у (5)
f3 = f4 = . . . = fn = 1, одержимо, що

L(f1f2) = (M(1))n−2(L(f1)M(f2)+L(f2)M(f1))

для довiльних функцiй f1, f2 ∈ H. Якщо
M(1) = 0, то функцiонал L є нульовим. У
випадку L = 0, для будь-якого функцiона-
ла M ∈ H∗, пара функцiоналiв L = 0, M
задовольняє спiввiдношення (5).

Надалi вважатимемо, що L 6= 0. Тодi
M(1) 6= 0. У цьому випадку пара функцiо-
налiв L, M̃ = (M(1))n−2M , задовольняє рiв-
няння (1), загальний розв’язок якого опису-
ється теоремою 1. Розглянемо всi можливi
пари функцiоналiв L та M̃ , якi одержуються
з використанням теореми 1.

1) L = 0; M̃ – довiльний лiнiйний фун-
кцiонал на S. Цей випадок неможливий,
оскiльки L 6= 0.
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2) L(f) = Cf(z0), M̃(f) = 1
2
f(z0), z0 ∈ F ,

C ∈ C. З умови L(1) = 0 випливає, що C =
0, а, отже, L = 0, що також неможливо.

3) L(f) = C f(z1)−f(z2)
z1−z2

, M̃(f) = 1
2
(f(z1) +

f(z2)), де z1, z2 ∈ F , z1 6= z2, C ∈ C, причому
C 6= 0.

Тодi M(p) = 1
2(M(1))n−2 (f(z1)+f(z2)). Звiд-

си отримуємо, що (M(1))n−1 = 1. Для зна-
йдених функцiоналiв L та M спiввiдношен-
ня (5) набуває вигляду

C

z1 − z2

(
n∏

j=1

fj(z1)−
n∏

j=1

fj(z2)

)
=

=
C

2n−1(z1 − z2)

n∑
j=1

n∏

k=1

(fk(z1)+(−1)δk,jfk(z2)),

де δk,j – символ Кронекера. Але при fj(z) =
z−z2

z1−z2
, j = 1, 2, . . . , n звiдси одержимо, що

C
z1−z2

= n
2n−1

C
z1−z2

, що не так, оскiльки C 6= 0
i n > 3.

4) L(f) = Cf ′(z0), M̃(f) = f(z0), де
z0 ∈ F , C ∈ C. Тодi M(f) = 1

(M(1))n−2 f(z0).
Тому (M(1))n−1 = 1 i ми одержуємо па-
ри функцiоналiв L(f) = Cf ′(z0), M(f) =
exp

(
2πik
n−1

)
f(z0), де k – деяке цiле число, k =

0, n− 2.
Таким чином, ми довели необхiднiсть

умов наступної теореми.
Теорема 2. Для того, щоб лiнiйнi на

просторi H функцiонали L та M задоволь-
няли спiввiдношення (5) при n > 3, необхi-
дно i достатньо, щоб пара цих функцiоналiв
визначалася однiєю з наступних чотирьох
умов:

1) L = 0, M – довiльний лiнiйний фун-
кцiонал на H;

2) L(f) = Cf(z0), де z0 ∈ F , C ∈ C;
M(f) = 1

n−1√n
exp

(
2πik
n−1

)
f(z0), k = 0, n− 2;

3) L(f) = Cf ′(z0), де z0 ∈ F , C ∈ C;
M(f) = exp

(
2πik
n−1

)
f(z0), k = 0, n− 2.

Достатнiсть умов теореми 2 встановлює-
ться безпосередньою перевiркою.

Теореми 1 та 2 можна застосувати для
просторiв аналiтичних функцiй H(G), H(G)
[6] та H∞(G) [7], де G – довiльна область
комплексної площини, оскiльки для них ви-
конуються умови 1◦)–4◦).
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