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УМОВИ НЕКОЛИВНОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
РIВНЯНЬ IТО ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Для нелiнiйних стохастичних рiвнянь Iто вивчаються умови неколивностi на пiвосi їх
розв’язкiв. Вiдповiднi достатнi умови данi в термiнах коефiцiєнтiв рiвнянь.

We study non-fluctuating conditions for nonlinear stochastic Ito equations in semi-axis of their
solutions. We provide corresponding sufficient conditions in terms of the coefficients of the equati-
ons.

Вступ. У данiй роботi вивчаються умо-
ви неколивностi траєкторiї розв’язкiв нелi-
нiйних стохастичних рiвнянь Iто на пiвосi.

Розв’язки, траєкторiї яких з ймовiрнiстю
1 мають нескiнченно багато нулiв на пiвосi,
називаються коливними. В противному ви-
падку вони називаються неколивними на до-
датнiй пiвосi.

Як вiдомо, рiвняння Iто другого порядку
є математичними моделями багатьох реаль-
них об’єктiв, що в процесi своєї еволюцiї за-
знають дiї випадкових факторiв. Найпоши-
ренiшими прикладами таких об’єктiв є меха-
нiчнi системи, що знаходяться в полi випад-
кових сил. При цьому вiдповiдне диферен-
цiальне рiвняння другого порядку виражає
закон Ньютона еволюцiї даного об’єкта.

Наявнiсть нескiнченної кiлькостi нулiв
розв’язку говорить про коливний характер
еволюцiї дослiджуваного об’єкта, а тому до-
слiдження коливностi розв’язкiв представ-
ляє як теоретичний, так i практичний iн-
терес. Предметом розгляду даної роботи є
нелiнiйне стохастичне рiвняння Iто другого
порядку

ẍ + p(t, x, ẋ) + q(t, x, ẋ)Ẇ (t) = 0, (1)

що є природним узагальненням детермiно-
ваного рiвняння другого порядку.

Точна постановка задачi i означення бу-
дуть данi в основнiй частинi роботи.

У порiвняннi зi звичайними диференцi-
альними рiвняннями, для яких теорiя ко-
ливностi розв’язкiв досить добре розвине-
на, теорiя коливностi стохастичних систем

ще знаходиться у станi становлення. Це по-
в’язано з тим, що присутнiсть стохастичного
члена в (1) накладає на вивчення його вла-
стивостей коливностi ряд нових, на вiдмiну
вiд детермiнованого випадку (q ≡ 0), тру-
днощiв.

По-перше, оскiльки розв’язками рiвнян-
ня (1) є випадковi процеси, то їх нулi є
випадковими величинами iз певними вла-
стивостями, а тому введення поняття нуля
розв’язку потребує деяких додаткових кон-
струкцiй, на вiдмiну вiд детермiнованого ви-
падку, де нулем розв’язку є звичайний нуль
гладкої функцiї.

По-друге, розв’язки рiвняння (1) на вiд-
мiну вiд детермiнованого випадку мають ли-
ше першу похiдну. Останнє не дозволяє за-
стосувати добре розвинуту в детермiнова-
ному випадку технiку дослiдження колив-
ностi, що пов’язана з випуклiстю розв’язку
мiж двома послiдовними нулями.

По-третє, питання коливностi розв’язкiв
рiвняння (1) є сенс вивчати лише на не-
скiнченних часових iнтервалах, оскiльки на
скiнченних часових iнтервалах в силу теоре-
ми Струка-Варадана про носiй ([1], теор.8.1,
стор. 414) випливає, що розв’язки рiвняння
(1) з додатними ймовiрностями можуть бу-
ти як коливними, так i неколивними.

Вiдзначимо ще одну особливiсть рiвнян-
ня (1) чисто ймовiрнiсного характеру. Рiв-
няння (1), переписане у виглядi системи, є
частинним випадком стохастичних систем
другого порядку. При цьому, здавалося б,
воно повинно наслiдувати всi властивостi
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систем другого порядку. Але дана система є
системою з виродженою дифузiєю, що зна-
чно ускладнює її дослiдження чисто ймовiр-
нiсними методами.

Приведемо короткий огляд вiдомих нам
в цьому напрямку результатiв. Так в роботi
[2] Мао розглядав рiвняння ẍ + kx = hẆ (t),
де W (t) – процес Вiнера. Автор показав, що
розв’язок з початковими даними x(0) = 1,
ẋ(0) = 0 має нескiнченно багато нулiв на пiв-
осi, причому всi вони простi. Тут отриманi
також оцiнки зверху i знизу математичного
сподiвання першого нуля розв’язку.

У роботi [3] автори розглянули бiльш за-
гальний випадок, а саме рiвняння

ẍ + k(t, x, ẋ) = hẆ (t),

для розв’язкiв якого встановлена оцiнка
x2(t) + ẋ2(t) > 0, при t > 0 з ймовiрнiстю
1.

У роботi [4] для лiнiйних рiвнянь
ẍ + (p(t) + q(t)Ẇ (t))x = 0 з використан-
ням методу асимптотичної еквiвалентностi
для стохастичних систем [5] розвинута кла-
сична теорiя коливностi Штурма.

Дана робота складається з трьох частин:
вступ; постановка задачi i основнi означен-
ня; випадок неколивностi.

2. Постановка задачi та основнi
означення. Перейдемо тепер до строгої по-
становки задачi та необхiдних означень. Рiв-
няння (1) будемо розумiти як наступну си-
стему стохастичних рiвнянь:
{

dx1 = x2dt,

dx2 = −p(t, x1, x2)dt− q(t, x1, x2)dW (t).

(2)
Тут x1, x2 ∈ R1, t > 0, W (t) — стандар-
тний процес Вiнера, визначений при t > 0
на деякому повному ймовiрнiсному просторi
(Ω, F, P ) з фiльтрацiєю {Ft, t > 0}, узгодже-
ною з W (t).

Означення 1. Неперервно диференцiйов-
ний при t > 0 з ймовiрнiстю 1 випадковий
процес x(t) будемо називати розв’язком рiв-
няння (1) при t > 0, якщо пара (x(t), ẋ(t)) =
(x1(t), x2(t)) є розв’язком системи (2) при
t > 0.

Вiдносно функцiй p(t, x1, x2) i q(t, x1, x2)
будемо вважати, що вони визначенi i непе-
рервнi в областi t > 0, x1 ∈ R1, x2 ∈ R1

за сукупнiстю змiнних, а також задовольня-
ють там по x1, x2 глобальну умову Лiпшиця
та умову лiнiйного росту. Будемо також вва-
жати, що p(t, 0, 0) = q(t, 0, 0) = 0. Останнє
забезпечує iснування нульового розв’язку у
(2).

Введемо тепер, згiдно з [4], поняття нуля
розв’язку та його коливностi.

По-перше вiдзначимо, що при зроблених
припущеннях розв’язок системи (2) x̄(t) =
(x1(t), x2(t)) iз початковою умовою x̄(t0) =
x̄0 (де x̄0 — Ft0 - вимiрна випадкова величи-
на, що має другий момент) визначений при
t > t0 i сильно єдиний. При цьому, як ви-
пливає з леми 2.3 ([6], стор.205), точка (0, 0)
недосяжна для процесу x̄(t).

У наших позначеннях x1(t) = x(t).
Означення 2. Розв’язок x(t) рiвняння

(1) назвемо нетривiальним при t > t0, якщо

P{x(t) ≡ 0, t > t0} = 0.

Нехай тепер x(t) — деякий нетривiальний
розв’язок рiвняння (1) при t > t0 > 0. Ви-
значимо випадкову величину τ1 наступним
чином:

τ1 = inf {t > t0 |x1(t) = 0}, (3)

якщо множина пiд знаком iнфiнума непоро-
жня, i τ1 = ∞ в противному випадку.

Означення 3. Випадкову величину τ1,
визначену формулою (3), назвемо першим
нулем розв’язку x(t) на iнтервалi t > t0,
якщо τ1 < ∞ з ймовiрнiстю 1.

Враховуючи тепер ту обставину, що
точка (0, 0) недосяжна для процесу
(x1(t), x2(t)), а також гладкiсть компо-
ненти x1(t), можна стверджувати, що в
деякому правому напiвоколi першого нуля
τ1 компонента x1(t) вiдмiнна вiд нуля. Це
дає змогу коректно визначити випадкову
величину τ2:

τ2 = inf{t > τ1 |x1(t) = 0}, (4)

якщо множина пiд знаком iнфiнуму не по-
рожня, i τ2 = ∞ в противному випадку.
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Цю випадкову величину назвемо другим
нулем розв’язку x(t) на iнтервалi t > t0,
якщо τ2 < ∞ з ймовiрнiстю 1.

Далi за iндукцiєю можемо визначити по-
слiдовнiсть нулiв {τn} розв’язку x(t) при
t > t0. При цьому два нулi τn−1 i τn назве-
мо послiдовними нулями розв’язку x(t) на
iнтервалi t > t0.

Якщо в даних побудовах t0 = 0, то будемо
говорити про нулi розв’язку на пiвосi.

Означення 4. Нетривiальний розв’язок
x(t) рiвняння (1) назвемо осцилюючим (ко-
ливним) на пiвосi t > 0, якщо вiн має
там нескiнченно багато нулiв. В противно-
му випадку розв’язок назвемо неколивним.

3. Нелiнiйний випадок неколивно-
стi. Приведемо результат про неколивнiсть
розв’язкiв рiвняння (1). Для його отримання
суттєву роль вiдiграє теорема про iнварiан-
тнiсть полiтопа [7] для розв’язкiв стохасти-
чної системи. Приведемо узагальнення вiд-
повiдного результату iз [7].

Розглянемо в просторi Rm систему стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь Iто

dx = f(t, x)dt + g(t, x)dW (t), (5)

де x ∈ Rm, f : [0,∞) × Rm → Rm, g = [gij] :
[0,∞)×Rm → Rm×Rr, W (t) — r-мiрний про-
цес Вiнера з незалежними компонентами.

Будемо вважати, що функцiї f i g задо-
вольняють стандартнi умови iснування та
сильної єдиностi розв’язку задачi Кошi (на-
приклад: глобальна умова Лiпшиця по x, лi-
нiйний рiст за цiєю ж змiнною та неперерв-
нiсть за сукупнiстю змiнних).

Нехай a, n ∈ Rm. Через P (a, n) позначимо
наступну множину в Rm:

P (a, n) = {x ∈ Rm |(x− a, n) > 0}.
Тут (·, ·) — звичайний скалярний добуток,
| · | — норма вектора, ‖ · ‖ — норма матрицi,
що узгоджена з нормою вектора.

Полiтопом в просторi Rm називається на-
ступна множина:

⋂
α∈I

P (aα, nα), (6)

де I = {1, 2, . . . N} — скiнченний набiр нату-
ральних чисел.

Означення 5. Множину K ∈ Rm назве-
мо iнварiантною для системи (5), якщо для
кожного її розв’язку, такого, що x(τ) ∈ K
з ймовiрнiстю 1, виконується умова

P{x(t) ∈ K, ∀t > τ} = 1.

Тут τ – марковський момент часу вiдносно
фiльтрацiї {Ft}.

Зауваження. Означення 5 є узагальне-
нням означення iнварiантностi iз [7] на ви-
падок випадкового моменту часу.

Вiдносно iнварiантностi множини (6)
справедлива наступна теорема.

Теорема 1. Нехай K =
⋂

α∈I

P (aα, nα) —

полiтоп в Rm. Припустимо, що коефiцiєн-
ти f(t, x) i g(t, x) системи (5) визначенi
при t > 0 i x ∈ Rm та задовольняють умо-
ви глобального лiнiйного росту по x та гло-
бальну по x умову Лiпшиця.

Множина K є iнварiантною для систе-
ми (5) тодi i тiльки тодi, коли для кожно-
го α ∈ I i x ∈ K таких, що (x− aα, nα) = 0
виконуються умови:

(f(t, x), nα) > 0, (gj(t, x), nα) = 0

для t > 0, j = 1, r.
Тут gj — j-й вектор-стовпчик матрицi

g = [gi,j].
Доведення даної теореми проводиться за

тiєю ж схемою, що i вiдповiдний результат
iз [7] з замiною нульового моменту часу на
довiльний маркiвський момент τ такий, що
x(τ) ∈ K з ймовiрнiстю 1.

Повернемося тепер до рiвняння (1), яке
ми як i ранiше будемо розумiти як систему
рiвнянь (2).

Вiдносно функцiй p(t, x1, x2) i q(t, x1, x2)
будемо вважати виконаними умови другої
частини роботи.

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 2. Нехай функцiї p та q задо-

вольняють вказанi перед теоремою умови.
Якщо ж до того:

1) p(t, x1, 0) > 0 при x1 < 0, t > 0;

2) p(t, x1, 0) 6 0 при x1 > 0, t > 0;

3) q(t, x1, 0) = 0 при t > 0, x1 ∈ R1,

(7)
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то всi нетривiальнi розв’язки рiвняння (1)
неколивнi на додатнiй пiвосi.

Доведення. Розглянемо фазову площи-
ну x1Ox2 для системи (2). При цьому ко-
ординатнi осi розбивають її на чотири ква-
дранти. Покажемо, що перший i третiй з них
є iнварiантними для системи (2).

Перший квадрант є полiтопом типу (6),
якщо його записати у виглядi

M = {(x1, x2) : x1 > 0; x2 > 0}.
При цьому a1 = 0, n1 = l1 = (1, 0)∗, a2 = 0,
n2 = l2 = (0, 1)∗. Тут ∗ — означає транспо-
нування. Тодi, очевидно

M =
⋂
α∈I

P (aα, nα),

де I = {1; 2}. Границями даного полiтопа є
лiнiї

j1 = {(x1, x2) |x1 = 0, x2 > 0} та
j2 = {(x1, x2) |x1 > 0, x2 = 0}.

Функцiї f та g, що фiгурують у теоремi
1, мають вигляд:

f(t, x1, x2) =

(
x2

−p(t, x1, x2)

)
,

g(t, x1, x2) =

(
0

−q(t, x1, x2)

)
.

Перевiримо тепер виконання умов теоре-
ми 1.

Для границi j1 маємо

(f, n1) = (f, l1) = x2 > 0, (g, n1) = (g, l1) = 0.

Для границi j2, в силу умов (7), отримуємо:

(f, n2) = (f, l2) = −p(t, x1, 0) > 0,

(g, n2) = (g, l2) = −q(t, x1, 0) = 0.

Таким чином, виконанi всi умови тео-
реми 1. Отже множина M є iнварiантною
для системи (2). Останнє означає, що кри-
ва (x1(t), x2(t)) з ймовiрнiстю 1 не перетинає
лiнiю x1 = 0. Вiдзначимо також, що в силу

першого рiвняння в (2) маємо
dx1

dt
= x2 > 0,

а тому крива (x1(t), x2(t)) i не дотикається
до лiнiї x1 = 0.

Iнварiантнiсть третього квадранту ви-
пливає з аналогiчних мiркувань, якщо за-
мiсть множини M розглянути множину по-
лiтоп

M1 = {(x1, x2) |x1 6 0, x2 6 0}.

При цьому також маємо, що
dx1

dt
= x2 <

0, а тому крива (x1(t), x2(t)) не тiльки не пе-
ретинає лiнiю x1 = 0, але й не дотикається
до неї.

Отже, якщо нетривiальнi розв’язки си-
стеми (2) стартують iз першого чи третьо-
го квадранту, то вони в них i залишаються,
не перетинаючи лiнiю x1 = 0. Для розв’язку
рiвняння (1) з початковими даними x(0) > 0
i ẋ(0) > 0, або x(0) < 0, ẋ(0) 6 0, це означає
його неколивнiсть.

Розглянемо тепер розв’язок рiвняння (1),
що стартує iз другого квадранту (чи його
границi). Якщо вiн є коливним, то вiн має
принаймнi один нуль τ1. Це означає, що з
ймовiрнiстю 1 x(τ1) = 0.

З першого рiвняння системи (2) при цьо-
му випливає, що ẋ(τ1) > 0. А тому крива
(x1(t), x2(t)) при значеннях t з деякого пра-
вого околу точки τ1 попадає в перший ква-
дрант. В силу його iнварiантностi вона там
i залишається. Отже, розв’язок, що стартує
iз другого квадранту, може перетворитися в
нуль не бiльше одного разу, а отже є неко-
ливним.

Аналогiчно доводиться i неколивнiсть
розв’язкiв, що стартують iз четвертого ква-
дранту.

Теорема доведена.
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