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ðÿäêîâî îáìåæåíîãî îðòîãîíàëüíî àäèòèâíîãî îïåðàòîðà ìiæ âåêòîðíèìè  ðàòêàìè äî-

ñòàòíüî, ùîá âií áóâ ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì òà ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íå-

ïåðåðâíèì (âiäîáðàæåííÿ f : E → F ìiæ âåêòîðíèìè  ðàòêàìè E òà F ìè íàçèâà¹ìî

ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì, ÿêùî ëàòåðàëüíî çðîñòàþ÷i ïîðÿäêîâî çáiæíi ñi-
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Äîñëiäæåííÿìè âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ íàðiçíîþ òà ñóêóïíîþ íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöié

äâîõ çìiííèõ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè ìàòåìàòèêè çàéìàþòüñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç

äèñåðòàöi¨ Ð. Áåðà (1899). Îñîáëèâîãî óñïiõó â öié òåìàòèöi äîñÿãëè ìàòåìàòèêè çà

îñòàííi 40 ðîêiâ, çàâäÿêè äiÿëüíîñòi ìàòåìàòè÷íî¨ øêîëè Âîëîäèìèðà Êèðèëîâè÷à Ìà-

ñëþ÷åíêà â ×åðíiâöÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, òà áiáëiîãðàôiþ ó âêàçàíié ðîáîòi). Îäíi¹þ ç

íàéâàæëèâiøèõ çàäà÷ ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ ïèòàííÿ, íàñêiëüêè �âåëèêîþ� ìóñèòü áóòè

ìíîæèíà âñiõ òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X×Y → Z

â çàëåæíîñòi âiä âëàñòèâîñòåé òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X, Y, Z.

Â äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äâà âàæëèâi ÷àñòêîâi âèïàäêè ïîðÿäêîâî¨ çáiæíîñòi:

ãîðèçîíòàëüíó òà ðiâíîìiðíó ïîðÿäêîâó çáiæíiñòü. Ïiä ãîðèçîíòàëüíî-ïîðÿäêîâîþ (âiä-

ïîâiäíî, ðiâíîìiðíî-ïîðÿäêîâîþ) íåïåðåðâíiñòþ ìè ðîçóìi¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨
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f : êîæíó ãîðèçîíòàëüíî çáiæíó ñiòêó (âiäïîâiäíî, ðiâíîìiðíî çáiæíó ñiòêó) â E ôóíêöiÿ

f ïåðåâîäèòü ó ïîðÿäêîâî çáiæíó ñiòêó â F .

Íàñòóïíà çàäà÷à ìà¹ ïåâíó àíàëîãiþ iç çàäà÷åþ ïðî çâ'ÿçêè ìiæ íàðiçíîþ òà ñóêó-

ïíîþ íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöié.

Ïðîáëåìà 1. Çà ÿêèõ óìîâ íà âåêòîðíó  ðàòêó E ç ãîëîâíîþ ïðîåêòèâíîþ âëàñòèâi-

ñòþ, ïîðÿäêîâî ïîâíó âåêòîðíó  ðàòêó F òà ðåãóëÿðíèé îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèé îïå-

ðàòîð T ç ãîðèçîíòàëüíî-ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi òà ðiâíîìiðíî-ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâ-

íîñòi îïåðàòîðà T âèïëèâà¹ éîãî ïîðÿäêîâà íåïåðåðâíiñòü?

Ìè äà¹ìî ïîçèòèâíó âiäïîâiäü çà òàêèõ óìîâ: E ìà¹ ãîëîâíó ïðîåêòèâíó âëàñòèâiñòü

i ãîðèçîíòàëüíó âëàñòèâiñòü �ãîðîâà, F ïîðÿäêîâî ïîâíà òà T ¹ îáîëîíêîþ äåÿêîãî

ïîðÿäêîâî îáìåæåíîãî îðòîãîíàëüíî àäèòèâíîãî îïåðàòîðà.

1 Ïîïåðåäíÿ iíôîðìàöiÿ

Çàãàëüíi âiäîìîñòi. Çàãàëüíî ïðèéíÿòó òåðìiíîëîãiþ òà ïîçíà÷åííÿ ç òåîði¨ âå-

êòîðíèõ  ðàòîê ìè çàïîçè÷èëè ç ïiäðó÷íèêà Àëiïðàíòiñà i Áóðêiíøàâà [3]. Ùîäî ìåíø

ðîçïîâñþäæåíèõ ïîíÿòü, ìè íèæ÷å íàâîäèìî äåÿêó íåîáõiäíó iíôîðìàöiþ. Ñèìâîëîì

Lr(E,F ) ìè ïîçíà÷à¹ìî âåêòîðíó  ðàòêó âñiõ ðåãóëÿðíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü

ç E â F . Ðiâíiñòü x =
⊔n
i=1 xi îçíà÷à¹, ùî x =

∑n
i=1 xi òà xi ⊥ xj ïðè i 6= j. Åëåìåíò

x âåêòîðíî¨  ðàòêè E íàçèâà¹òüñÿ ôðàãìåíòîì åëåìåíòà y ∈ E (ïèøåìî x v y), ÿêùî

x ⊥ (y− x). Çàçíà÷èìî, ùî v ¹ ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà E, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ëàòåðàëü-

íèì ïîðÿäêîì íà E. (äèâ. [6] äëÿ ïîäàëüøî¨ iíôîðìàöi¨ ñòîñîâíî ëàòåðàëüíîãî ïîðÿäêó).

×åðåç Fe ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ ôðàãìåíòiâ åëåìåíòà e âåêòîðíî¨  ðàòêè E, ÿêà ¹

áóëåâîþ àëãåáðîþ ç íóëåì 0, îäèíèöåþ e âiäíîñíî îïåðàöié x∪∪∪ y = (x+∨ y+)− (x−∨ y−)

òà x∩∩∩ y = (x+ ∧ y+)− (x− ∧ y−) (x∪∪∪ y âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê ñóïðåìóì, à x∩∩∩ y � ÿê iíôiìóì

äâîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè {x, y} ⊆ Fe ïî âiäíîøåííþ äî ëàòåðàëüíîãî ïîðÿäêó v ÿê â Fe,

òàê i â E), [6, Proposition 3.4]. ßêùî e � ïðîåêöiéíèé åëåìåíò âåêòîðíî¨  ðàòêè E, òî

÷åðåç Pe ìè ïîçíà÷à¹ìî ïîðÿäêîâó ïðîåêöiþ ç E íà ñìóãó Be, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì e,

äiþ ÿêî¨ íà äîâiëüíîìó äîäàòíîìó åëåìåíòi x ∈ E+ ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ [3,

Theorem 1.47]

Pe x = sup
n∈N

(x ∧ n|e|). (1)

Êàæóòü, ùî ñiòêà (xα)α∈A ó âåêòîðíié  ðàòöi E ¹

� ñèëüíî ïîðÿäêîâî çáiæíîþ äî ãðàíèöi x ∈ E, ÿêùî iñíó¹ ñiòêà (yα)α∈A â E òàêà,

ùî yα ↓ 0 òà |xα − x| ≤ yα äëÿ äåÿêîãî α0 ∈ A òà âñiõ α ≥ α0 (ïèøóòü xα
s−o−→ x);

� ñëàáêî ïîðÿäêîâî çáiæíîþ äî ãðàíèöi x ∈ E, ÿêùî iñíó¹ ñiòêà (yβ)β∈B â E òàêà,

ùî yβ ↓ 0 i äëÿ êîæíîãî β ∈ B iñíó¹ iíäåêñ α0 ∈ A òàêèé, ùî |xα − x| ≤ yβ äëÿ

âñiõ α ≥ α0 (ïèøóòü xα
w−o−→ x).

Êîæíà ñèëüíî ïîðÿäêîâî çáiæíà ñiòêà ñëàáêî ïîðÿäêîâî çáiãà¹òüñÿ äî òi¹¨ æ ñàìî¨

ãðàíèöi, àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå [1]. ßêùî E ïîðÿäêîâî ïîâíà, àáî ñiòêà (xα)α∈A
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ìîíîòîííà, òî ñèëüíà òà ñëàáêà ïîðÿäêîâà çáiæíîñòi åêâiâàëåíòíi [1] (ó öèõ âèïàäêàõ

ìè ïèñàòèìåìî xα
o−→ x).

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó íàì áóäå ïîòðiáíå íàñòóïíå ïðîñòå, àëå êîðèñíå

ñïîñòåðåæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1 ([8]). Íåõàé (xα)α∈A � ñiòêà ó âåêòîðíié  ðàòöi E òà x ∈ E. Òîäi íàñòóïíi
óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) xα
w−o−→ x;

(ii) iñíó¹ ñiòêà (zγ)γ∈C â E òàêà, ùî infγ∈C zγ = 0 i äëÿ êîæíîãî γ ∈ C iñíó¹ α0 ∈ A
òàêà, ùî |xα − x| ≤ zγ äëÿ âñiõ α ≥ α0.

Ñiòêà (xα)α∈A ó âåêòîðíié  ðàòöi E íàçèâà¹òüñÿ iñòîòíî ëàòåðàëüíî îáìåæåíîþ,

ÿêùî iñíóþòü e ∈ E òà iíäåêñ α0 ∈ A òàêi, ùî xα v e äëÿ âñiõ α ≥ α0. Iñòîòíî ëàòåðàëüíî

îáìåæåíà ïîðÿäêîâî çáiæíà äî åëåìåíòà x ∈ E ñiòêà (xα)α∈A íàçèâà¹òüñÿ ëàòåðàëüíî

çáiæíîþ äî x ñiòêîþ (ó öüîìó âèïàäêó ïèøóòü xα
`−→ x). Â äåÿêié ëiòåðàòóði (çîêðåìà,

â [5]) ïiä ëàòåðàëüíî çáiæíîþ ñiòêîþ ðîçóìiþòü ëèøå ëàòåðàëüíî çðîñòàþ÷i ïîðÿäêîâî

çáiæíi ñiòêè; ìè æ äëÿ öüîãî íàäçâè÷àéíî âàæëèâîãî ïiäêëàñó ëàòåðàëüíî çáiæíèõ ñiòîê

âèêîðèñòîâó¹ìî òåðìií �ãîðèçîíòàëüíî çáiæíi ñiòêè�. Òî÷íiøå, ìè ãîâîðèìî, ùî ñiòêà

(xα)α∈A ó âåêòîðíié  ðàòöi E ãîðèçîíòàëüíî çáiãà¹òüñÿ äî x ∈ E (ïèøåìî xα
h−→ x),

ÿêùî xα v xβ äëÿ âñiõ iíäåêñiâ α < β òà x ¹ íàéìåíøîþ âåðõíüîþ ìåæåþ ñiòêè (xα) âiä-

íîñíî ïîðÿäêó v. Ãîðèçîíòàëüíà çáiæíiñòü ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïîðÿäêîâî¨ çáiæíîñòi

(ëåãêî áà÷èòè, ùî ãîðèçîíòàëüíî çáiæíà ñiòêà ñèëüíî ïîðÿäêîâî çáiãà¹òüñÿ äî òi¹¨ æ

ñàìî¨ ãðàíèöi). Ïðîòå, â îêðåìèõ âèïàäêàõ ãîðèçîíòàëüíà çáiæíiñòü ìîæå çàìiíèòè ïî-

ðÿäêîâó çáiæíiñòü ó ïîâíîìó îáñÿçi. Íàïðèêëàä, ãîðèçîíòàëüíå çàìèêàííÿ ïîðÿäêîâîãî

iäåàëó çáiãà¹òüñÿ ç éîãî ïîðÿäêîâèì çàìèêàííÿì [4]. Êðiì òîãî, ïîðÿäêîâó íåïåðåðâíiñòü

ðåãóëÿðíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà äîñòàòíüî ïåðåâiðÿòè ëèøå íà ãîðèçîíòàëüíî çáiæíèõ

ñiòêàõ ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ (äèâ. òåîðåìó 2 íèæ÷å).

Êîðèñíî çàóâàæèòè, ùî ÿêùî ëàòåðàëüíî çáiæíà ñiòêà (xα)α∈A ¹ iñòîòíî ëàòåðàëüíî

îáìåæåíîþ åëåìåíòîì e ∈ E, òî ëàòåðàëüíà ãðàíèöÿ x öi¹¨ ñiòêè òåæ ¹ ôðàãìåíòîì e [6,

Proposition 4.5], à òàêîæ ìàæîðóþ÷ó ñiòêó äëÿ |xα−x| ìîæíà âèáðàòè ñåðåä ôðàãìåíòiâ
åëåìåíòà |e| [6, Proposition 4.6].

Ñiòêà (xα)α∈A â E íàçèâà¹òüñÿ çáiæíîþ äî x ∈ E

� e-ðiâíîìiðíî, äå e ∈ E+, ÿêùî ∀n ∈ N ∃α0 ∈ A ∀α ≥ α0 |xα − x| ≤ 1
n
e; ó öüîìó

âèïàäêó ìè ïèøåìî xα
e

⇒ x;

� ðiâíîìiðíî, ÿêùî (xα)α∈A çáiãà¹òüñÿ äî x e-ðiâíîìiðíî äëÿ äåÿêîãî e ∈ E+; ó öüîìó

âèïàäêó ìè ïèøåìî xα ⇒ x.

Î÷åâèäíî, êîæíà ðiâíîìiðíî çáiæíà ñiòêà ñëàáêî ïîðÿäêîâî çáiãà¹òüñÿ äî òi¹¨ æ

ñàìî¨ ãðàíèöi. Ìåíø î÷åâèäíèì àëå iñòèííèì ¹ òîé ôàêò, ùî êîæíà ðiâíîìiðíî çáiæíà

ñiòêà ñèëüíî ïîðÿäêîâî çáiãà¹òüñÿ äî òi¹¨ æ ñàìî¨ ãðàíèöi.

Íåõàé E,F � âåêòîðíi  ðàòêè, ïðè÷îìó F � ïîðÿäêîâî ïîâíà. Êàçàòèìåìî, ùî ôóí-

êöiÿ f : E → F ¹
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� ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíîþ1, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ñiòêè (xα) â E òà äî-

âiëüíîãî x ∈ E ç óìîâè xα
h−→ x âèïëèâà¹, ùî f(xα)

o−→ f(x);

� ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ñiòêè (xα) â E òà äîâiëüíîãî

x ∈ E ç óìîâè xα ⇒ x âèïëèâà¹, ùî f(xα)
o−→ f(x).

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè óìîâà ãîðèçîíòàëüíî¨ çáiæíîñòi ñiòîê ñèëüíiøà çà ëàòåðàëü-

íó çáiæíiñòü, òî óìîâà ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi ñëàáøà, íiæ ïîíÿòòÿ

ëàòåðàëüíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü. À îòæå, òâåðäæåííÿ ïðî ãîðèçîí-

òàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ ñèëüíiøi çà àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ïðî ëà-

òåðàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ.

ßêùî æ ÿêàñü ç íàâåäåíèõ âèùå óìîâ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé, òî ìè ãî-

âîðèìî, ùî f ¹ ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî σ-íåïåðåðâíîþ ÷è ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî σ-

íåïåðåðâíîþ, â çàëåæíîñòi âiä êîíêðåòíîãî âèïàäêó. Íàâåäåíi îçíà÷åííÿ ãîðèçîíòàëüíî

ïîðÿäêîâî¨ òà ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî áóäü-

ÿêîãî òèïó ïîðÿäêîâî¨ çáiæíîñòi (ñëàáêî¨ ÷è ñèëüíî¨) äëÿ îçíà÷åííÿ ãîðèçîíòàëüíî-

ñèëüíî ïîðÿäêîâî, ðiâíîìiðíî-ñèëüíî ïîðÿäêîâî, ãîðèçîíòàëüíî-ñëàáêî ïîðÿäêîâî à òà-

êîæ ðiâíîìiðíî-ñëàáêî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨. Îäíàê â óñiõ íàâåäåíèõ íèæ÷å

òâåðäæåííÿõ âiä âåêòîðíî¨  ðàòêè îáðàçiâ F çàâæäè âèìàãà¹òüñÿ ïîðÿäêîâà ïîâíîòà, à

îòæå ñèëüíà òà ñëàáêà çáiæíîñòi ñiòîê íà F ðiâíîñèëüíi i ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

òåðìií ¾ïîðÿäêîâà çáiæíiñòü¿.

Äëÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ç ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹ ïîðÿä-

êîâà íåïåðåðâíiñòü.

Òâåðäæåííÿ 2 (Proposition 3.9 ç [5]). Íåõàé E � âåêòîðíà  ðàòêà ç ãîëîâíîþ ïðîåêòèâ-

íîþ âëàñòèâiñòþ2, F � ïîðÿäêîâî ïîâíà âåêòîðíà  ðàòêà i S ∈ Lr(E,F ).

1. ßêùî S ¹ ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì, òî S � ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèé;

2. ßêùî S ¹ ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî σ-íåïåðåðâíèì, òî S � ïîðÿäêîâî σ-íåïåðåðâíèé.

Îðòîãîíàëüíî àäèòèâíi îïåðàòîðè. Íåõàé E � âåêòîðíà  ðàòêà i F � äiéñíèé ëi-

íiéíèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ T : E → F íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèì îïåðàòîðîì,

ÿêùî T (x+ y) = T (x) + T (y) äëÿ âñiõ x, y ∈ E òàêèõ, ùî x ⊥ y.

Î÷åâèäíî, T (0) = 0 äëÿ äîâiëüíîãî îðòîãîíàëüíî àäèòèâíîãî îïåðàòîðà T . Ìíîæè-

íà âñiõ îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ ç E â F ¹ äiéñíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ç

ïðèðîäíèìè ëiíiéíèìè îïåðàöiÿìè.

Íåõàé E òà F � âåêòîðíi  ðàòêè. Îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèé îïåðàòîð T : E → F

íàçèâà¹òüñÿ:

� äîäàòíèì, ÿêùî Tx ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ â F äëÿ âñiõ x ∈ E;

� ðåãóëÿðíèì, ÿêùî T ¹ ðiçíèöåþ äâîõ äîäàòíèõ îïåðàòîðiâ;

äèç'þíêòíî íåïåðåðâíîþ â iíøié òåðìiíîëîãi¨
principal projection property àíãëiéñüêîþ
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� ïîðÿäêîâî îáìåæåíèì ÷è àáñòðàêòíèì îïåðàòîðîì Óðèñîíà, ÿêùî T âiäîáðàæà¹

ïîðÿäêîâî îáìåæåíi ïiäìíîæèíè E ó ïîðÿäêîâî îáìåæåíi ïiäìíîæèíè F ;

� ëàòåðàëüíî-ïîðÿäêîâî îáìåæåíèì, ÿêùî T (Fe) ¹ ïîðÿäêîâî îáìåæåíîþ ïiäìíî-

æèíîþ F äëÿ äîâiëüíîãî e ∈ E.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíè âñiõ äîäàòíèõ, ðåãóëÿðíèõ, ïîðÿäêîâî îáìåæåíèõ òà ëàòåðàëüíî-

ïîðÿäêîâî îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ ç E ó F ÷åðåç OA+(E,F ), OAr(E,F ), U(E,F ) òà

P(E,F ) âiäïîâiäíî. Çàçíà÷èìî, ùî U(E,F ) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì P(E,F ), ïðè÷îìó

âêëþ÷åííÿ U(E,F ) ⊂ P(E,F ) ¹ ñòðîãèì äëÿ âèïàäêó E = F = R ([7]). Ìè íàäiëÿ¹ìî

OAr(E,F ) òàêèì ïîðÿäêîì: S ≤ T âèêîíó¹òüñÿ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè T −S ¹ äîäàòíèì

îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèì îïåðàòîðîì, òîáòî, Sx ≤ Tx äëÿ âñiõ x ∈ E. Òîäi OAr(E,F )

ñòà¹ âïîðÿäêîâàíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî T : E → F � äîäàòíèé îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèé îïåðàòîð òà

âåêòîð x ∈ E ¹ òàêèì, ùî T (x) 6= 0, òî T (−x) 6= −T (x). Òàêèì ÷èíîì, äîäàòíiñòü îðòî-

ãîíàëüíî àäèòèâíîãî îïåðàòîðà ¹ çîâñiì iíøîþ óìîâîþ, íiæ óìîâà äîäàòíîñòi ëiíiéíîãî

îïåðàòîðà, à ¹äèíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé ¹ äîäàòíèì, ÿê îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèé

îïåðàòîð, ¹ íóëü. Iíøà ði÷, ÿêà iñòîòíî âiäðiçíÿ¹ îðòîãîíàëüíî àäèòèâíi îïåðàòîðè âiä

ëiíiéíèõ, � öå ïîðÿäêîâà îáìåæåíiñòü. Äîáðå âiäîìî i íåâàæíî ïîêàçàòè, ùî êîæíèé

ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé îïåðàòîð ¹ ïîðÿäêîâî îáìåæåíèì. Íàâïàêè, íàâiòü äîäàòíèé îð-

òîãîíàëüíî àäèòèâíèé îïåðàòîð íå çîáîâ'ÿçàíèé áóòè ïîðÿäêîâî îáìåæåíèì. Äiéñíî,

êîæíà ôóíêöiÿ T : R → R ç óìîâîþ T (0) = 0 ¹ îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèì îïåðàòîðîì,

àëå î÷åâèäíî, íå êîæíà òàêà ôóíêöiÿ ¹ ïîðÿäêîâî îáìåæåíîþ.

Äëÿ ïîðÿäêîâî ïîâíèõ âåêòîðíèõ  ðàòîê ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, îòðèìàíà òðå-

òiì àâòîðîì òà Ê. Ðàìäàíå, ÿêà óçàãàëüíþ¹ [5, Theorem 3.2.].

Òåîðåìà 1 ([7],Theorem 3.6). Íåõàé E,F � âåêòîðíi  ðàòêè, ïðè÷îìó F � ïîðÿäêîâî

ïîâíà. ÒîäiOAr(E,F ) = P(E,F ) òàOAr(E,F ) ¹ ïîðÿäêîâî ïîâíîþ âåêòîðíîþ  ðàòêîþ.

Áiëüøå òîãî, äëÿ âñiõ S, T ∈ OAr(E,F ), x ∈ E ìàþòü ìiñöå òàêi òâåðäæåííÿ:

1. (T ∨ S)x = sup{Ty + Sz : x = y t z, y, z ∈ E};

2. (T ∧ S)x = inf{Ty + Sz : x = y t z, y, z ∈ E};

3. T+x = sup{Ty : y v x};

4. T−x = − inf{Ty : y v x};

5. |Tx| ≤ |T |x.

Çà òèõ æå ñàìèõ âèìîã äî E òà F ìíîæèíà U(E,F ) âñiõ àáñòðàêòíèõ îïåðàòîðiâ Óðè-

ñîíà ¹ ïîðÿäêîâî ïîâíîþ âåêòîðíîþ  ðàòêîþ, ÿêà ìà¹ òi æ ñàìi âëàñòèâîñòi (1)-(5) [5,

Theorem 3.2.]. Áiëüøå òîãî, U(E,F ) ¹ ïîðÿäêîâèì iäåàëîì âåêòîðíî¨  ðàòêè OAr(E,F )

[7, Proposition 3.7], ïðîòå íå çàâæäè ¹ ñìóãîþ [7, Example 3.8].
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Îáîëîíêà àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðà Óðèñîíà. Íåõàé E,F � âåêòîðíi  ðàòêè, F

� ïîðÿäêîâî ïîâíà òà T ∈ U(E,F ). Ôóíêöiÿ T̂ : E → F , ùî âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

T̂ (x) = sup
|y|≤|x|

|T |(y), x ∈ E, (2)

¹ äîäàòíèì àáñòðàêòíèì îïåðàòîðîì Óðèñîíà (òîáòî, T̂ ∈ U(E,F )+) [5, Proposition 3.4].

Îïåðàòîð T̂ ìè íàçèâà¹ìî îáîëîíêîþ îïåðàòîðà T . Çàçíà÷èìî, ùî îáîëîíêà ìà¹ òàêi

âëàñòèâîñòi (äèâ. òâåðäæåííÿ 3.4 òà 3.5 ç [9]).

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé E,F � âåêòîðíi  ðàòêè, F � ïîðÿäêîâî ïîâíà òà S, T ∈ U(E,F ).

1. T (x) ≤ T̂ (x) äëÿ âñiõ x ∈ E.

2. ßêùî x ≤ y äëÿ x, y ∈ E, òî T̂ (x) ≤ T̂ (y).

3. ßêùî 0 ≤ S ≤ T , òî Ŝ(x) ≤ T̂ (x) äëÿ âñiõ x ∈ E.

4. Ŝ + T (x) ≤ Ŝ(x) + T̂ (x) äëÿ âñiõ x ∈ E.

5. ßêùî, êðiì òîãî, E ìà¹ ãîëîâíó ïðîåêòèâíó âëàñòèâiñòü, òî
̂̂
T = T̂ .

2 Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2, äëÿ ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíîãî

ðåãóëÿðíîãî îïåðàòîðà äîñòàòíüî ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi. Íàñòóïíèé

ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî öå íå òàê äëÿ îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé 0 ≤ p ≤ ∞. Iñíó¹ ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèé îðòîãî-

íàëüíî àäèòèâíèé ôóíêöiîíàë f : Lp → R, ÿêèé íå ¹ ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì. Áiëüøå

òîãî, f íå ¹ ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ϕ : R → [−1, 1], ïîêëàâøè ϕ(t) = t ïðè |t| ≤ 1 òà

ϕ(t) = 0 ïðè |t| > 1. Äàëi âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ f : Lp → R çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

f(x) =

∫
[0,1]

ϕ
(
x(t)

)
dµ(t).

Îðòîãîíàëüíà àäèòèâíiñòü f âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëà Ëåáå-

 à. Ïîêàæåìî, ùî T � ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèé. Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè

Lp ìà¹ âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi ëàíöþãiâ (êîæíà äèç'þíêòíà ïiäìíîæèíà Lp íå áiëüø,

íiæ çëi÷åííà), òî ãîðèçîíòàëüíî ïîðÿäêîâó íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ íà Lp,

ìîæíà ïåðåâiðÿòè ëèøå íà ïîñëiäîâíîñòÿõ. Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ Lp òà (xn) � ïîñëiäîâ-

íiñòü â Lp òàêà, ùî xn
h−→ x. Ïîêëàäåìî A = {t ∈ [0, 1] : |x(t)| ≤ 1} (çðîçóìiëî, ùî A

âèçíà÷à¹òüñÿ ç òî÷íiñòþ äî ìíîæèíè ìiðè íóëü). Áåðó÷è äî óâàãè xn v x äëÿ âñiõ n,

ìà¹ìî ϕ(xn)|[0,1]\A = 0, à îòæå, âðàõîâóþ÷è ùå é òå, ùî |xn| ≤ |x| ≤ 1 íà A, îòðèìó¹ìî∣∣f(xn)− f(x)
∣∣ =

∣∣∣∫
A

xn dµ−
∫
A

x dµ
∣∣∣ =

∣∣∣∫
A

(xn − x) dµ
∣∣∣ ≤ ∫

A

|xn − x| dµ −→ 0,
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çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáå à ïðî îáìåæåíó çáiæíiñòü (çàóâàæèìî, ùî xn
o−→ x â Lp îçíà-

÷à¹ çáiæíiñòü ìàéæå ñêðiçü ðàçîì iç ïîðÿäêîâîþ îáìåæåíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (xn), äèâ.

[2, Lemma 8.17]). Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî T íå ¹ ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì,

ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ñòàëèõ ôóíêöié xn(t) ≡ 1 + 1
n
äëÿ âñiõ n. Òîäi xn ⇒ 1, äå 1

îçíà÷à¹ ôóíêöiþ, ùî òîòîæíî äîðiâíþ¹ îäèíèöi, f(xn) = 0 äëÿ âñiõ n òà f(1) = 1.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâëþ¹ ïîðÿäêîâó íåïåðåðâíiñòü îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèõ

îïåðàòîðiâ ç ïåâíîãî êëàñó, ÿêi ¹ âîäíî÷àñ ãîðèçîíòàëüíî-ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèìè òà

ðiâíîìiðíî-ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíèìè.

Íåõàé E,F � âåêòîðíi  ðàòêè, ïðè÷îìó F � ïîðÿäêîâî ïîâíà. Àáñòðàêòíèé îïåðàòîð

Óðèñîíà S ∈ U(E,F ) íàçèâàòèìåìî îáîëîíêîþ, ÿêùî S ¹ îáîëîíêîþ äåÿêîãî îïåðàòîðà

T ∈ U(E,F ), òîáòî, S = T̂ .

Çãiäíî ç [8], âåêòîðíà  ðàòêà E ìà¹ ãîðèçîíòàëüíó âëàñòèâiñòü �ãîðîâà, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî x ∈ E, êîæíîãî e ∈ E+ i êîæíî¨ ñiòêè (xα)α∈A â E òàêèõ, ùî xα
o−→ x òà

|xα|+|x| ≤ e äëÿ âñiõ α ∈ A, iñíó¹ ñiòêà (eβ)β∈B ôðàãìåíòiâ åëåìåíòà e òàêà, ùî eβ
h−→ e i

äëÿ êîæíîãî β ∈ B, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
(
|x−xα|∧eβ

) e

⇒α 0. Òóò ñiòêà ôðàãìåíòiâ (eβ)β∈B
âiäiãðà¹ ðîëü ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí, ìiðà ÿêèõ ïðÿìó¹ äî ïîâíî¨ ìiðè, íà êîæíié ç ÿêèõ

äàíà ïîñëiäîâíiñòü ïðÿìó¹ äî ñâî¹¨ ãðàíèöi ðiâíîìiðíî â êëàñè÷íié òåîðåìi �ãîðîâà.

Íàïðèêëàä, êîæíà âèìiðíà âåêòîðíà  ðàòêà ìà¹ ãîðèçîíòàëüíó âëàñòèâiñòü �ãîðîâà,

çîêðåìà, êîæíà âåêòîðíà  ðàòêà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi âèìiðíèõ ôóíêöié íà ïðîñòîði ç

ìiðîþ (Ω,Σ, µ) (êàæóòü, ùî âåêòîðíà  ðàòêà E âèìiðíà, ÿêùî äëÿ êîæíîãî e ∈ E+\{0}
áóëåâà àëãåáðà Fe ¹ âèìiðíîþ).

Ïîðÿäêîâà íåïåðåðâíiñòü â íàñòóïíié òåîðåìi ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ñåíñi ñëàáêî¨ ïîðÿä-

êîâî¨ çáiæíîñòi.

Òåîðåìà 2. Íåõàé E � âåêòîðíà  ðàòêà ç ãîëîâíîþ ïðîåêòèâíîþ âëàñòèâiñòþ òà ãîðè-

çîíòàëüíîþ âëàñòèâiñòþ �ãîðîâà, F � ïîðÿäêîâî ïîâíà âåêòîðíà  ðàòêà. Òîäi êîæíà

îáîëîíêà S ∈ U(E,F ), ÿêà ¹ ãîðèçîíòàëüíî-ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíîþ òà ðiâíîìiðíî-

ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíîþ, ¹ ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèì îïåðàòî-

ðîì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ï. (5) òâåðäæåííÿ 3, T = T̂ = |T | (öi ðiâíîñòi ìè áóäåìî âèêîðèñòî-

âóâàòè äàëi ó äîâåäåííi). Íåõàé (xα)α∈A � ñiòêà â E, x ∈ E òà xα
o−→ x. Íåõàé (uγ)γ∈Γ �

òàêà ñiòêà, ùî uγ ↓ 0 òà äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γ iñíó¹ iíäåêñ αγ ∈ A òàêèé, ùî |x− xα| ≤ uγ
äëÿ âñiõ α ≥ αγ. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé iíäåêñ γ0 ∈ B i ïîêëàäåìî e := uγ0 + 2|x|. Òîäi
|xα| + |x| ≤ e äëÿ âñiõ α ≥ αγ0 . Çà ãîðèçîíòàëüíîþ âëàñòèâiñòþ �ãîðîâà, çàñòîñîâàíîþ

äî ñiòêè (xα)α≥αγ0
, âèáåðåìî ñiòêó (eβ)β∈B ôðàãìåíòiâ åëåìåíòà e, òàêó, ùî eβ

h−→ e à

òàêîæ äëÿ êîæíîãî β ∈ B ìà¹ ìiñöå |x− xα| ∧ eβ
e

⇒α 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Pz ïîðÿäêîâó

ïðîåêöiþ ç E íà ñìóãó Bz, ïîðîäæåíó åëåìåíòîì z ∈ E. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî α ≥ αγ0 i

êîæíîãî β ∈ B îòðèìó¹ìî∣∣T (x)− T (xα)
∣∣ ≤∣∣T (x)− T (Peβx)
∣∣+
∣∣T (Peβx)− T (Peβxα)

∣∣+
∣∣T (Peβxα)− T (xα)

∣∣. (3)
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Îñêiëüêè e = eβ t (e− eβ), òî çà îðòîãîíàëüíîþ àäèòèâíiñòþ T , âèêîðèñòîâóþ÷è (ii) òà

î÷åâèäíå âiäíîøåííÿ T (eβ) ↑, äiñòàíåìî

T (e− eβ) = T (e)− T (eβ) ↓ 0. (4)

Çà î÷åâèäíîþ âëàñòèâiñòþ ïîðÿäêîâî¨ ïðîåêöi¨, Peβu v u, à îòæå,

(∀β ∈ B)(∀u ∈ E) u = Peβu t (u− Peβu). (5)

ßêùî |u| ≤ |e|, òî

|u− Peβu| = |Peu− Peβu| = |Pe−eβu| ≤ |Pe−eβe| = |e− eβ|. (6)

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ {x, xα : α ∈ A}, âèêîðèñòîâóþ÷è îðòîãîíàëüíó àäèòèâ-

íiñòü T , ìè îòðèìó¹ìî

∣∣T (u)− T (Peβu)
∣∣ (5)=

∣∣T (u− Peβu)
∣∣ ≤ T |u− Peβu|

(6)

≤ T (e− eβ); (7)

Çàñòîñîâóþ÷è äâi÷i (7) ñïî÷àòêó äëÿ u = x, à ïîòiì äëÿ u = xα, çà äîïîìîãîþ (3),

îòðèìà¹ìî ∣∣T (x)− T (xα)
∣∣ ≤ 2T (e− eβ) +

∣∣T (Peβx)− T (Peβxα)
∣∣. (8)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî

(∀β ∈ B) Peβxα
e

⇒α Peβx. (9)

Îñêiëüêè eβ v e òà |x− xα| ≤ e äëÿ âñiõ iíäåêñiâ, òî

|x− xα| = Pe|x− xα| = Peβ |x− xα| ∨ Pe−eβ |x− xα|

à îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (1), îòðèìó¹ìî

|x− xα| ∧ eβ =
(
(Peβ |x− xα|) ∧ eβ

)
∨ 0

=
(

sup
n
|x− xα| ∧ neβ

)
∧ eβ = Peβ |x− xα|.

Òàêèì ÷èíîì,

|Peβxα − Peβx| = |Peβ(x− xα)| ≤ Peβ |x− xα| = |x− xα| ∧ eβ
e

⇒α 0,

çâiäêè âèïëèâà¹ (9). Ç ðiâíîìiðíî ïîðÿäêîâî¨ íåïåðåðâíîñòi T òà (9) âèïëèâà¹, ùî

T (Peβx) − T (Peβxα)
o−→α 0 äëÿ âñiõ β ∈ B. Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî β ∈ B âèáåðåìî

ñiòêó (wβ,γ)γ∈Γβ
â F òàêó, ùî wβ,γ ↓γ 0 i äëÿ êîæíîãî γ ∈ Γβ iñíó¹ αβ,γ ∈ A òàêèé, ùî

(∀α ≥ αβ,γ)
∣∣T (Peβx)− T (Peβxα)

∣∣ ≤ wβ,γ. (10)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Π :=
⋃
β∈B
(
{β} × Γβ) ç ëåêñèêîãðàôi÷íèì ïîðÿäêîì, òîáòî,

(β′, γ′) < (β′′, γ′′) îçíà÷à¹, ùî àáî β′ < β′′, àáî β′ = β′′ òà γ′ < γ′′. Î÷åâèäíî, ìíîæèíà

Π ¹ íàïðÿìëåíîþ âiäíîñíî çàäàíîãî ïîðÿäêó. Âèçíà÷èìî ñiòêó â F , ïîêëàâøè S(β,γ) :=
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2T̂ (e − eβ) + wβ,γ äëÿ âñiõ (β, γ) ∈ Π. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî (β, γ) ∈ Π ç (8) òà (10)

îòðèìó¹ìî

(∀α ≥ αβ,γ)
∣∣T (x)− T (xα)

∣∣ ≤ S(β,γ).

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1, çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî inf{S(β,γ) : (β, γ) ∈ Π} = 0.

Îñòàííÿ óìîâà äîâîäèòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è (4) òà wβ,γ ↓γ 0 äëÿ

âñiõ β ∈ B.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 2 äîñèòü ñèëüíi, õî÷à íàì íå âiäîìî æîäíîãî

ïðèêëàäó, ÿêèé áè ïîêàçóâàâ, ùî âçàãàëi ÿêiñü ïðèïóùåííÿ ïîòðiáíi. Òàêèì ÷èíîì,

çàëèøàþòüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ òàêà ïðîáëåìà.

Ïðîáëåìà 2. ×è iñíóþòü âåêòîðíà  ðàòêà E ç ãîëîâíîþ ïðîåêòèâíîþ âëàñòèâiñòþ,

ïîðÿäêîâî ïîâíà âåêòîðíà  ðàòêà F òà ðåãóëÿðíèé îðòîãîíàëüíî àäèòèâíèé îïåðàòîð

T : E → F , ÿêèé ¹ ãîðèçîíòàëüíî-ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì òà ðiâíîìiðíî-ïîðÿäêîâî íå-

ïåðåðâíèì, àëå íå ¹ ïîðÿäêîâî íåïåðåðâíèì?
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Fotiy O.G., Krasikova I. V., Pliev M.A., Popov M.M.,On separate order continuity of orthogonally

additive operators, Bukovinian Math. Journal. 9, 1 (2021), 200�209.

Our main result asserts that, under some assumptions, the uniformly-to-order continuity

of an order bounded orthogonally additive operator between vector lattices together with its

horizontally-to-order continuity implies its order continuity (we say that a mapping f : E → F

between vector lattices E and F is horizontally-to-order continuous provided f sends laterally
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increasing order convergent nets in E to order convergent nets in F , and f is uniformly-to-order

continuous provided f sends uniformly convergent nets to order convergent nets).

Key words and phrases: vector lattice, Riesz space, orthogonally additive operator, order

continuous operator


