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КРИТЕРIЙ ТРАНСЛЯЦIЙНОЇ ОДНОСТАЙНОЇ ПОСТУПАЛЬНОСТI

ДЛЯ ОПЕРАТОРIВ ПЕРЕТВОРЕННЯ КООРДИНАТ ТА СИСТЕМ

ВIДЛIКУ В УНIВЕРСАЛЬНИХ КIНЕМАТИКАХ

В данiй роботi введено поняття трансляцiйно одностайно-поступальних операторiв пе-

ретворення координат i показано, що такi оператори описують перетворення координат

з рухомої трансляцiйно одностайно-поступальної системи вiдлiку в задану нерухому си-

стему вiдлiку у векторних унiверсальних кiнематиках. Також в роботi описано загальну

структуру трансляцiйно одностайно-поступальних операторiв перетворення координат (це

— основний результат роботи). Використовуючи цей результат, отримано необхiдну i до-

статню умову трансляцiйної одностайної поступальностi однiєї системи вiдлiку вiдносно

iншої у векторних унiверсальних кiнематиках.
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лiнiйнi координатнi простори, оператори перетворення координат, трансляцiйна одностай-

на поступальнiсть.
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Вступ

Óíiâåðñàëüíi êiíåìàòèêè (òîáòî êiíåìàòè÷íi ìiíëèâi ìíîæèíè iç çàäàíèì óíiâåð-

ñàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò) áóëè ââåäåíi â ðîáîòi [6]. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi óíi-

âåðñàëüíèõ êiíåìàòèê äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [6, 5, 7, òà ií.]. Íàéáiëüø äåòàëüíî

òåîðiþ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê âèêëàäåíî â [8, Part III]. Òåîðiÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíå-

ìàòèê áàçó¹òüñÿ íà òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí [2, 4, 8, òà ií.]. Ç iíòó¨òèâíî¨ òî÷êè çîðó

ìiíëèâi ìíîæèíè ÿâëÿþòü ñîáîþ ñóêóïíîñòi îá'¹êòiâ, ÿêi, íà âiäìiíó âiä åëåìåíòiâ çâè-

÷àéíèõ (ñòàòè÷íèõ) ìíîæèí, ìîæóòü ïåðåáóâàòè â ïðîöåñi ïîñòiéíèõ òðàíñôîðìàöié

(òîáòî åâîëþöi¨), çîêðåìà çìiíþâàòè ñâî¨ âëàñòèâîñòi â ÷àñi, ðîçïàäàòèñü íà ÷àñòèíè,

÷è íàâïàêè � îá'¹äíóâàòèñü â îäíå öiëå. Êðiì òîãî, õàðàêòåð åâîëþöi¨ ìiíëèâî¨ ìíî-

æèíè òà ¨¨ êîìïîíåíòiâ ìîæå çìiíþâàòèñü çàëåæíî âiä ñïîñîáó ñïîñòåðåæåííÿ, òîáòî

âiä ñèñòåìè âiäëiêó. Óíiâåðñàëüíi êiíåìàòèêè ÿâëÿþòü ñîáîþ ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè,

â ÿêèõ ìiíëèâi ìíîæèíè îñíàùåíi ðiçíîìàíiòíèìè ãåîìåòðè÷íèìè òà òîïîëîãi÷íèìè
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îá'¹êòàìè, à ñàìå, ìåòðè÷íèìè, òîïîëîãi÷íèìè, ëiíiéíèìè, áàíàõîâèìè, ãiëüáåðòîâèìè

òà iíøèìè ïðîñòîðàìè i â ÿêèõ âèçíà÷åíî ïåâíå óíiâåðñàëüíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

ìiæ ñèñòåìàìè âiäëiêó. Äîñëiäæåííÿ óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê ìîæå ìàòè çàñòîñóâàííÿ

â àñòðîôiçèöi, îñêiëüêè iñíó¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ó âåëèêèõ ìàñøòàáàõ Âñåñâiòó çàêîíè ôi-

çèêè (çîêðåìà çàêîíè êiíåìàòèêè) ìîæóòü áóòè âiäìiííèìè âiä êëàñè÷íèõ, òîáòî òèõ,

ÿêi äiþòü â îêîëi íàøî¨ ñîíÿ÷íî¨ ñèñòåìè.

Ïîíÿòòÿ îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ (ñêîðî÷åíî � îäíîñòàéíèõ) òà òðàíñëÿöiéíî

îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèõ (ñêîðî÷åíî � ò-îäíîñòàéíèõ) ñèñòåì âiäëiêó ó âåêòîðíèõ óíi-

âåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ áóëî ââåäåíî â ðîáîòi [10]. Îäíîñòàéíi òà ò-îäíîñòàéíi ñèñòåìè

âiäëiêó öiêàâi òèì, ùî äëÿ òàêèõ ñèñòåì âiäëiêó ìîæíà äàòè ÷iòêå i îäíîçíà÷íå îçíà÷åí-

íÿ ïåðåìiùåííÿ ðóõîìî¨ ñèñòåìè âiäëiêó âiäíîñíî íåðóõîìî¨, ÿêå íå çàëåæèòü âiä âèáîðó

íåðóõîìî¨ òî÷êè â ðóõîìié ñèñòåìi âiäëiêó. Â ðîáîòi [9] ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìà âiäëiêó m

¹ îäíîñòàéíîþ âiäíîñíî ñèñòåìè âiäëiêó l (ó äåÿêié âåêòîðíié óíiâåðñàëüíié êiíåìàòèöi)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ç ñèñòåìè âiäëiêó m â ñèñòåìó

âiäëiêó l ¹ îäíîñòàéíèì (îäíîñòàéíî-ïîñòóïàëüíèì). Òàêîæ â çàäàíié ðîáîòi îïèñàíî çà-

ãàëüíó ñòðóêòóðó îäíîñòàéíèõ îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò i, âèêîðèñòîâóþ÷è

öåé ðåçóëüòàò, îòðèìàíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi äëÿ

ñèñòåì âiäëiêó â óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ. Â äàíié ðîáîòi áóäå îòðèìàíî àíàëîãi÷íi

ðåçóëüòàòè äëÿ ò-îäíîñòàéíèõ îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò òà ñèñòåì âiäëiêó.

À ñàìå, áóäå îïèñàíî çàãàëüíó ñòðóêòóðó ò-îäíîñòàéíèõ îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ êî-

îðäèíàò i, âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, áóäå îòðèìàíî íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó

òðàíñëÿöiéíî¨ îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi äëÿ ñèñòåì âiäëiêó â óíiâåðñàëüíèõ êiíåìà-

òèêàõ.

1 Трансляцiйна одностайна поступальнiсть i оператори

перетворення координат

Ïîíÿòòÿ êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó òà âåêòîðíîãî êîîðäèíàòíîãî ïðîñòîðó áóëî ââå-

äåíî â ðîáîòi [3] â ðàìêàõ ïîáóäîâè òåîði¨ êiíåìàòè÷íèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (äèâ. òàêîæ

[8, Part II, Subsection 14.1]). Äëÿ ÷èòà÷iâ, êîòði íå ìàþòü ÷àñó àáî áàæàííÿ çíàéîìèòèñü

ç îñíîâàìè öi¹¨ òåîði¨, ìîæíà ïðèéíÿòè íàñòóïíå (ñïðîùåíå) îçíà÷åííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ:

Â öié ñòàòòi ïiä координатним простором áóäåìî ðîçóìiòè ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò

Q îäíîãî ç íàñòóïíèõ òðüîõ òèïiâ:

1. Q = (X, 𝒯 ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið;

2. Q = (X,K,+,×) � âåêòîðíèé (ëiíiéíèé) ïðîñòið;

3. Q = (X,K,+,×, 𝒯 ) � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið,

äå 𝒯 ¹ òîïîëîãi¹þ íà ìíîæèíi X, K ∈ {R,C} � ïîëå äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à

+ òà × ¹ áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ âåêòîðiâ ç X òà ìíîæåííÿ âåêòîðiâ ç X íà

ñêàëÿðè ç ïîëÿ K. Â óñiõ òðüîõ âèïàäêàõ ìíîæèíó X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Zk(Q):

Zk(Q) := X.
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Ïðè öüîìó â ïåðøîìó òà òðåòüîìó âèïàäêàõ ïðîñòið Q íàçèâàòèìåìî топологiчним

координатним простором , â äðóãîìó òà òðåòüîìó âèïàäêàõ � векторним êîîðäè-

íàòíèì ïðîñòîðîì, â òðåòüîìó âèïàäêó � топологiчним векторним êîîðäèíàòíèì

ïðîñòîðîì.

Ïðèéíÿòîãî âèùå îçíà÷åííÿ öiëêîì äîñòàòíüî äëÿ ðîçóìiííÿ îñíîâíèõ ðîçäiëiâ, òîá-

òî ðîçäiëiâ 1 òà 3 äàíî¨ ñòàòòi. Âçàãàëi, â öié ñòàòòi áóäóòü çóñòði÷àòèñÿ, â îñíîâíîìó,

ëiíiéíi êîîðäèíàòíi ïðîñòîðè (òîáòî, ôàêòè÷íî, ëiíiéíi ïðîñòîðè).

Íàãàäà¹ìî [1, ñòîð. 12], ùî ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ íàçèâà¹òüñÿ ðåëÿöiéíà

ñèñòåìà âèäó T = (T,≤) ç îäíèì ðåôëåêñèâíèì, àñèìåòðè÷íèì i òðàíçèòèâíèì áiíàð-

íèì âiäíîøåííÿì ≤, òàêèì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ 𝑡, 𝜏 ∈ T âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ

𝑡 ≤ 𝜏 àáî 𝜏 ≤ 𝑡 (ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî T ̸= ∅).

Означення 1. Нехай, Q1,Q2 — координатнi простори, а T1 = (T1,≤1) i T2 = (T2,≤2)

— довiльнi лiнiйно упорядкованi множини. Довiльну бiєкцiю U : T1 × Zk (Q1)→ T2 ×
Zk (Q2) мiж T1 × Zk (Q1) i T2 × Zk (Q2) будемо називати оператором перетворення

координат (ÎÏÊ) з (T1,Q1) в (T2,Q2). Множину всiх ОПК з (T1,Q1) в (T2,Q2) будемо

позначати через:

Pk (T1,Q1;T2,Q2)

(тут T×𝒳 = {(𝑡, 𝑥) | 𝑡 ∈ T, 𝑥 ∈ 𝒳} означає декартовий добуток множин T i 𝒳 ).

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà Pk (T1,Q1;T2,Q2) íåïîðîæíÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-

ëè ìíîæèíè T1 × Zk (Q1) i T2 × Zk (Q2) � ðiâíîïîòóæíi (card (T1 × Zk (Q1)) =

card (T2 × Zk (Q2))).

В цiй статтi будуть використовуватись такi абревiатури:

ÎÏÊ � îïåðàòîð (îïåðàòîðè) ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

ÊÏ � êîîðäèíàòíèé ïðîñòið (êîîðäèíàòíi ïðîñòîðè).

ÂÊÏ � âåêòîðíèé (âåêòîðíi) ÊÏ.

Íåõàé, U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2). Траєкторiєю òî÷êè x ∈ Zk (Q1) âiäíîñíî ÎÏÊ U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2) áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó:

trjU (x) := {U (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} ⊆ T2 × Zk (Q2) . (1)

Íåõàé, T = (T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà i 𝒳 � äîâiëüíà ìíî-

æèíà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè 𝜔 = (𝑡, 𝑥) ∈ T×𝒳 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ:

bs(𝜔) := 𝑥, tm(𝜔) := 𝑡. (2)

Означення 2. Нехай, Q1,Q2 — КП i T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упо-

рядкованi множини. ОПК U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) будемо називати траєкторно ре-

гулярним, якщо для довiльного x ∈ Zk (Q1) траєкторiя trjU (x) є функцiєю з T2 в

Zk (Q2) (тобто якщо ∀w1,w2 ∈ trjU (x) з рiвностi tm(w1) = tm(w2) випливає рiвнiсть

bs(w1) = bs(w2), а отже i рiвнiсть w1 = w2).
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Означення 3. Нехай, Q1,Q2 — ВКП, а T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно

упорядкованi множини. ОПК U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) будемо називати трансляцiй-

но одностайно поступальним (скорочено — т-одностайним), якщо для довiльних

x1, x2 ∈ Zk (Q1), 𝑡1, 𝑡
′
1, 𝑡2, 𝑡

′
2 ∈ T1, 𝜏, 𝜏

′ ∈ T2, y1, y
′
1, y2, y

′
2 ∈ Zk (Q2) з умов:

U (𝑡𝑖, x𝑖) = (𝜏, y𝑖) , U (𝑡′𝑖, x𝑖) = (𝜏 ′, y′
𝑖)

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
,

випливає рiвнiсть:

y2 − y1 = y′
2 − y′

1.

Твердження 1. Якщо ОПК U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) (де Q1,Q2 — ВКП) є т-

одностайним, то вiн є траєкторно регулярним.

Доведення. Íåõàé, Q1,Q2 � ÂÊÏ i ÎÏÊ U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) ¹ ò-îäíîñòàéíèì (äå

T𝑖 = (T𝑖,≤𝑖), 𝑖 ∈ 1, 2). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð x ∈ Zk (Q1). Ïðèïóñòèìî, ùî

w1,w2 ∈ trjU (x) i tm(w1) = tm(w2). Ïîêëàäåìî: 𝜏 := tm(w1) = tm(w2), y1 := bs(w1), y2 =

bs(w2). Îñêiëüêè w1,w2 ∈ trjU (x) i tm(w1) = tm(w2) = 𝜏 , òî çà îçíà÷åííÿì òðà¹êòîði¨

trjU (x) (äèâ. (1)), iñíóþòü åëåìåíòè 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 òàêi, ùî U (𝑡𝑖, x) = w𝑖 = (𝜏, y𝑖) (𝑖 ∈ 1, 2).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî:

U (𝑡𝑖, x𝑖) = (𝜏, y𝑖)
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
;

U (𝑡′𝑖, x𝑖) = (𝜏 ′, y′
𝑖)

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
,

äå x1 = x2 = x, 𝑡′1 = 𝑡′2 = 𝑡1, y′
1 = y′

2 = y1, 𝜏
′ = 𝜏.

Îñêiëüêè ÎÏÊ U ¹ ò-îäíîñòàéíèì, òî, çà îçíà÷åííÿì 3, ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹

ðiâíiñòü y2− y1 = y′
2− y′

1, òîáòî ðiâíiñòü y2− y1 = 0 (äå 0 � íóëüîâèé âåêòîð ÂÊÏ Q2).

Îòæå, y1 = y2, òîáòî bs(w1) = bs(w2). Îòæå, äëÿ äîâiëüíèõ w1,w2 ∈ trjU (x) ç ðiâíîñòi

tm(w1) = tm(w2) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü bs(w1) = bs(w2), äå x ∈ Zk (Q1) � äîâiëüíèé âåêòîð

ÂÊÏ Q1. Òîìó, çà îçíà÷åííÿì 2, ÎÏÊ U ¹ òðà¹êòîðíî ðåãóëÿðíèì.

Òâåðäæåííÿ, îáåðíåíå äî òâåðäæåííÿ 1 â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ¹ ñïðàâåäëèâèì.

Ïðèêëàäîì òðà¹êòîðíî ðåãóëÿðíîãî, àëå íå ò-îäíîñòàéíîãî ÎÏÊ ìîæå ñëóæèòè íàñòó-

ïíèé ÎÏÊ U ∈ Pk (R,R;R,R):

U (𝑡, x) =
(︀
𝑡,
(︀
𝑡2 + 1

)︀
x
)︀

((𝑡, x) ∈ R× R) .

Çàçíà÷èìî, ùî â çàïèñi �U ∈ Pk (R,R;R,R)�, R òðàêòó¹òüñÿ ÿê ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà

ìíîæèíà (âiäíîñíî ñòàíäàðòíîãî ÷èñëîâîãî ïîðÿäêó ≤) i ÿê âåêòîðíèé êîîðäèíàòíèé

ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë (âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äiéñíèõ

÷èñåë) îäíî÷àñíî.

2 Зв’язок мiж траєкторною регулярнiстю та

т-одностайнiстю операторiв перетворення координат i систем вiдлiку

в унiверсальних кiнематиках

Â öüîìó ðîçäiëi ñòàòòi äîòðèìóâàòèìåìîñü òåðìiíîëîãi¨ òà ñèñòåìè ïîçíà÷åíü òåîði¨

óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, ïðèéíÿòî¨ â ðîáîòàõ [8, 6, 5, 7, 10, 9, òà ií.]. Íàñòóïíi äâà òâåð-

äæåííÿ îïèñóþòü çâ'ÿçîê ìiæ ïîíÿòòÿìè òðà¹êòîðíî¨ ðåãóëÿðíîñòi òà ò-îäíîñòàéíîñòi
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îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò i òðà¹êòîðíî¨ ðåãóëÿðíîñòi òà ò-îäíîñòàéíîñòi ñè-

ñòåì âiäëiêó â óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ âiäïîâiäíî.

Твердження 2. Нехай, ℱ — унiверсальна кiнематика. Система вiдлiку m ∈ ℒ𝑘(ℱ) є

траєкторно регулярною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘(ℱ) у кiнематицi ℱ тодi i тiльки

тодi, коли ОПК [l←m, ℱ ] ∈ Pk (Tm(m),BG(m);Tm(l),BG(l)) є траєкторно регулярним.

Доведення âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ òðà¹êòîðíî ðåãóëÿðíèõ ñèñòåì âiäëiêó (äèâ. [10, îçíà-

÷åííÿ 5, ï. 1]) òà îçíà÷åííÿ 2.

Твердження 3. Нехай, ℱ — векторна унiверсальна кiнематика. Система вiдлiку m ∈
ℒ𝑘(ℱ) є т-одностайною (в сенсi [10, означення 6]) вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘(ℱ) у

кiнематицi ℱ тодi i тiльки тодi, коли ОПК [l←m, ℱ ] ∈ Pk (Tm(m),BG(m);Tm(l),BG(l))

є т-одностайним.

Доведення âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ò-îäíîñòàéíèõ ñèñòåì âiäëiêó (äèâ. [10, îçíà÷åííÿ 6])

òà îçíà÷åííÿ 3.

3 Критерiй трансляцiйної одностайної поступальностi для

операторiв перетворення координат

Íèæ÷å ôîðìóëþ¹òüñÿ îñíîâíà òåîðåìà: êðèòåðié òðàíñëÿöiéíî¨ îäíîñòàéíî¨ ïîñòó-

ïàëüíîñòi (ò-îäíîñòàéíîñòi) äëÿ îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Öÿ òåîðåìà îïèñó¹

çàãàëüíó ñòðóêòóðó òàêèõ îïåðàòîðiâ.

Теорема 1. Нехай, Q1,Q2 — ВКП, а T1 = (T1,≤1), T2 = (T2,≤2) — лiнiйно упорядко-

ванi множини. Вiдображення:

U : T1 × Zk (Q1)→ T2 × Zk (Q2)

є т-одностайним ОПК тодi i тiльки тодi, коли його можна подати у виглядi:

U (𝑡, x) = (Φ (𝑡, x) ,F (x,Φ (𝑡, x))) (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) , (3)

де функцiї:

Φ : T1 × Zk (Q1)→ T2 i

F :𝒟 → Zk (Q2) ,

𝒟 =
⋃︁

x∈Zk(Q1)

{x} × Φ ([T1] , x) =
⋃︁

x∈Zk(Q1)

{x} × {Φ (𝑡, x) | 𝑡 ∈ T1} ,

задовольняють такi умови:

1) Для довiльного елемента x ∈ Zk (Q1) функцiя Φ(x) (𝑡) = Φ (𝑡, x) (𝑡 ∈ T1) є

iн’єктивним вiдображенням з T1 в T2.

2) Для довiльних x1, x2 ∈ Zk (Q1) таких, що x1 ̸= x2 iснує вектор c = cx1,x2 ∈ Zk (Q2)

такий, що c ̸= 0 i F (x2, 𝜏)− F (x1, 𝜏) = c (∀𝜏 ∈ Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2)).
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3) Для довiльних 𝜏 ∈ T2 i y ∈ Zk (Q2) iснує елемент x ∈ Zk (Q1) такий, що 𝜏 ∈
Φ ([T1] , x) i F (x, 𝜏) = y.

Доведення. 1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ U : T1 × Zk (Q1) → T2 × Zk (Q2) ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi (3), äå ôóíêöi¨ Φ òà F çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1), 2), 3) äàíî¨ òåîðåìè.

1.а) Äîâåäåìî, ùî U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), òîáòî ùî âiäîáðàæåííÿ U ¹ ÎÏÊ.

1.а.1) Íåõàé, U (𝑡1, x1) = U (𝑡2, x2). Òîäi, çãiäíî ç (3), ìà¹ìî:

Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x2) ; (4)

F (x1,Φ (𝑡1, x1)) = F (x2,Φ (𝑡2, x2)) . (5)

Äîâåäåìî, ùî x1 = x2. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå: x1 ̸= x2. Ïîêëàäåìî, 𝜏 := Φ (𝑡1, x1). Òîäi

ç ôîðìóë (4), (5) ìà¹ìî:

F (x1, 𝜏) = F (x2, 𝜏) . (6)

Àëå, îñêiëüêè, çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì, x1 ̸= x2, òî ç óìîâè 2) äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹,

ùî iñíó¹ âåêòîð c ∈ Zk (Q2) òàêèé, ùî

F (x1, 𝜏)− F (x2, 𝜏) = c ̸= 0.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ñóïåðå÷èòü ðiâíîñòi (6). Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî x1 ̸= x2

� ïîìèëêîâå. Òîìó:

x1 = x2 (7)

Ç ðiâíîñòåé (4) i (7) îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x1). À ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi òà

óìîâè 1) äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü 𝑡1 = 𝑡2. Òàêèì ÷èíîì, âèùå áóëî äîâåäåíî

iìïëiêàöiþ:

∀ (𝑡1, x1) , (𝑡2, x2) ∈ T1 × Zk (Q1)

((U (𝑡1, x1) = U (𝑡2, x2))⇒ (𝑡1 = 𝑡2) & (x1 = x2)) . (8)

1.а.2) Íåõàé, (𝜏, y) ∈ T2×Zk (Q2). Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ ïàðà (𝑡, x) ∈ T1×Zk (Q1) òàêà,

ùî U (𝑡, x) = (𝜏, y). Ç óìîâè 3) äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âåêòîð x ∈ Zk (Q1)

òàêèé, ùî ùî 𝜏 ∈ Φ ([T1] , x) i

F (x, 𝜏) = y. (9)

Îñêiëüêè 𝜏 ∈ Φ ([T1] , x), òî iñíó¹ åëåìåíò 𝑡 ∈ T1 òàêèé, ùî Φ (𝑡, x) = 𝜏 . Îòæå, âðàõîâó-

þ÷è (9), ìà¹ìî:

Φ (𝑡, x) = 𝜏, F (x,Φ (𝑡, x)) = F (x, 𝜏) = y.

Çâiäñè, çãiäíî ç (3), ìà¹ìî:

U (𝑡, x) = (𝜏, y) .

Òàêèì ÷èíîì:

∀ (𝜏, y) ∈ T2 × Zk (Q2) ∃ (𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1) (U (𝑡, x) = (𝜏, y)) . (10)
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Ç ôîðìóë (8) òà (10) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ U : T1 × Zk (Q1) → T2 × Zk (Q2) ¹

ái¹êöi¹þ ìiæ T1 × Zk (Q1) i T2 × Zk (Q2), òîáòî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1:

U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2) .

1.б) Äîâåäåìî, ùî ÎÏÊ U ¹ ò-îäíîñòàéíèì. Íåõàé, x1, x1 ∈ Zk (Q1), 𝑡1, 𝑡2, 𝑡
′
1, 𝑡

′
2 ∈ T1,

𝜏, 𝜏 ′ ∈ T2, y1, y2, y
′
1, y

′
2 ∈ Zk (Q2) i

U (𝑡𝑖, x𝑖) = (𝜏, y𝑖)
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
; (11)

U (𝑡′𝑖, x𝑖) = (𝜏 ′, y′
𝑖)

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (12)

Ç ôîðìóë (11), (12) i (3), îòðèìó¹ìî:

(Φ (𝑡𝑖, x𝑖) ,F (x𝑖,Φ (𝑡𝑖, x𝑖))) = (𝜏, y𝑖)
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
;

(Φ (𝑡′𝑖, x𝑖) ,F (x𝑖,Φ (𝑡′𝑖, x𝑖))) = (𝜏 ′, y′
𝑖)

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
.

Çâiäñè ìà¹ìî, Φ (𝑡𝑖, x𝑖) = 𝜏 , Φ (𝑡′𝑖, x𝑖) = 𝜏 ′
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
i:

F (x𝑖, 𝜏) = y𝑖

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
, (13)

F (x𝑖, 𝜏
′) = y′

𝑖

(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
. (14)

Ó âèïàäêó x1 ̸= x2 ç óìîâè 2) äàíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ âåêòîðà c ∈ Zk (Q2)

òàêîãî, ùî F (x2, 𝜏)− F (x1, 𝜏) = F (x2, 𝜏
′)− F (x1, 𝜏

′) = c. Òîáòî, âðàõîâóþ÷è (13), (14),

ìà¹ìî ðiâíiñòü:

y2 − y1 = y′
2 − y′

1. (15)

Ó âèïàäêó x1 = x2 ç (13), (14) ìà¹ìî, y1 = y2, y′
1 = y′

2. Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (15).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ x1, x1 ∈ Zk (Q1), 𝑡1, 𝑡2, 𝑡
′
1, 𝑡

′
2 ∈ T1, 𝜏, 𝜏 ′ ∈ T2,

y1, y2, y
′
1, y

′
2 ∈ Zk (Q2) ç óìîâ (11) i (12) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü (15). Òîìó, çà îçíà÷åííÿì 3,

âiäîáðàæåííÿ U : T1 × Zk (Q1)→ T2 × Zk (Q2) ¹ ò-îäíîñòàéíèì ÎÏÊ.

2. Íåõàé, âiäîáðàæåííÿ U : T1 × Zk (Q1) → T2 × Zk (Q2) ¹ ò-îäíîñòàéíèì ÎÏÊ ç

(T1,Q1) â (T2,Q2). Äîâåäåìî, ùî òîäi âiäîáðàæåííÿ U ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (3), äå

ôóíêöi¨ Φ i F çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1), 2), 3) äàíî¨ òåîðåìè.

Ïîêëàäåìî:

Φ (𝑡, x) := tm(U (𝑡, x)) ((𝑡, x) ∈ T1 × Zk (Q1)) . (16)

Òîäi ôóíêöiÿ Φ áóäå âiäîáðàæåííÿì âèäó, Φ : T1 × Zk (Q1)→ T2.

2.а) Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Zk (Q1) ôóíêöiÿ Φ(x)(𝑡) = Φ (𝑡, x) (𝑡 ∈ T1) ¹

ií'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì. Íåõàé, x ∈ Zk (Q1). Ïðèïóñòèìî, ùî

Φ(x) (𝑡1) = Φ(x) (𝑡2) , äå 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1. (17)

Çà âèçíà÷åííÿì òðà¹êòîði¨ trjU (x) (äèâ. (1)), ìà¹ìî:

U (𝑡1, x) , U (𝑡2, x) ∈ trjU (x). (18)
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Ïîêëàäåìî:

𝜏 := Φ(x) (𝑡1) = Φ (𝑡1, x) .

Òîäi, çãiäíî ç (16) òà (17), ïðè 𝑖 ∈ 1, 2 îòðèìà¹ìî:

U (𝑡𝑖, x) = (tm(U (𝑡𝑖, x)), bs(U (𝑡𝑖, x))) =

= (Φ (𝑡𝑖, x) , bs(U (𝑡𝑖, x))) =

=
(︀
Φ(x) (𝑡𝑖) , bs(U (𝑡𝑖, x))

)︀
= (𝜏, bs(U (𝑡𝑖, x))) . (19)

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (18), ìà¹ìî:

(𝜏, bs(U (𝑡1, x))) , (𝜏, bs(U (𝑡2, x))) ∈ trjU (x).

Îòæå, äëÿ åëåìåíòiâ w𝑖 = (𝜏, bs(U (𝑡𝑖, x)))
(︀
𝑖 ∈ 1, 2

)︀
ìà¹ìî, tm(w1) = tm(w2). Çâiäñè,

âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 1 òà îçíà÷åííÿ 2, îòðèìó¹ìî w1 = w2. Îòæå, bs(w1) = bs(w2),

òîáòî

bs(U (𝑡1, x)) = bs(U (𝑡2, x)). (20)

Âðàõîâóþ÷è (19) òà (20), îòðèìó¹ìî

U (𝑡1, x) = (𝜏, bs(U (𝑡1, x))) =

= (𝜏, bs(U (𝑡2, x))) = U (𝑡2, x) .

Çâiäñè, îñêiëüêè U ∈ Pk (T1,Q1;T2,Q2), ìà¹ìî, 𝑡1 = 𝑡2.

Òàêèì ÷èíîì, âèùå áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ 𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 ç óìîâè Φ(x) (𝑡1) =

Φ(x) (𝑡2) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü 𝑡1 = 𝑡2. Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ Zk (Q1) âiäîáðàæåííÿ

Φ(x) : T1 → T2 ñïðàâäi ¹ ií'¹êòèâíèì, òîáòî ôóíêöiÿ Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1) äàíî¨

òåîðåìè. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ Zk (Q1) iñíó¹ îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ Φ
[−1]
(x) :

Φ ([T1] , x)→ T1.

2.б) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (x, 𝜏) ∈ 𝒟, äå 𝒟 =
⋃︀

̃︀x∈Zk(Q1)

{̃︀x} × Φ ([T1] ,̃︀x) ïîêëàäåìî:

F (x, 𝜏) := bs
(︁
U

(︁
Φ

[−1]
(x) (𝜏) , x

)︁)︁
∈ Zk (Q2) . (21)

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ 𝑡 ∈ T1 i x ∈ Zk (Q1), âèêîðèñòîâóþ÷è (16) i (21), îòðèìà¹ìî:

U (𝑡, x) = (tm(U (𝑡, x)), bs(U (𝑡, x))) =

=
(︁

Φ (𝑡, x) , bs
(︁
U

(︁
Φ

[−1]
(x)

(︀
Φ(x) (𝑡)

)︀
, x
)︁)︁)︁

=

=
(︀
Φ (𝑡, x) , F

(︀
x,Φ(x) (𝑡)

)︀)︀
= (Φ (𝑡, x) , F (x,Φ (𝑡, x))) , (22)

äå, çãiäíî ç ðåçóëüòàòîì, äîâåäåíèì â ïóíêòi 2.а), ôóíêöiÿ Φ : T1 × Zk (Q1) → T2

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 1) äàíî¨ òåîðåìè. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 2) i

3) äàíî¨ òåîðåìè.

2.б.1). Íåõàé, x1, x2 ∈ Zk (Q1) i x1 ̸= x2. Ó âèïàäêó Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2) ̸= ∅
âèáåðåìî äîâiëüíèé åëåìåíò 𝜏 ′ = 𝜏 ′x1,x2 ∈ Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2). Çàôiêñó¹ìî òàêîæ

äîâiëüíèé âåêòîð c0 ∈ Zk (Q2) òàêèé, ùî c0 ̸= 0. Ïîêëàäåìî:

c :=

{︃
c0, Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2) = ∅
F (x2, 𝜏

′)− F (x1, 𝜏
′) , Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2) ̸= ∅.

(23)
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Ó âèïàäêó Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2) = ∅ óìîâà:

F (x2, 𝜏)− F (x1, 𝜏) = c (24)

(∀𝜏 ∈ Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2))

âèêîíó¹òüñÿ òðèâiàëüíèì ÷èíîì (çà ïðàâèëàìè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê Φ ([T1] , x1)∩Φ ([T1] , x2) ̸= ∅. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé åëå-

ìåíò 𝜏 ∈ Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2). Äëÿ òàêîãî åëåìåíòà 𝜏 ìóñÿòü iñíóâàòè åëåìåíòè

𝑡1, 𝑡2 ∈ T1 òàêi, ùî:

Φ (𝑡1, x1) = Φ (𝑡2, x2) = 𝜏. (25)

Îñêiëüêè 𝜏 ′ ∈ Φ ([T1] , x1) ∩ Φ ([T1] , x2), òî iñíóþòü åëåìåíòè 𝑡′1, 𝑡
′
2 ∈ T1 òàêi, ùî:

Φ (𝑡′1, x1) = Φ (𝑡′2, x2) = 𝜏 ′. (26)

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (22), (25), i (26), ïðè 𝑖 ∈ 1, 2 îòðèìó¹ìî:

U (𝑡𝑖, x𝑖) = (Φ (𝑡𝑖, x𝑖) , F (x𝑖,Φ (𝑡𝑖, x𝑖))) =

= (𝜏, F (x𝑖, 𝜏)) ; (27)

U (𝑡′𝑖, x𝑖) = (Φ (𝑡′𝑖, x𝑖) , F (x𝑖,Φ (𝑡′𝑖, x𝑖))) =

= (𝜏 ′, F (x𝑖, 𝜏
′)) . (28)

Îñêiëüêè ÎÏÊ U ¹ ò-îäíîñòàéíèì, òî, çà îçíà÷åííÿì 3, ç ðiâíîñòåé (27), (28) âèïëèâà¹

ðiâíiñòü:

F (x2, 𝜏)− F (x1, 𝜏) = F (x2, 𝜏
′)− F (x1, 𝜏

′) .

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è (23), îòðèìó¹ìî, F (x2, 𝜏)− F (x1, 𝜏) = c.

Îòæå, â îáîõ âèïàäêàõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (24). Âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü âèáîðó âå-

êòîðiâ x1, x2 ∈ Zk (Q1) òàêèõ, ùî x1 ̸= x2, áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2)

äàíî¨ òåîðåìè.

2.б.2) Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi åëåìåíòè 𝜏 ∈ T2 i y ∈ Zk (Q2). Îñêiëüêè U ∈
Pk (T1,Q1;T2,Q2), òî iñíóþòü åëåìåíòè 𝑡 ∈ T1 i x ∈ Zk (Q1) òàêi, ùî U (𝑡, x) = (𝜏, y).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (22), ìà¹ìî:

(Φ (𝑡, x) , F (x,Φ (𝑡, x))) = (𝜏, y) . (29)

Çâiäñè ìà¹ìî Φ (𝑡, x) = 𝜏 , îòæå, 𝜏 ∈ Φ ([T1] , x), êðiì òîãî, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (29),

ìà¹ìî, F (x, 𝜏) = y. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ 𝜏 ∈ T2 i y ∈ Zk (Q2) iñíó¹ âåêòîð

x ∈ Zk (Q1) òàêèé, ùî 𝜏 ∈ Φ ([T1] , x) i F (x, 𝜏) = y. Òîáòî ôóíêöiÿ F çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

3) äàíî¨ òåîðåìè.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ U ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (22), äå ôóíêöi¨ Φ i F çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè 1), 2), 3) äàíî¨ òåîðåìè. Ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.



Критерiй трансляцiйної одностайної поступальностi... 137

4 Критерiй трансляцiйної одностайної поступальностi для систем

вiдлiку в унiверсальних кiнематиках

Â öüîìó ðîçäiëi ñòàòòi äîòðèìóâàòèìåìîñü òåðìiíîëîãi¨ òà ñèñòåìè ïîçíà÷åíü òåîði¨

óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèê, ïðèéíÿòî¨ â ðîáîòàõ [8, 6, 5, 7, 10, 9, òà ií.].

Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 3 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê ç òåîðåìè 1, ÿêèé

äà¹ íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òðàíñëÿöiéíî¨ îäíîñòàéíî¨ ïîñòóïàëüíîñòi äëÿ ñèñòåì

âiäëiêó â óíiâåðñàëüíèõ êiíåìàòèêàõ.

Наслiдок 1. Нехай, ℱ — векторна унiверсальна кiнематика. Система вiдлiку m ∈
ℒ𝑘(ℱ) є т-одностайною вiдносно системи вiдлiку l ∈ ℒ𝑘(ℱ) тодi i тiльки тодi, коли

iснують функцiї:

Φ : M𝑘 (m)→ Tm (l) i

F :𝒟 → Zk (l) ,

𝒟 =
⋃︁

x∈Zk(m)

{x} × Φ ([Tm (m)] , x) =

=
⋃︁

x∈Zk(m)

{x} × {Φ (𝑡, x) | 𝑡 ∈ Tm (m)} ,

що задовольняють такi умови:

1) Для довiльного елемента x ∈ Zk (m) функцiя Φ(x) (𝑡) = Φ (𝑡, x) (𝑡 ∈ Tm (m)) є

iн’єктивним вiдображенням з Tm (m) в Tm (l).

2) Для довiльних x1, x2 ∈ Zk (m) таких, що x1 ̸= x2 iснує вектор c = cx1,x2 ∈ Zk (l)

такий, що c ̸= 0 i F (x2, 𝜏)−F (x1, 𝜏) = c (∀𝜏 ∈ Φ ([Tm (m)] , x1) ∩ Φ ([Tm (m)] , x2)).

3) Для довiльних 𝜏 ∈ Tm (l) i y ∈ Zk (l) iснує елемент x ∈ Zk (m) такий, що 𝜏 ∈
Φ ([Tm (m)] , x) i F (x, 𝜏) = y.

4) Для довiльного елемента w = (𝑡, x) ∈M𝑘 (m) справедлива рiвнiсть:

[l←m] w = (Φ (𝑡, x) ,F (x,Φ (𝑡, x))) .
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From an intuitive point of view universal kinematics are collections (sets) of changing

objects, which evolve, being in a certain spatial-geometric environment, and evolution of whi-

ch can be observed from many different frames of reference. Moreover, the definition of uni-

versal kinematics impose the existence of some (preassigned) universal coordinate transform

between every two reference frames of such kinematics. Transferable self-consistently translati-

onal reference frames (in vector universal kinematics) are interesting because for such reference

frames it is possible to give a clear and unambiguous definition of displacement of a moving

reference frame relative to a fixed one, which does not depend on the choice of a fixed point in the

moving frame of reference. In the present paper it is shown that an arbitrary reference frame m

is transferable self-consistently translational relatively to a reference frame l (in some vector uni-

versal kinematics ℱ) if and only if the coordinate transform operator from the reference frame

m to the reference frame l is transferable self-consistently translational. Therefore transferable

self-consistently translational coordinate transform operators describe the conversion of coordi-

nates from the moving and transferable self-consistently translational frame of reference to the

(given) fixed frame in vector universal kinematics. Also in the paper it is described the structure

of transferable self-consistently translational coordinate transform operators (this is the main

result of the article). Using this result it have been obtained the necessary and sufficient conditi-

on for transferable self-consistently translationality of one reference frame relatively to another

in vector universal kinematics.


