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ПЛОЩИНА ЗОРҐЕНФРЕЯ НЕ Є δ-НОРМАЛЬНО ВIДОКРЕМНИМ
ПРОСТОРОМ

Доведено, що площина Зорґенфрея не є δ-нормально вiдокремним простором.

We prove that the Sorgenfrey plane is not a δ-normally separated space.

1. Зв’язок мiж C-вкладеними i
C∗-вкладеними множинами

Пiдмножина E топологiчного простору X
називається

• C-вкладеною (C∗-вкладеною) в X, якщо
довiльну неперервну (обмежену) дiй-
снозначну функцiю f на E можна про-
довжити до неперервної функцiї на весь
простiр X;

• z-вкладеною в X, якщо кожну функцiо-
нально замкнену в E множину можна
продовжити до функцiонально замкне-
ної в X множини.

Зрозумiло, що

E − C-вкладена⇒ E − C∗-вкладена
⇓

E − z-вкладена.

Жодна з обернених iмплiкацiй не вiрна,
як показують наступнi два твердження.

Твердження 1. Нехай X = R i E =
(−1, 0) ∪ (0, 1). Тодi множина E є z-
вкладеною, але не C∗-вкладеною в X.

Доведення. Легко бачити, що E є z-
вкладеною в множиною R. Справдi, якщо
F – довiльна функцiонально замкнена мно-
жина в E i D – така замкнена множина в R,
що D ∩ E = F , то, врахувавши, що простiр
R досконало нормальний, ми одержимо, що
множина D функцiонально замкнена в R.

Покажемо, що E не є C∗-вкладеною в X.
Розглянемо неперервну обмежену функцiю
f : E → R, f(x) = 1, якщо x ∈ (0, 1), i

f(x) = 0, якщо x ∈ E \ (0, 1), i припустимо,
що iснує неперервне продовження g : R→ R
функцiї f . Тодi lim

x→0+0
g(x) = 1 i lim

x→0−0
g(x) =

0, а це суперечить неперервностi функцiї g
в точцi x = 0.

Твердження 2. Нехай X = βN – компа-
ктифiкацiя Стоуна-Чеха множини нату-
ральних чисел i E = N. Тодi множина E є
C∗-вкладеною, але не є C-вкладеною в X.

Доведення. Зазначимо спочатку, що
згiдно з [5, c. 266] довiльний цiлком регу-
лярний простiр X є C∗-вкладеним в βX.

Для кожного n ∈ N покладемо f(n) = n.
Тодi функцiя f : N → R неперервна i не
обмежена. Припустимо, що iснує неперерв-
не продовження g : βN → R функцiї f .
Оскiльки простiр βN компактний, то фун-
кцiя g обмежена, звiдки випливає супере-
чнiсть. Таким чином, E не є C-вкладеною
множиною в X.

Теорема 1. Нехай X – цiлком регулярний
простiр з першою аксiомою злiченностi i
E ⊆ X – C∗-вкладена множина. Тодi E –
замкнена в X.

Доведення. Мiркуючи вiд супротивно-
го, припустимо, що iснує x0 ∈ E \ E. Не-
хай (xn)∞n=1 – довiльна послiдовнiсть з E, яка
збiгається до x0. Зауважимо, що множина
F = {xn : n ∈ N} ∪ {x0} компактна в X.
Оскiльки X задовольняє першу аксiому злi-
ченностi, а множина {xn : n ∈ N} дискретна,
то для кожного n ∈ N∪{0} iснує спадна по-
слiдовнiсть вiдкритих множин (Gn,k)

∞
k=1, та-

ка, що {xn} =
∞⋂

k=1

Gn,k, Gn,k ∩ Gm,l = ∅ для
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всiх натуральних рiзних n i m, x0 6∈ Gn,k

для всiх k, n ∈ N. Позначимо Gk =
∞⋃

n=0

Gn,k i

одержимо, що F =
∞⋂

k=1

Gk. Згiдно з [5, с. 198]

для кожного k ∈ N iснує неперервна фун-
кцiя fk : X → R, така, що F ⊆ f−1(0) i
X \ Gk ⊆ f−1(1). Зрозумiло, що тодi F =
∞⋂

k=1

f−1
k (0). Отже, множина F функцiональ-

но замкнена в X як перетин послiдовностi
функцiонально замкнених множин.

Позначимо F1 = {x2n−1 : n ∈ N} i
F2 = {x2n : n ∈ N}. Мiркуючи анало-
гiчно, ми одержимо, що кожна з множин
F ′

i = Fi ∪ {x0} функцiонально замкнена в
X. Тому множини F1 = E ∩ F ′

1 i F2 =
E ∩ F ′

2 функцiонально замкненi в E, при-
чому F1 ∩ F2 = ∅. Нехай f : E → [0, 1] –
така неперервна функцiя, що F1 = f−1(0)
i F2 = f−1(1). Оскiльки E – C∗-вкладена
множина в X, то iснує неперервне продов-
ження g : X → R функцiї f . Використо-
вуючи неперервнiсть функцiї g в точцi x0,
ми одержимо, що g(x0) = lim

n→∞
g(x2n−1) =

lim
n→∞

g(x2n). Звiдси випливає суперечнiсть,
оскiльки lim

n→∞
g(x2n−1) = lim

n→∞
f(x2n−1) = 0,

а lim
n→∞

g(x2n) = lim
n→∞

f(x2n) = 1.
Пiдмножини A i B топологiчного просто-

ру X називаються цiлком вiдокремними в
цьому просторi, якщо iснує неперервна фун-
кцiя f : X → R, така, що A ⊆ f−1(0) i
B ⊆ f−1(1).

В [1] була встановлена наступна характе-
ризацiя C-вкладених множин.

Теорема 2 (R.Blair – A.Hager). Пiдмно-
жина E топологiчного простору X є C-
вкладеною в X тодi i тiльки тодi, коли E –
z-вкладена в X i цiлком вiдокремна вiд до-
вiльної неперетинної з нею функцiонально
замкненої множини в X.

Кажуть, що топологiчний простiр X має
властивiсть (C∗ = C), якщо довiльна C∗-
вкладена множина E ⊆ X є C-вкладеною
в X.

Теорема 3. Нехай X – досконало нормаль-

ний простiр з першою аксiомою злiчен-
ностi. Тодi X має властивiсть (C∗ = C).

Доведення. Розглянемо довiльну C∗-
вкладену множину E в X. Тодi множина E
є, очевидно, z-вкладеною в X. Нехай F – де-
яка функцiонально замкнена множина в X,
така, що F∩E = ∅. Згiдно з теоремою 1 мно-
жина E замкнена в X. Врахувавши, що про-
стiр X досконало нормальний, ми одержи-
мо, що E функцiонально замкнена в X. Вi-
зьмемо довiльнi двi неперервнi функцiї f, g :
X → R, такi, що E = f−1(0), F = g−1(0) i
покладемо h(x) = f(x)/(f(x)+ g(x)) для ко-
жного x ∈ X. Тодi функцiя h : X → R непе-
рервна, причому E = h−1(0), а F = h−1(1).
Таким чином, множини E i F цiлком вiд-
окремнi. Застосувавши теорему 2, ми отри-
маємо, що множина E є C-вкладеною в X.

Наступна проблема сформульована в [4] i
наразi є вiдкритою.

Проблема 4. Чи iснує цiлком регулярний
простiр з першою аксiомою злiченностi, що
мiстить замкнену C∗-вкладену множину,
яка не є C-вкладеною?

2. Основний результат

Зауважимо, що у випадку, коли X – довiль-
ний нормальний простiр, а E – замкнена пiд-
множина X, то вона є C-вкладеною в X згi-
дно з теоремою Тiтце-Урисона [5, c. 116]. От-
же, в свiтлi проблеми 4 природно дослiджу-
вати цiлком регулярнi простори з першою
аксiомою злiченностi, якi не є нормальними.
Одним з прикладiв таких просторiв є пло-
щина Зорґенфрея S2, тобто, добуток прямих
Зорґенфрея S (нагадаємо, що пряма Зорґен-
фрея S – це числова пряма з топологiєю, ба-
зу околiв точки x ∈ R в якiй утворюють про-
мiжки [x, x + ε), ε > 0).

Простiр X називається δ-нормально вiд-
окремним [3], якщо довiльнi двi непере-
тиннi замкненi пiдмножини цього простору,
одна з яких функцiонально замкнена, цiл-
ком вiдокремнi в X. Зрозумiло, що кожний
δ-нормально вiдокремний простiр має вла-
стивiсть (C∗ = C).
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Нехай p = (x, y) ∈ R2 i ε > 0. Позначимо

B[p; ε) = [x, x + ε)× [y, y + ε),

B(p; ε) = (x− ε, x + ε)× (y − ε, y + ε).

Для множини A ⊆ S2 i числа ε > 0 позна-
чимо L(A; ε) = {p ∈ S2 : B[p; ε) ⊆ A}.

Якщо A ⊆ R2, то через clR2A /clS2A/ ми
позначаємо замикання множини A в евклi-
довiй топологiї на R2 /в топологiї площини
Зорґенфрея/. Аналогiчно, intR2A /intS2A/
означає внутрiшнiсть множини A в евклiдо-
вiй топологiї /в топологiї на S2/.

Лема 1. Нехай A – S2-замкнена множина,
ε > 0 i F = L(A; ε). Тодi множина F є R2-
замкненою.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈
clR2F . Покажемо, що p0 ∈ F . Позначимо

U = intR2B[p0; ε)

i розглянемо довiльну точку p = (x, y) ∈ U .
Нехай

δ = min{(x− x0)/2, (y − y0)/2,

(x0 + ε− x)/2, (y0 + ε− y)/2}
i p1 = (x1, y1) ∈ B(p0; δ) ∩ F . Неважко пере-
вiрити, що p ∈ B[p1; ε). Тодi p ∈ A, оскiльки
p1 ∈ F . Отже, U ⊆ A. Тодi

B[p0; ε) = clS2U ⊆ clS2A = A,

звiдки випливає, що p0 ∈ F .

Теорема 5. Простiр S2 не є δ-нормально
вiдокремним.

Доведення. Для зручностi замiсть про-
стору S2 ми будемо розглядати гомеомор-
фний йому простiр X = [0, 1)2. Нехай C
– канторова множина на вiдрiзку [0, 1]. За-
нумеруємо всi сумiжнi iнтервали до мно-
жини C у послiдовнiсть (In)∞n=1 так, що
diam (In+1) ≤ diam (In) для кожного n ≥ 1.
Нехай In = (an, bn) для кожного n ≥ 1. Роз-
глянемо множини

Jn = [(an + bn)/2, bn)× {1− an},
A = {(x, y) ∈ X : y < 1− x},

B =
∞⋃

n=1

(I2
n ∪ Jn),

E = A ∪B,

∆ = {(x, y) ∈ X : y = 1− x},
F = (C × [0, 1]) ∩∆.

Зауважимо, що множини E i F замкне-
нi в X, причому E ∩ F = ∅ i множина F
функцiонально замкнена в X.

Покажемо, що множини E i F не є цiлком
вiдокремними в X. Припустимо, що iснує
вiдкрито-замкнена множина U , така, що

F ⊆ U ⊆ X \ E.

Тодi U =
∞⋃

n=1

L(U ; 1
n
), причому кожна мно-

жина Fn = L(U ; 1
n
) є R2-замкненою згiдно з

лемою 1. Оскiльки F – R2-берiвський про-
стiр, то iснує таке N ∈ N, що

F ∩ I ⊆ FN ∩∆

для деякої вiдкритої в ∆ множини I. Вра-
ховуючи, що diam (In) → 0, виберемо таке
n1 > N , що (bn − an)/2 < 1

N
для всiх

n > n1. Оскiльки {an : n ∈ N} є щiльною
множиною в C, то iснує таке n2 > n1, що
p = (an2 ; 1 − an2) ∈ I. Тодi B[p; 1

N
) ∩ E = ∅.

Зауважимо, що

an2 + bn2

2
<

an2

2
+

an2

2
+

1

N
=

an2

2
+

1

N
.

Таким чином, B[p; 1
N

) ∩ Jn2 6= ∅, звiдки ви-
пливає суперечнiсть, адже Jn2 ⊆ E.
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