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НЕЛОКАЛЬНА БАГАТОТОЧКОВА ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧА ДЛЯ
ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ З ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИМИ
ОПЕРАТОРАМИ В ПРОСТОРАХ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ

Встановлена коректна розв’язнiсть нелокальної багатоточкової за часом задачi для ево-
люцiйних псевдодиференцiальних рiвнянь з граничною умовою у просторi перiодичних уза-
гальнених функцiй типу ультрарозподiлiв.

We prove the well-posedness of a non-local multipoint with respect to time problem for evoluti-
on pseudo-differential equations with a boundary condition in spaces of periodic generalized functi-
ons of an ultra-distribution type.

Теорiя нелокальних крайових задач як
роздiл загальної теорiї крайових задач для
рiвнянь з частинними похiдними iнтенсив-
но розвивається з сiмдесятих рокiв минуло-
го столiття. Дослiдження таких задач зу-
мовлене багатьма застосуваннями у механi-
цi, фiзицi, хiмiї, бiологiї, екологiї та iнших
природничо-наукових дисциплiнах, якi ви-
никають при математичному моделюваннi
тих чи iнших процесiв [1–4]. На доцiльнiсть
використання нелокальних умов з точки зо-
ру загальної теорiї крайових задач впер-
ше вказав О.О. Дезiн [5], який дослiджував
розв’язнi розширення диференцiальних опе-
раторiв, породжених загальною диференцi-
альною операцiєю зi сталими коефiцiєнта-
ми. Вiн показав, що для постановки коре-
ктної крайової задачi необхiдно використо-
вувати поруч з локальними i нелокальнi
умови. А.Х. Мамян встановив [6], що iсну-
ють такi рiвняння з частинними похiдними
в шарi, для яких неможливо сформулювати
жодної коректної локальної задачi; водночас
коректнi задачi iснують, якщо залучити не-
локальнi умови.

Нелокальнi крайовi задачi у рiзних аспе-
ктах вивчали багато математикiв, викори-
стовуючи при цьому рiзнi методи й пiдхо-
ди (О.О. Дезiн, В.К. Романко, А.М. Наху-
шев, О.А. Самарський, Б.Й. Пташник, М.I.
Юрiйчук, В.I. Чесалiн, М.I. Матiйчук, О.Л.
Скубачевський та iн.). Одержанi важли-

вi результати щодо постановки, коректної
розв’язностi та побудови розв’язкiв, дослi-
дженi питання залежностi характеру розв’я-
зностi задач вiд повiденки символiв опера-
цiй, сформульованi умови регулярностi та
нерегулярностi крайових умов для важли-
вих випадкiв диференцiально-операторних
рiвнянь. До таких задач вiдноситься i нело-
кальна багатоточкова за часом задача, яка
є узагальненням задачi Кошi, коли початко-
ва умова u(t, ·)|t=0 = f замiнюється умовою
m∑

k=0

αku(t, ·)|t=tk = f , де t0 = 0, {t1, . . . , tm} ⊂
(0, T ], {α0, α1, . . . , αm} ⊂ R, m ∈ N, – фiксо-
ванi числа (якщо α0 = 1, α1 = α2 = · · · =
αm = 0, то маємо, очевидно, задачу Кошi).

Основною метою роботи є побудова та до-
слiдження властивостей фундаментального
розв’язку m-точкової (m ≥ 1) за часом за-
дачi для еволюцiйних рiвнянь з псевдоди-
ференцiальними операторами, якi дiють у
просторах перiодичних функцiй, встановле-
ння коректної розв’язностi задачi у випад-
ку, коли гранична функцiя є перiодичним
ультрарозподiлом, який [7] ототожнюється з
певним формальним тригонометричним ря-
дом. Зазначимо, що така постановка задачi є
природною, оскiльки гранична функцiя мо-
же мати особливiсть в однiй або декiлькох
точках i допускає регуляризацiю у тому чи
iншому просторi узагальнених перiодичних
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функцiй типу розподiлiв, ультрарозподiлiв,
гiперфункцiй тощо. Дослiджена також вла-
стивiсть локалiзацiї розв’язку (властивiсть
локального покращення збiжностi), яка по-
лягає в тому, що якщо гранична узагаль-
нена функцiя збiгається на деякiй вiдкри-
тiй множинi Q з неперервною функцiєю, то
розв’язок u(t, x) задачi задовольняє вiдпо-
вiдну граничну умову рiвномiрно вiдносно
x ∈ K ⊂ Q, де K – довiльно фiксований ком-
пакт.

1. Нехай

Tm =
{

P (x) : P (x) =
m∑

k=−m

ck,pe
ikx,

x ∈ R, ck,p ∈ C
}

, m ∈ Z+, T = lim
m→+∞

indTm,

T ′ – простiр всiх лiнiйних неперервних фун-
кцiоналiв на T зi слабкою збiжнiстю. Еле-
менти простору T ′ назвемо 2π-перiодичними
узагальнененими функцiями.

Зiставлення

T 3 P → fp ∈ T ′ : 〈fp, Q〉 = (P, Q)L2[0,2π],

∀Q ∈ T

задає вкладення T ⊂ L2[0, 2π] ⊂ T ′ (тут
〈f,Q〉 позначає дiю функцiоналу f на полi-
ном Q ∈ T ), причому цi вкладення щiльнi й
неперервнi [7].

Символом s позначимо простiр всiх чи-
слових послiдовностей {ck, k ∈ Z} компле-
ксних чисел з покоординатною збiжнiстю.
Iзоморфiзм

F : T ′ ∈ f → {ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z} ⊂ s

вiдображає T на множину фiнiтних послi-
довностей з s, а L2[0, 2π] – на l2.

Ряд
∑

k∈Z
ck(f)eikx, де ck(f) = 〈f, e−ikx〉,

називається рядом Фур’є узагальненої 2π-
перiодичної функцiї f ∈ T ′, а числа ck(f) –
її коефiцiєнтами Фур’є. Для довiльної уза-
гальненої 2π-перiодичної функцiї f ∈ T ′ її
ряд Фур’є збiгається до f у просторi T ′ [7].
Навпаки, довiльний ряд

∑

k∈Z
cke

ikx збiгається

в T ′ до деякого елемента f ∈ T ′ i цей ряд є

рядом Фур’є для f [7]. Отже, T ′ можна розу-
мiти як простiр формальних тригонометри-
чних рядiв вигляду

∑

k∈Z
cke

ikx.

2. Розглянемо послiдовнiсть {mk, k ∈ Z},
m0 = 1, додатних чисел, яка володiє власти-
востями [8]:

1) ∀k ∈ Z+: mk ≤ mk+1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≥ cααk;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀k ∈ Z+: mk+1 ≤

Mhkmk;
4) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{k, l} ⊂ Z+: mk ·ml ≤

ALk+lmk+l;
5) ∃B > 0 ∃s > 0 ∀k ∈ Z+: mk ≤

Bsk min
0≤l≤k

mk−lml.

Прикладами таких послiдовностей є по-
слiдовностi Жевре вигляду mk = (k!)β,
mk = kkβ, β > 0.

Символом H〈mk〉 позначимо сукупнiсть
всiх 2π-перiодичних i нескiнченно диферен-
цiйовних на R функцiй ϕ, якi володiють вла-
стивiстю: iснують сталi c, B > 0 (залежнi
лише вiд функцiї ϕ) такi, що

|ϕ(k)(x)| ≤ CBkmk, k ∈ Z+, x ∈ R. (1)

Множина функцiй ϕ ∈ H〈mk〉, для яких
оцiнки (1) виконуються з фiксованою ста-
лою B > 0, утворює банахiв простiр HB〈mk〉
вiдносно норми

‖ϕ‖B = sup
x∈[0,2π]

k∈Z+

|ϕ(k)(x)|
Bkmk

.

При цьому HB1〈mk〉 ⊂ HB2〈mk〉 , якщо B1 <

B2 i H〈mk〉 =
⋃
B>0

HB〈mk〉. В H〈mk〉 вводи-
ться топологiя iндуктивної границi банахо-
вих просторiв HB〈mk〉 [8]. При цьому H〈mk〉
перетворюється в повний локально опуклий
простiр, iнварiантний вiдносно операцiй ди-
ференцiювання, множення та згортки, якi є
неперервними в H〈mk〉 (див. властивостi 3)
– 5)). Якщо послiдовнiсть {mk, k ∈ Z} збi-
гається з однiєю iз послiдовностей Жевре,
то H〈mk〉 = G{β}, де G{β} – простiр ультра-
диференцiйовних функцiй класу Жевре по-
рядку β > 0. Простiр H〈k!〉 = H〈kk〉 = G{1}
складають аналiтичнi 2π-перiодичнi функцiї
[8].

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 1. 27



Символом H ′〈mk〉 позначатимемо про-
стiр всiх лiнiйних неперервних функцiоналiв
на H〈mk〉 зi слабкою збiжнiстю. Вiдомо [8],
що H ′〈mk〉 збiгається з проективною грани-
цею банахових просторiв H ′

B〈mk〉. Елемен-
ти простору H ′〈mk〉 називаються ультрароз-
подiлами класу {mk}. Елементи простору
H ′〈k!〉 називаються гiперфункцiями або ана-
лiтичними перiодичними функцiоналами.

У працi [8] дається характеристика про-
сторiв H〈mk〉 та H ′〈mk〉 з точки зору пове-
дiнки коефiцiєнтiв Фур’є їхнiх елементiв.

Покладемо ρ(λ) = sup
k∈Z+

(λk/mk),

λ ∈ [1, +∞). Iз властивостей послiдов-
ностi {mk, k ∈ Z+} випливає, що функцiя ρ
неперервна, монотонно зростає на [1, +∞)
(швидше, нiж λk, ∀k ∈ N, ρ(λ) ≥ 1,
∀λ ∈ [1, +∞)). Нехай

H{α} :=
{

f ∈ T ′
∣∣∣
∑

k∈Z
|ck(f)|2ρ2

( |k|
α

)
< ∞,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉
}

, α > 0.

H{α} – гiльбертiв простiр зi скалярним добу-
тком

(f, g)H{α} =
∑

k∈Z
ck(f)ck(g)ρ2

( |k|
α

)
,

{f, g} ⊂ H{α}.

Якщо α1 > α2, то H{α1} ⊃ H{α2} i це вкла-
дення є неперервним внаслiдок монотонно-
стi функцiї ρ. Покладемо H{mk} =

⋃
α>0

H{α}.

В H{mk} вводиться топологiя iндуктивної
границi [8]: H{mk} = lim

α→0
indH{α}. Просто-

ри H〈mk〉 та H{mk} збiгаються не лише як
множини, але i топологiчно [8].

З точки зору поведiнки коефiцiєнтiв
Фур’є їхнiх елементiв простори H〈mn〉 та
H ′〈mn〉 описуються так [8]:

(f ∈ H〈mn〉) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ cρ−1(µ|k|)); (A)

(f ∈ H ′〈mn〉) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0

∀k ∈ Z : |ck(f)| ≤ cρ(µ|k|)). (B)

Якщо mk = kkβ, β > 0, то ρ(λ) ∼
exp(λ1/β), тобто в цьому випадку для f ∈ T ′

правильними є такi спiввiдношення еквiва-
лентностi:

(f ∈ G{β}) ⇔ (∃µ > 0 ∃c > 0∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ c exp{−µ|k|1/β});
(f ∈ G′

{β}) ⇔ (∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0∀k ∈ Z :

|ck(f)| ≤ c exp{µ|k|1/β}).
Припустимо, що послiдовнiсть

{mk, k ∈ Z+} задовольняє ще одну умо-
ву: 6) lim

k→∞
k
√

mk/k = 0, тобто (див. [9])

∀ε > 0∃δ = δ(ε) > 0∀λ :

λ ≥ max{1, δ} ⇒ ρ(λ) ≥ eελ. (2)

Звiдси випливає (див. [10]), що функцiя ln ρ
– опукла на [1, +∞), тобто

∀{x1, x2} ⊂ [1, +∞) :

ln ρ(x1) + ln ρ(x2) ≤ ln ρ(x1 + x2) (3)

((3) вiдповiдає означенню опуклої функцiї f
з [11]:

f(x1) + f(x2) ≤ f(x1 + x2), x1 ≥ 0, x2 ≥ 0).

Покладемо ρk := inf
λ≥1

ρ(λ)/λk, k ∈ N. Iз

результатiв, отриманих в [10] випливає, що
послiдовнiсть {ρk} є монотонно спадною i
такою, що lim

k→∞
k
√

ρk = 0. Розглянемо тепер
послiдовнiсть спецiального вигляду, а саме,
mk = k!ρk, k ∈ Z+ (ця послiдовнiсть задо-
вольняє умови 1) – 6)). Виявляється, що еле-
ментами вiдповiдного класу H〈k!ρk〉 є аналi-
тичнi (цiлi) перiодичнi функцiї, якi як фун-
кцiї комплексної змiнної задовольняють пев-
ну умову.

Теорема 1. Нескiнченно диференцiйовна
2π-перiодична функцiя ϕ належить до кла-
су H〈k!ρk〉 тодi й лише тодi, коли вона ана-
лiтично продовжується в комплексну пло-
щину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C, i це про-
довження задовольняє умову: iснують ста-
лi c, b > 0 (залежнi, можливо, лише вiд ϕ)
такi, що

|ϕ(x + iy)| ≤ cρ̃(by), ∀{x, y} ⊂ R, (4)
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ρ̃(y) =

{
1, |y| < 1,
ρ(y), |y| ≥ 1,

ρ(y) = sup
|y|≥1

|y|k/(k!ρk).

Доведення. Нехай ϕ допускає аналiти-
чне продовження в комплексну площину до
цiлої функцiї i виконується умова (4). Згiдно
з iнтегральною формулою Кошi

ϕ(k)(x) =
k!

2πi

∫

γR

ϕ(z)

(z − x)k+1
dz, x ∈ R, k ∈ Z+,

де γR – коло радiуса R з центром у точцi x.
Тодi

|ϕ(k)(x)| ≤ k!

2π
max
z∈γR

|ϕ(z)|
|z − x|k+1

∮

γr

ds ≤

≤ ck!bk inf
R

ρ̃(bR)

(bR)k
= cbkk!ρk, k ∈ Z+.

Звiдси випливає, що ϕ ∈ H〈k!ρk〉.
Навпаки, нехай нескiнченно диференцi-

йовна 2π-перiодична функцiя ϕ належить до
класу H〈k!ρk〉, тобто iснують сталi c′ > 0,
B > 0 такi, що

|ϕ(k)(x)| ≤ c′Bkk!ρk, k ∈ Z+, x ∈ R.

Тодi її можна аналiтично продовжити у всю
комплексну площину. Справдi, залишковий
член у формулi Тейлора

ϕ(x + h) =
n−1∑

k=0

ϕ(k)(x)

k!
hk +

ϕ(n)(ξ)

n!
hn,

x ∈ R, де |ξ − x| < |h|, допускає оцiнку

|ϕ(n)(ξ)|
n!

|h|n ≤ c′Bnρn|h|n = c′(B|h| n
√

ρn)n.

(5)
Оскiльки n

√
ρn → 0 при n →∞, то

∀ε > 0 ∃n0 = n0(ε) ∀n ≥ n0 : ρn < εn.

Покладемо ε =
1

2
(B|h|)−1. Тодi

|ϕ(n)(ξ)|
n!

≤ c′

2n
→ 0, n →∞,

звiдки й випливає, що ряд Тейлора функцiї
ϕ(x) збiгається до ϕ(x), x ∈ R, тобто

ϕ(x + h) =
∞∑

k=0

ϕ(k)(x)

k!
hk.

Iз оцiнки (5) випливає також, що ряд Тей-
лора функцiї ϕ залишається збiжним i для
комплексних значень h. Отже, ϕ продовжу-
ється до цiлої функцiї ϕ(z), z = x + iy ∈ C;
при цьому

ϕ(x + iy) =
∞∑

k=0

ϕ(k)(x)

k!
(iy)k

i

|ϕ(x + iy)| ≤ c′
∞∑

k=0

Bk|y|kρk.

Оскiльки знайдеться стала d0 > 0 така, що
ρ̃(y) ≤ d0ρ̃(2By), то

Bk|y|kρk = |y|kBk inf
y 6=0

ρ̃(y)

|y|k ≤

≤ d0|y|kBk inf
y 6=0

ρ̃(2By)

|2By|k ≤ d0|y|kBk ρ̃(2By)

2kBk|y|k =

=
d0

2k
ρ̃(by), b = 2B, y 6= 0.

Тодi

|ϕ(x + iy)| ≤ c′ρ̃(by)
∞∑

k=0

1

2k
= cρ̃(by), y 6= 0,

де c = 2c′. Зазначимо, що для y = 0 ця не-
рiвнiсть є очевидною. Теорема доведена.

Зауваження 1. Якщо mk = kk(1−β), 0 <
β < 1, то ρ(y) ∼ exp(|y|1/(1−β)) i в цьому
випадку ρk ∼ k−k(1−β). Тодi k!ρk ∼ kkβ, k ∈
Z+. Отже, з теореми 1 випливає, що клас
Жевре H〈kkβ〉 = G{β}, 0 < β < 1, характе-
ризується так.: для того, щоб нескiнчен-
но диференцiйовна 2π-перiодична функцiя ϕ
належала до класу G{β}, 0 < β < 1, необхi-
дно й достатньо, щоб вона аналiтично про-
довжувалася в комплексну площину до цi-
лої функцiї i це продовження задовольняло
умову:

∃c > 0∃b > 0∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(x + iy)| ≤ c exp{b|y|1/(1−β)}.
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3. У просторi H ′〈mk〉 згортка f1 ∗ f2 ви-
значена для довiльних {f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉,
причому f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉. Справдi, оскiль-
ки H ′〈mk〉 ⊆ T ′ , то коефiцiєнти Фур’є уза-
гальненої функцiї f1 ∗ f2 ∈ T ′ пов’язанi з
коефiцiєнтами Фур’є узагальнених функцiй
{f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉 ⊆ T ′ так [12]:

ck(f1 ∗ f2) = ck(f1) · ck(f2), k ∈ Z+.

Доведемо, що коефiцiєнти Фур’є ck(f1 ∗ f2)
задовольняють умову (B), звiдки й випли-
ватиме, що f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉.

Отже, якщо {f1, f2} ⊂ H ′〈mk〉, то з умови
(B) випливає, що

∀µ1 > 0 ∃c1 = c1(µ1) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f1)| ≤ c1ρ(µ1|k|),
∀µ2 > 0 ∃c2 = c2(µ2) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(f2)| ≤ c2ρ(µ2|k|).
Тодi, урахувавши властивiсть опуклостi
функцiї ln ρ (див. (3)) знайдемо, що

|ck(f1 ∗ f2)| = |ck(f1)| · |ck(f2)| ≤
≤ c1c2ρ(µ1|k|)ρ(µ2|k|) =

= c1c2e
ln ρ(µ1|k|)+ln ρ(µ2|k|) ≤

≤ c1c2e
ln ρ((µ1+µ2)|k|) =

= cρ(µ|k|), c = c1c2, µ = µ1 + µ2.

Цим доведено, що f1 ∗ f2 ∈ H ′〈mk〉.
Якщо ж, наприклад, f1 ∈ H〈mk〉, то згор-

тка f1∗f2 – звичайна функцiя; точнiше, пра-
вильним є наступне твердження.

Лема 1. Для довiльних ϕ ∈ H〈mk〉 та
f ∈ H ′〈mk〉 згортка f ∗ ϕ є елементом про-
стору H〈mk〉.

Доведення. Оскiльки ϕ ∈ H〈mk〉, то
(див. умову (A))

∃µ > 0 ∃c > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(ϕ)| ≤ cρ−1(µ|k|).
Внаслiдок умови (B) для µ1 = µ/2 знайде-
ться c1 > 0 таке, що |ck(f)| ≤ cρ(µ1|k|),
k ∈ Z. Тодi, урахувавши властивiсть опу-
клостi функцiї ln ρ, прийдемо до нерiвностей

ln ρ(µ1|k|)− ln ρ(µ|k|) ≤ − ln ρ((µ− µ1)|k|) =

= − ln ρ
(µ

2
|k|

)
, |k| ≥ 1.

Отже,

ρ(µ1|k|)ρ−1(µ|k|) ≤ ρ−1
(µ

2
|k|

)
, k ∈ Z.

Таким чином, для коефiцiєнтiв Фур’є фун-
кцiї f ∗ ϕ справджуються оцiнки:

|ck(f ∗ ϕ)| ≤ c̃ρ−1(µ̃|k|), k ∈ Z,

де c̃ = cc1, µ̃ = µ/2. Звiдси вже випливає,
що f ∗ ϕ ∈ H〈mk〉.

Лема доведена.
Зазначимо, що для згортки f ∗ ϕ, f ∈

H ′〈mk〉, ϕ ∈ H〈mk〉 правильним є зображе-
ння

(f ∗ ϕ)(x) = 〈f, T−xϕ̌(·)〉 ≡ 〈f(t), ϕ(x− t)〉,
де T−x – оператор зсуву аргументу в просто-
рi H〈mk〉, ϕ̌(ξ) = ϕ(−ξ).

4. Нехай G̃: R → [0,∞) – неперервна
парна функцiя така, що G̃(x) ≥ |x|, x ∈
R \ (−1, 1). За допомогою функцiї G̃ у про-
сторi T ′ побудуємо оператор Â: T ′ → T ′ за
правилом

T ′ 3 f =
∑

k∈Z
ck(f)eikx → Âf :=

=
∑

k∈Z
G̃(k)ck(f)eikx ∈ T ′,

ck(f) = 〈f, e−ikx〉, k ∈ Z.

Легко бачити, що оператор Â є лiнiйним i
неперервним в T ′. Оператор Â – згортувач
в T ′. Справдi, якщо розглянути узагальнену
функцiю

fG̃(x) =
∑

k∈Z
G̃(k)eikx ∈ T ′,

то для довiльної узагальненої функцiї f ∈ T ′

маємо

Âf =
∑

k∈Z
G̃(k)ck(f)eikx = f ∗ fG̃,

бо

ck(f∗fG̃) = ck(f)ck(fG̃) = ck(f)G̃(k), k ∈ Z.
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Якщо G(x) = |x|γ, γ ≥ 1, x ∈ R, то Â

збiгається з оператором Âγ дробового дифе-
ренцiювання в T ′ [12]. Зазначимо, що сiм’я
операторiв Âγ володiє валстивостями:

а) ∀f ∈ T ′ ∀{α, β} ⊂ (0,∞): Âα(Âβf) =

Âα+βf ;
б) ∀f ∈ T ′: Â2kf = (−1)kD2k

x f , k ∈ N.
Якщо A – звуження оператора Â на про-

стiр H = L2[0, 2π], то, як доведено в [12], A
– невiд’ємний самоспряжений оператор в H
зi щiльною в H областю визначення D(A),
причому T ⊂ D(A). Оператор A надалi на-
зиватимемо псевдодиференцiальним опера-
тором у просторi L2[0, 2π].

Нехай f : [0,∞) → [0,∞) – деяка непе-
рервна функцiя. За функцiєю f та операто-
ром A побудуємо оператор f(A):

f(A)ϕ :=
∑

k∈Z
f(λk)ck(ϕ)eikx,

λk = G̃(k) = G̃(−k), ∀ϕ ∈ H.

Тодi f(A) := Af – невiд’ємний самоспряже-
ний оператор в H зi щiльною областю ви-
значення

D(Af ) =
{

ϕ ∈ H :
∑

k∈Z
f 2(λk)|ck(ϕ)|2 ≡

≡
∑

k∈Z
|ck(Afϕ)|2 < ∞

}
,

причому T ⊂ D(Af ). З’ясуємо, за якої умови
на функцiю f оператор Af є обмеженим у
просторi H〈mk〉 i вiдображає цей простiр у
себе.

Теорема 2. Якщо неперервна на [0,∞)
функцiя f задовольняє умову

∀ε > 0 ∃cε > 0 ∀x ∈ [0,∞) :

0 ≤ f(x) ≤ cερ(εx), (6)

то оператор Af неперервний у просторi
H〈mk〉 i вiдображає цей простiр в себе.

Доведення. Передусiм доведемо, що
функцiя Afϕ ∈ H〈mk〉, якщо ϕ =∑

k∈Z
ck(ϕ)eikx ∈ H〈mk〉. Оскiльки ck(Afϕ) =

f(λk)ck(ϕ), k ∈ Z, то, внаслiдок умови (A)
досить довести, що

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z :

f(λk)|ck(ϕ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

За умовою ϕ ∈ H〈mk〉, тобто
∃µ1 > 0 ∃c1 > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(ϕ)| ≤ c1ρ
−1(µ1|k|).

Отже,

f(λk)|ck(ϕ)| = c1cερ(ε|k|)ρ−1(µ1|k|) =

= c1cεe
ln ρ(ε|k|)−ln ρ(µ1|k|).

Вiзьмемо параметр ε з промiжку (0, µ1).
Врахувавши нерiвнiсть опуклостi (3) для
функцiї ln ρ знайдемо, що

ln ρ(ε|k|)− ln ρ(µ1|k|) ≤ − ln ρ((µ1 − ε)|k|) ≡
≡ − ln ρ(µ0|k|),

де µ1 − ε = µ0. Тодi

ϕ(λk)|ck(ϕ)| ≤ c0e
− ln ρ(µ0|k|) = c0ρ

−1(µ0|k|),
звiдки й випливає, що Afϕ ∈ H〈mk〉.

Доведемо, що Af – неперервний опера-
тор у просторi H〈mk〉, тобто кожну обмеже-
ну множину цього простору Af вiдображає
в обмежену множину цього ж простору.

Нехай L – обмежена множина в просторi
H〈mk〉. Оскiльки H〈mk〉 =

⋃
α>0

H{α}, то L –

обмежена множина в деякому гiльбертово-
му просторi H{α0}, тобто

∃b > 0 ∀ϕ ∈ L :

‖ϕ‖H{α0}
=

∑

k∈Z
|ck(ϕ)|2ρ2

( |k|
α0

)
≤ b.

Отже,

∀ϕ ∈ L : |ck(ϕ)| ≤ bρ−1
( |k|

α0

)
, k ∈ Z.

У нерiвностi (6) покладемо ε = (2α0)
−1. То-

дi, скориставшись нерiвнiстю опуклостi (3)
знайдемо, що

|ck(Afϕ)| = f(λk)|ck(ϕ)| ≤ cbρ−1
(( 1

α0

−ε
)
|k|

)
=
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= b1ρ
−1

( |k|
2α0

)
, k ∈ Z, b1 = cb.

Отже, множина AfL обмежена в просторi
H{2α0}, тобто у просторi H〈mk〉. Теорему до-
ведено.

Зауваження 2. Умова (6) на функцiю f
еквiвалентна тому, що функцiя

Ff =
∑

k∈Z
f(λk)e

ikx ≡
∑

k∈Z
f(G(k))eikx

є елементом простору H ′〈mk〉.
Надалi вважатимемо, що функцiя f до-

датково задовольняєу мову

∃c0 > 0 ∃d0 > 0 ∀x ∈ [0,∞) :

f(x) ≥ d0 ln ρ(c0x). (7)
5. Розглянемо еволюцiйне рiвняння

∂u

∂t
+ Afu = 0, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω, (8)

де Af – оператор, побудований у п. 4. Пiд
розв’язком рiвняння (8) розумiємо функцiю
u(t, x), неперервно диференцiйовну по t при
кожному x ∈ R, яка задовольняє це рiвнян-
ня, u(t, ·) ∈ D(Af ) при кожному t ∈ (0, T ].

Розглянемо таку задачу: знайти функцiю
u, яка є розв’язком рiвняння (8) та задоволь-
няє умову

µu(0, ·)−
m∑

k=1

µku(tk, ·) = g, g ∈ L2[0, 2π], (9)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0,∞),
{t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ] – фiксованi числа, при-

чому µ >

m∑

k=1

µk, t1 < t2 < · · · < tm ≤ T .

При цьому u(0, ·) розумiємо як lim
t→+0

u(t, ·),
де границя розглядається в гiльбертовому
просторi H = L2[0, 2π], тобто вважаємо, що
iснує функцiя u0(·) ∈ H така, що ‖u(t, ·) −
u0(·)‖H → 0, t → +0, u0(x) ≡ u(0, x). Надалi
задачу (8), (9) називатимемо нелокальною
багатоточковою за часом задачею для рiв-
няння (8).

Нехай u – розв’язок рiвняння (8). Оскiль-
ки u(t, ·) ∈ H при кожному t ∈ (0, T ], то

u(t, x) =
∑

k∈Z
c̃k(t)e

ikx, (t, x) ∈ Ω,

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = (u(t, ·), e−ikx)H , k ∈ Z,

причому

‖u(t, ·)‖2
H =

∑

k∈Z
|c̃k(t)|2, t ∈ (0, T ].

Для вiдшукання c̃k(t) домножимо (8) ска-
лярно на e−ikx, k ∈ Z; в результатi прийдемо
до спiввiдношення

(u′t, e
−ikx) + (Afu, e−ikx) = 0.

При фiксованому k ∈ Z маємо:

(Afu, e−ikx) = (u,Afe
−ikx) = (u, f(λk)e

−ikx) =

= f(λk)(u, e−ikx) = f(λk)c̃k(t),

λk = G̃(k) = G̃(−k)

(тут враховано, що e−ikx ∈ D(Af ) при ко-
жному k ∈ Z, причому e−ikx є власною фун-
кцiєю оператора A, а f(λk) – його власне чи-
сло). Отже,

d

dt
c̃k(t) =

d

dt
(u(t, ·), e−ikx) =

=
( d

dt
u(t, ·), e−ikx

)
, k ∈ Z.

Зауважимо також, що

lim
t→+0

c̃k(t) = c̃k(0) = ck(u(0, ·)).

Функцiя c̃k(t) задовольняє рiвняння

c̃′k(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z,

загальний розв’язок якого має вигляд

c̃k(t) = ck exp{−tf(λk)}, ck = const, k ∈ Z.

Тодi

u(t, x) =
∑

k∈Z
ck exp{−tf(λk)}eikx, (t, x) ∈ Ω.

(10)
Для вiдшукання ck, k ∈ Z, помножимо

(9) скалярно на e−ikx, k ∈ Z; у результатi
прийдемо до спiввiдношення

µc̃k(0)−
m∑

n=1

µnc̃k(tn) = ck(g),
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ck(g) = (g, e−ikx), k ∈ Z.

Урахувавши виглядc̃k(t) знайдемо, що

ck

(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λk)}
)

= ck(g).

Отже,

ck = ck(g)
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λk)}
)−1

, k ∈ Z.

Введемо позначення:

Q1(t, λk) := exp{−tf(λk)},

Q2(λk) :=
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−tnf(λk)}
)−1

≡

≡
(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)−1

.

Тодi

c̃k(t) ≡ ck(u(t, ·)) = Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g), k ∈ Z,

u(t, x) =
∑

k∈Z
c̃k(t)e

ikx =

=
∑

k∈Z
Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)eikx =

= G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

де
g(x) =

∑

k∈Z
ck(g)eikx,

G(t, x) =
∑

k∈Z
Q1(t, λk)Q2(λk)e

ikx.

Iз обмежень, накладених на функцiю f та
параметри задачi (8), (9) випливає, що при
кожному t ∈ (0, T ] справджуються нерiвно-
стi

|ck(G)| = |Q1(t, λk)| · |Q2(λk)| ≤
≤ exp{−d0t ln ρ(µ0λk)}×

×
(
µ−

m∑
n=1

µn exp{−d0tn ln ρ(µ0λk)}
)−1

≤

≤
(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

exp{−d0t ln ρ(µ0λk)},

λk = G̃(k) = G̃(−k), k ∈ Z

(тут враховано, що µ >

m∑
n=1

µn). Звiдси та

з характеристики класу H〈mk〉 (див. умову
(A)) випливає, що G(t, ·) ∈ H〈mk〉 при ко-
жному t ∈ (0, T ]. Справдi, нехай d0t < 1.
Якщо ϕ – опукла на [0,∞) функцiя, то крiм
нерiвностi (3) для такої функцiї справджу-
ються нерiвностi:

а) ∀α ∈ (0, 1) ∀x ∈ [0,∞): ϕ(αx) ≤ αϕ(x);
б) ∀α ≥ 1 ∀x ∈ [0,∞): ϕ(αx) ≥ αϕ(x).
Урахувавши а) запишемо нерiвнiсть:

−d0t ln ρ(µ0λk) ≤ − ln ρ(d0tµ0λk) ≡

≡ − ln ρ(a1λk), a1 = d0tµ0.

Отже, якщо d0t < 1, то

|ck(G)| ≤ γe− ln ρ(a1λk) ≡ γρ−1(a1λk), k ∈ Z,

γ =
(
µ−

m∑
n=1

µn

)−1

.

Якщо d0t > 1, то d0t = [d0t] + {d0t}. Тодi
e−d0 ln ρ(µ0λk) = e−[d0t] ln ρ(µ0λk) ·e−{d0t} ln ρ(µ0λk) ≤

≤ e−{d0t} ln ρ(µ0λk) ≤ e− ln ρ(a2λk) =

= ρ−1(a2λk), a2 = {d0t}µ0.

Таким чином, якщо d0t > 1, то

|ck(G)| ≤ γρ−1(a2λk), k ∈ Z.

Нехай a = min{a1, a2} = {d0t}µ0. Тодi при
фiксованому t ∈ (0, T ] справджується нерiв-
нiсть

|ck(G)| ≤ γρ−1(aλk), k ∈ Z,

з якої (та умови (A)) випливає, що G(t, ·) ∈
H〈mk〉, mk = k!ρk, при кожному t ∈ (0, T ].
Оскiльки u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g, де g ∈ H ⊂
H ′〈mk〉, G(t, ·) ∈ H〈mk〉 (при кожному t ∈
(0, T ]), то на пiдставi вiдповiдної властиво-
стi згортки стверджуємо, що u(t, ·) ∈ H〈mk〉
при кожному t ∈ (0, T ].

Розв’язок задачi (8), (9) єдиний. Для до-
ведення цiєї властивостi скористаємося тим,
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що будь-який розв’язок рiвняння (8) зобра-
жається формулою (10), тобто

u(t, x) =
∑

k∈Z
ck(G1)ck(g)eikx ≡ G1(t, x) ∗ g(x),

де
g =

∑

k∈Z
cke

ikx, ck = (g, e−ikx),

G1(t, x) :=
∑

k∈Z
Q1(t, λk)e

ikx,

G1(t, x) – фiксована функцiя з простору
H〈mk〉, g – довiльно фiксована функцiя з
H (те, що G1(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному
t ∈ (0, T ] випливає з оцiнки |Q1(t, λk)| ≤
γρ−1(aλk), a, γ > 0, k ∈ Z, яка рiвносиль-
на тому, що |ck(G1)| ≤ γρ−1(aλk), k ∈ Z).

Якщо g = 0, то ck = 0, ∀k ∈ Z, звiд-
ки й випливає, що u(t, x) = 0 для кожного
t ∈ (0, T ], що й доводить єдинiсть розв’язку
задачi (8), (9).

Зауважимо, що правильним є i обернене
твердження: якщо функцiя u(t, x) зобража-
ється формулою (10), то вона є розв’язком
рiвняння (8). Справдi,

Afu =
∑

k∈Z
ck(Afu)eikx =

∑

k∈Z
(Afu, e−ikx)eikx =

=
∑

k∈Z
(u,Afe

−ikx)eikx =

=
∑

k∈Z
(u, f(λk)e

−ikx)eikx =

=
∑

k∈Z
f(λk)c̃k(t)e

ikx,

c̃k(t) = (u, e−ikx), λk = G(k) = G(−k), k ∈ Z;

∂u

∂t
=

∑

k∈Z
ck

(∂u

∂t

)
eikx =

∑

k∈Z

(∂u

∂t
, e−ikx

)
eikx =

=
∑

k∈Z
ck

∂

∂t
(u, e−ikx)eikx =

∑

k∈Z
c̃′k(t)e

ikx.

Далi зазначимо, що ck(t) є розв’язком рiв-
няння

c̃′k(t) + f(λk)c̃k(t) = 0, k ∈ Z,

тобто c̃′k(t) = −f(λk)c̃k(t), k ∈ Z. Звiдси ви-
пливає, що u – розв’язок рiвняння (8).

Таким чином, функцiя u(t, x) є розв’яз-
ком рiвняння (8) тодi й лише тодi, коли во-
на зображається у виглядi (10). Зазначимо
також, що розв’язок задачi (8), (9) неперерв-
но залеить вiд граничної умови.

Пiдсумуємо одержанi результати у вигля-
дi наступного твердження.

Теорема 3. Нелокальна багатоточкова
за часом задача (8), (9) коректно розв’язна,
розв’язок дається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ g(x), (t, x) ∈ Ω,

де

G(t, x) =
∑

k∈Z
Q1(t, λk)Q2(λk)e

ikx,

g(x) =
∑

k∈Z
ck(g)eikx ∈ H,

при цьому {G(t, ·), u(t, ·)} ⊂ H〈mk〉, mk =
k!ρk, при кожному t ∈ (0, T ].

Зазначимо, що внаслiдок вiдповiдної вла-
стивостi згортки u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g ∈ H〈mk〉
при кожному t ∈ (0, T ], якщо g ∈ H ′〈mk〉.
Доведемо, що тодi функцiя u(t, ·) є розв’яз-
ком рiвняння (8), який задовольняє умову

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g, (11)

g ∈ H ′〈mk〉,
де границi розглядаються в просторi
H ′〈mk〉.

Лема 2. Функцiя G(t, ·), t ∈ (0, T ], як аб-
страктна функцiя параметра t iз значен-
нями в просторi H〈mk〉, диференцiйовна по
t.

Доведення. Оскiльки H〈mk〉 =

H{mk} =
⋃
α>0

H{α}, то для доведення

твердження досить показати, що

Φ∆t(x) :=
1

∆t
[G(t + ∆t, x)−G(t, x)] −→

∆t→0

−→ ∂

∂t
G(t, x)

у просторi H{mk} (якщо ∆t < 0, то вважа-
ємо ∆t таким, що t + ∆t ≥ t/2). Це означає,
що
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1) множина функцiй {Φ∆t : |∆t| ≤
ε0, ∆t 6= 0} (ε0 > 0 – досить мале фiксоване
число) обмежена в просторi H{mk}, тобто

∃c > 0 ∀∆t (|∆t| ≤ ε0, ∆t 6= 0) :

‖Φ∆t‖2
H{α} ≤ c

при деякому α > 0 та фiксованому t ∈ (0, T ];

2) Φ∆t → ∂

∂t
G(t, ·) при ∆t → 0 у просторi

H〈mk〉, тобто
∥∥∥Φ∆t − ∂

∂t
G(t, ·)

∥∥∥
2

H{α}
→ 0, ∆t → 0.

Передусiм зазначимо, що функцiя G(t, x)
диференцiйовна по t ∈ (0, T ] (при кожному
x ∈ R). Справдi, нехай t ∈ [ε̃, T ], де ε̃ > 0.
Доведемо, що ряд

−
∑

k∈Z
f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e

ikx, t ∈ [ε̃, T ],

(12)
збiгається рiвномiрно по t (при фiксованому
x), бо тодi

∂G(t, x)

∂t
=

= −
∑

k∈Z
f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e

ikx. (13)

Оскiльки

|eikx| = 1, k ∈ Z, |Q2(λk)| ≤ γ,

γ =
(
µ−

m∑

k=1

µk

)−1

,

то для t ≥ ε̃ (з урахуванням умов (6), (7))
маємо, що

∀ε > 0 ∃cε > 0 : α(t, x) :=

= | − f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)e
ikx| ≤

≤ γf(λk) exp{−ε̃f(λk)} ≤
≤ cεγ exp{−ε̃d0 ln ρ(c0λk)} exp{ln ρ(ελk)}.

Вважаючи, що ε̃d0 < 1 та врахувавши опу-
клiсть функцiї ln ρ, прийдемо до нерiвностi:

α(t, x) ≤ cεγ exp{− ln ρ(ε̃d0 − ε)λk}.

Оскiльки ε > 0 – довiльне, то покладемо ε =
ε̃d0/2. Тодi

α(t, x) ≤ c̃ exp
{
− ln ρ

( ε̃

2
d0λk

)}
= c̃ρ−1(βλk),

(14)
β = ε̃d0/2, t ∈ [ε̃, T ], x ∈ R.

Iз (14) та властивостей функцiї ρ випли-
ває, що ряд (13) збiгається рiвномiрно при
t ≥ ε̃. Цим доведено, що функцiя G(t, ·) ди-
ференцiйовна по t на вiдрiзку [ε̃, T ]. Оскiль-
ки ε̃ > 0 – довiльне, то функцiя G(t, ·) дифе-
ренцiйовна по t на промiжку (0, T ], при цьо-
му правильним є спiввiдношення (13), яке
виконується у кожнiй точцi t ∈ (0, T ]. Зазна-
чимо також, що при кожному t ∈ (0, T ] фун-

кцiя
∂

∂t
G(t, ·) є елементом простору H〈mk〉,

оскiльки

ck

( ∂

∂t
G(t, ·)

)
= −f(λk)Q1(t, λk)Q2(λk)

i, як випливає з (14), для коефiцiєнтiв Фур’є

функцiї
∂

∂t
G(t, ·) справджується оцiнка

∣∣∣ck

( ∂

∂t
G(t, ·)

)∣∣∣ ≤ cρ−1(βλk) = ce− ln ρ(βG(|k|)) ≤

≤ e− ln ρ(β|k|) = cρ−1(β|k|), k ∈ Z.

Це i означає (див. (A)), що
∂

∂t
G(t, ·) ∈ H〈mk〉

при кожному t ∈ (0, T ].
Оскiльки

Φ∆t(x) =
∑

k∈Z

1

∆t

[
e−(t+∆t)f(λk)−

−e−tf(λk)
]
Q2(λk)e

ikx =

= −
∑

k∈Z
f(λk)e

−(t+θ∆t)f(λk)Q2(λk)e
ikx, 0 < θ < 1,

то

ck(Φ∆t) = −f(λk)Q1(t + θ∆t, λk)Q2(λk).

Тодi для довiльно фiксованого α > 0, кон-
кретне значення якого вкажемо пiзнiше,
справджуються спiввiдношення:

‖Φ∆t‖2
H{α} =

∑

k∈Z
|ck(Φ∆t)|2ρ2

( |k|
α

)
=
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=
∑

k∈Z
f 2(λk)ρ

2
( |k|

α

)
e−2(t+θ∆t)f(λk)Q2

2(λk) ≤

≤ γ2
∑

k∈Z
f 2(λk)ρ

2
( |k|

α

)
e−2tf(λk) ≤

≤ γ2
∑

k∈Z
f 2(λk)e

2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a1λk),

a1 = {d0t}c0, γ =
(
µ−

m∑

k=1

µk

)−1

,

d0, c0 – сталi з умови (7). З урахуванням (6)
та властивостi опуклостi функцiї ln ρ маємо,
що

f 2(λk)e
−2 ln ρ(a1λk) ≤ c2

εe
2 ln ρ(ελk)−2 ln ρ(a1λk) ≤

≤ c2
εe
−2 ln ρ((a1−ε)λk) = c2

εe
−2 ln ρ(a2λk), a2 = a1/2,

якщо покласти ε = a1/2. Iз властивостей
функцiї ρ та G̃ випливають нерiвностi

ρ(a2λk) ≥ a2λk = a2G̃(|k|) ≥ a2|k|, k ∈ Z;

тодi, знову скориставшись властивiстю опу-
клостi ln ρ, прийдемо до нерiвностей:

‖Φ∆t‖2
H{α} ≤ γ2c2

ε

∑

k∈Z
e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2 ln ρ(a2|k|) ≤

≤ b
∑

k∈Z
e
−2 ln ρ

((
a2− 1

α

)
|k|

)
= b

∑

k∈Z
e−2 ln ρ(a3|k|) =

= b
∑

k∈Z
ρ−2(a3|k|) < ∞, a3 = a2 − 1

α

для фiксованого α > 0 такого, що a2−1/α >
0 (тобто для α > 1/a2). Отже, множина фун-
кцiй {Φ∆t, |∆t| ≤ ε0, ∆t 6= 0} обмежена в
просторi H{mk} = H〈mk〉.

Перевiримо виконання умови 2). Нехай

Ψ∆t(x) := Φ∆t(x)− ∂

∂t
G(t, x) =

=
∑

k∈Z
[e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)]Q2(λk)f(λk)e

ikx.

Звiдси випливає, що

‖Ψ∆t‖2
H{α} =

∑

k∈Z
|ck(Ψ∆t)|2ρ2

( |k|
α

)
=

=
∑

k∈Z
|ck(Ψ∆t)|2e

2 ln ρ

(
|k|
α

)
=

=
∑

k∈Z
e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
|e−tf(λk) − e−(t+θ∆t)f(λk)|2×

×Q2
2(λk)f

2(λk) ≤
∑

k∈Z
e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2(t+θ1∆t)f(λk)×

×f 4(λk)θ
2(∆t)2Q2

2(λk) ≤

≤ γ2
∑

k∈Z
e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
e−2tf(λk)f 4(λk)(∆t)2,

0 < θ1 < 1, γ =
(
µ−

m∑

k=1

µk

)−1

.

Внаслiдок (6) та властивостi опуклостi фун-
кцiї ln ρ

f 4(λk)e
−2tf(λk) ≤ c4

εe
−2 ln ρ(a1λk)e4 ln ρ(ελk) ≤

≤ c4
εe
−2 ln ρ(a1λk)e2 ln ρ(2ελk) ≤ c4

εe
−2 ln ρ((a1−2ε)λk =

= c4
εe
−2 ln ρ(a4λk), a4 = a1/2,

якщо покласти ε = a1/4. Оскiльки

ρ(a4λk) ≥ a4λk = a4G̃(|k|) ≥ a4|k|, k ∈ Z,

то

‖Ψ∆t‖2
H{α} ≤ b̃

∑

k∈Z
e
2 ln ρ

(
|k|
α

)
×

×e−2 ln ρ(a4|k|)(∆t)2 ≤ c̃(∆t)2,

де

b̃ = γ2c4
ε, c̃ = b̃

∑

k∈Z
e
−2 ln ρ

((
a4− 1

α

)
|k|

)
< ∞

для довiльно фiксованого α > 1/a4. Звiдси
вже випливає, що ‖Ψ∆t‖H{α} → 0 при ∆t → 0

(для α > 1/a4), тобто Φ∆t → ∂

∂t
G(t, ·) при

∆t → 0 у просторi H{mk} = H〈mk〉, mk =
k!ρk. Лему доведено.

Наслiдок 1. Функцiя

u(t, x) = G(t, x) ∗ g = 〈g(y), G(t, x− y)〉,
g ∈ H ′〈mk〉,
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диференцiйовна по t, при цьому

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
G(t, x) ∗ g.

Зазначимо, що функцiя u(t, x) = G(t, x) ∗
g, g ∈ H ′〈mk〉, задовольняє рiвняння (8).

Лема 3. Нехай

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, g ∈ H ′〈mk〉, (t, x) ∈ Ω.

Тодi в просторi H ′〈mk〉 справджується гра-
ничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = g. (15)

Доведення. Для доведення (15) вiзьме-
мо довiльний елемент ϕ(x) =

∑

k∈Z
ck(ϕ)eikx ∈

H〈mk〉 i зазначимо, що внаслiдок неперерв-
ностi вкладення H〈mk〉 в H ′〈mk〉 та ортонор-
мованостi базису {eikx, k ∈ Z}
〈u(t, ·), ϕ〉 = (u(t, ·), ϕ)H =

∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ) =

=
∑

k∈Z
Q1(t, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ϕ).

Тодi

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ϕ〉 −
m∑

n=1

µn lim
t→tn

〈u(t, ·), ϕ〉 =

= µ lim
t→+0

∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ)−

−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ);

при цьому ряд
∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ) збiгається

рiвномiрно на [0, T ]. Цей факт випливає з
вигляду коефiцiєнтiв ck(u(t, ·)), k ∈ Z, та не-
рiвностi

|ck(u(t, ·))| · |ck(ϕ)| ≤ c̃|ck(g)| · |ck(ϕ)|,
t ∈ [0, T ], k ∈ Z.

Справдi, за умовою g ∈ H ′〈mk〉, тобто
∀µ > 0 ∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Z :

|ck(g)| ≤ cρ(µ|k|).
Функцiя ϕ ∈ H〈mk〉, тому, внаслiдок умови
(A),

∃µ0 > 0 ∃c0 > 0 ∀k ∈ Z : |ck(ϕ)| ≤ c0ρ
−1(µ0|k|).

Покладемо µ = µ0/2. Тодi, урахувавши не-
рiвнiсть опуклостi (3) знайдемо, що

|ck(g)| · |ck(ϕ)| ≤ cc0ρ
−1(µ0|k|)ρ

(µ0

2
|k|

)
=

= cc0e
− ln ρ(µ0|k|)e

ln ρ

(
µ0
2
|k|

)
≤ c0ce

− ln ρ

(
µ0
2
|k|

)
=

= c̃ρ−1
(µ0

2
|k|

)
≤ c̃|k|−2, k ∈ Z \ {0}.

З останньої нерiвностi випливає сформульо-
вана властивiсть.

Таким чином,

lim
t→tn

∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ) =

∑

k∈Z
ck(u(tn, ·))ck(ϕ) =

=
∑

k∈Z
Q1(tn, λk)Q2(λk)ck(g)ck(ϕ). (16)

lim
t→+0

∑

k∈Z
ck(u(t, ·))ck(ϕ) =

∑

k∈Z
ck(u(0, ·))ck(ϕ) =

=
∑

k∈Z
Q2(λk)ck(g)ck(ϕ). (17)

Урахувавши (16), (17) знайдемо, що

µ lim
t→+0

〈u(t, ·), ϕ〉 −
m∑

n=1

µn lim
t→tn

〈u(t, ·), ϕ〉 =

=
∑

k∈Z

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, λk)
)
Q2(λk)

]
ck(g)ck(ϕ) =

=
∑

k∈Z

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, λk)

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, λk)
ck(g)ck(ϕ) =

=
∑

k∈Z
ck(g)ck(ϕ) = 〈g, ϕ〉, ϕ ∈ H〈mk〉,

mk = k!ρk, g =
∑

k∈Z
ck(g)eikx ∈ H ′〈mk〉,

що й потрiбно було довести.
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Оскiльки u(t, x) = G(t, x), якщо g = δ ∈
H ′〈mk〉, то функцiя G(t, x) є розв’язком рiв-
няння (8) i з (15) випливає, що функцiя
G(t, x) в просторi H ′〈mk〉 задовольняє гра-
ничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

G(t, ·)−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

G(t, ·) = δ.

Надалi G(t, x), (t, x) ∈ Ω, називатимемо
фундаментальним розв’язком багатоточко-
вої за часом задачi для рiвняння (8).

Лема 3 дозволяє ставити багатоточкову
за часом задачу для рiвняння (8) у розумiн-
нi (15), де граничний елемент g належить
до простору H ′〈mk〉 (при цьому вiдповiд-
нi границi в (15) розглядаються в просторi
H ′〈mk〉).

Правильним є наступне твердження.
Теорема 4. Багатоточкова задача (8),

(15) коректно розв’язна, її розв’язок зобра-
жається формулою

u(t, x) = G(t, x) ∗ g, (t, x) ∈ Ω,

u(t, ·) ∈ H〈mk〉 при кожному t ∈ (0, T ].
Доведення. Iз наведених вище твер-

джень випливає, що доведення вимагає вла-
стивiсть єдиностi розв’язку задачi (8), (15)
та його неперервної залежностi вiд грани-
чної умови.

Нехай u(t, x) – розв’язок задачi (8), (15).
Оскiльки u – розв’язок рiвняння (8) (у вка-
заному вище розумiннi), то u зображається
у виглядi (див. (10)):

u(t, x) =
∑

k∈Z
ckQ1(t, λk)e

ikx.

Якщо
ck = ck(g)Q2(λk),

g =
∑

k∈Z
ck(g)eikx ∈ H ′〈mk〉,

то u задовольняє умову (15). Отже, за умови
g = 0 маємо ck(g) = 〈g, e−ikx〉 = 0, k ∈ Z,
тобто u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Ω.

Розв’язок вказаної задачi неперервно за-
лежить вiд граничної умови. Справдi, нехай
{g, gn, n ≥ 1} ⊂ H ′〈mk〉, причому gn → g при

n →∞ у просторi H ′〈mk〉. Звiдси випливає,
що

ck(gn) = 〈gn, e−ikx〉 −→
n→∞

〈g, e−ikx〉 = ck(g)

для кожного k ∈ Z. Крiм того, {u, un, n ≥
1} ⊂ H〈mk〉, де un – розв’язок задачi (8),
(15), який вiдповiдає граничному елементу
gn ∈ H ′〈mk〉. Тодi

∀ϕ ∈ H〈mk〉 : 〈un, ϕ〉 = (un, ϕ) =

=
∑

k∈Z
ck(G)ck(gn)ck(ϕ) −→

n→∞

−→
∑

k∈Z
ck(G)ck(g)ck(ϕ) = (u, ϕ) = 〈u, ϕ〉.

Отже, un → u при n → ∞ у просторi
H ′〈mk〉. Теорема доведена.

6. Функцiя G(t, ·) – фундаментальний
розв’язок нелокальної багатоточкової за ча-
сом задачi для рiвняння (8), є неперервною
абстрактною функцiєю параметра t ∈ (0, T ]
зi значеннями в просторi H〈k!ρk〉 (див. лему
2). Оскiльки гранична узагальнена функцiя
g ∈ H ′〈k!ρk〉 – згортувач у просторi H〈k!ρk〉,
а розв’язок u(t, ·) задачi (8), (15) подається
у виглядi згортки G(t, x)∗ g, то звiдси дiста-
ємо, що граничнi спiввiдношення

u(t, ·) = G(t, ·) ∗ g −→
n→∞

G(ti, ·) ∗ g = u(ti, ·),

ti ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . , m},
виконуються в просторi H〈k!ρk〉. Iз означе-
ння збiжностi в цьому просторi випливає,
зокрема, що u(t, ·) → u(ti, ·) при t → ti,
i ∈ {1, . . . , m}, рiвномiрно на довiльному
вiдрiзку [a, b] ⊂ [0, 2π]. Вказану збiжнiсть
в (15) погiршує перший доданок, оскiльки
для функцiї G(t, ·) точка t = 0 є особливою.
Однак виявляється, що якщо граничну фун-
кцiю g брати з вужчого, нiж H ′〈k!ρk〉 кла-
су, то можна отримати локальне покращен-
ня збiжностi згортки G(ti, ·) ∗ g при t → +0.

Розглянемо простiр Жевре H〈kkβ〉 ≡
G{β} при β > 1. Оскiльки в такому просторi
є фiнiтнi функцiї [8], то для ультрарозподi-
лу g ∈ G′

{β}, β > 1, має змiст таке означе-
ння: узагальнена функцiя g ∈ G′

{β}, β > 1,
дорiвнює нулевi на iнтервалi (a, b) ⊂ [0, 2π],
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якщо 〈g, ϕ〉 = 0 для довiльної основної фун-
кцiї ϕ ∈ G{β}, β > 1, носiй якої мiститься в
(a, b).

Надалi вважатимемо, що функцiя f , за
якою будується оператор Af , додатково за-
довольняє умови:

а) вона є парною, двiчi неперервно дифе-
ренцiйовною на R функцiєю,

∀ε > 0 ∀k ∈ {0, 1, 2} ∃cε,k > 0 ∀σ ∈ R :

|f (k)(σ)| ≤ cε,kρ(εσ),

б) f – однорiдна порядку γ > 1 функцiя,
тобто f(λσ) = λγf(σ), σ ∈ R, для кожного
λ > 0.

Крiм того, вважаємо, що G(σ) = |σ|, σ ∈
R.

При обґрунтуваннi властивостi локалiза-
цiї використовуватимемо наступне допомi-
жне твердження.

Лема 4. Нехай G̃(t, x) =
F−1

σ→x[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) = Q1(t, σ)Q2(σ), σ ∈ R.

Якщо x 6= 0, то функцiя G̃(t, x) задовольняє
нерiвнiсть

|G̃(t, x)| ≤ ctµ|x|−2, µ = 1− 1/γ > 0, x 6= 0,
(18)

стала c не залежить вiд t (тут Q1, Q2 –
функцiї, розглянутi ранiше).

Зазначимо, що доведення леми 4 викори-
стовує властивостi а), б) функцiї f .

Теорема 5. Нехай g ∈ G′
{β}, β > 1 i g = 0

на iнтервалi (a, b) ⊂ [0, 2π]. Тодi розв’язок
задачi (8), (15) з граничною функцiєю g пря-
мує до нуля при t → +0 рiвномiрно на до-
вiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ (a, b).

Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂
(a, b). Побудуємо функцiю ϕ ∈ G{β}, β > 1,
з носiєм в (a, b) таку, що ϕ = 1 на [a1, b1].
Функцiї ϕ(ξ)G(t, x− ξ), (1−ϕ(ξ))G(t, x− ξ),
як функцiї аргументу ξ (при кожному t > 0
i x ∈ R), належать до простору G{β}, тому
має змiст рiвнiсть

u(t, x) = 〈g(ξ), ϕ(ξ)G(t, x− ξ)〉+
+〈g(ξ), (1− ϕ(ξ))G(t, x− ξ)〉.

Враховуючи, що g = 0 на (a, b), а також
включення supp(ϕ(ξ)G(t, x − ξ)) ⊂ (a, b),
приходимо до спiввiдношення

u(t, x) = 〈g(ξ), γ̃(ξ)G(t, x− ξ)〉,
γ̃(ξ) = 1− ϕ(ξ),

або

u(t, x) = tν〈g(ξ), t−ν γ̃(ξ)G(t, x− ξ)〉,
ν = 1− 1/γ > 0, t > 0.

Отже, для доведення сформульованого
твердження досить перевiрити, що суку-
пнiсть функцiй Φt,x(ξ) = tν γ̃(ξ)G(t, x − ξ)
обмежена в просторi G{β}, β > 1, рiвномiр-
но по t (при досить малих значеннях t) i
x ∈ [c, d], тобто, що

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cBmmmβ,m ∈ Z+, (19)

де сталi c, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ, якi
змiнюються вказаним вище способом. За-
уважимо ще, що Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ [a1, b1],
тому оцiнку (19) досить отримати для ξ ∈
[0, 2π] \ [a1, b1].

Передусiм отримаємо оцiнку вигляду (19)
для похiдних функцiї

G(t, x− ξ) =
∑

k∈Z
Q(t, |k|)eik(x−ξ).

На пiдставi формули Пуассона для пiдсумо-
вування тригонометричних рядiв (див. [13])
маємо, що

G(t, x− ξ) =
∑

k∈Z
F [F−1[Q(t, σ)]](k)eik(x−ξ) =

=
∑

k∈Z
F [G̃(t, x)](k)eik(x−ξ) =

=
∑

k∈Z
G̃(t, x− ξ + 2kπ). (20)

Цей ряд при t > 0 i x ∈ [c, d] є аналiтичною
функцiєю змiнної ξ, оскiльки, як було дове-
дено ранiше, G(t, ·) ∈ H〈k!ρk〉 при кожному
t > 0.

Вiзьмемо обмежену область Q ⊂ C, яка
мiстить вiдрiзок [c, d] i не мiстить множину
[0, 2π] \ [a1, b1], з гладкою межею ∂Q (∂Q не
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перетинає вiдрiзок [c, d]). Тодi, згiдно з iнте-
гральною теоремою Кошi,

Dm
ξ G(t, x− ξ) =

m!

2πi

∫

∂Q

G(t, x− z)

(z − ξ)m+1
dz,

x ∈ [c, d], ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Звiдси дiстаємо, що

|Dm
ξ G(t, x− ξ)| ≤ m!

2π

l

Am+1
max
z∈∂Q

|G(t, x− z)|,

де l – довжина контура ∂Q, A = inf |z − ξ|,
z ∈ ∂Q, ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1]. Для того, щоб
здiйснити оцiнку max

z∈∂Q
|G(t, x− z)|, скориста-

ємося формулою (20). Оскiльки x ∈ [c, d],
ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1], то |x − ξ| ≥ a0 > 0, де
a0 = min{|a1 − c|, |d− b1|}, то, згiдно з оцiн-
кою (18) та формулою (20),

|G̃(t, x− ξ + 2πk)| ≤ ctν |x− ξ + 2πk|−2,

ν = 1− 1/γ > 0.

За рахунок вибору вiдрiзка [a1, b1] можна пi-
дiбрати число b0, 0 < b0 < 1, так, що

|x− ξ + 2πk| ≥ a0 + b0|k|, x ∈ [c, d],

ξ ∈ [0, 2π] \ [a1, b1].

Тодi

t−ν |G(t, x− ξ)| ≤ c
∑

k∈Z
|x− ξ + 2πk|−2 ≤

≤ c
∑

k∈Z
(a0 + b0|k|)−2 = M < ∞,

стала M не залежить вiд t, x, ξ. Взявши до
уваги неперервнiсть G(t, x − z) за сукупнi-
стю змiнних t > 0, x ∈ [c, d], z ∈ Q, пiдбере-
мо область Q ⊂ C так, щоб справджувалась
нерiвнiсть t−ν |G(t, x− z)| ≤ M̃ , M̃ = M + 1.

Отже,

t−ν |Dm
ξ G(t, x− ξ)| ≤ c1B

m
1 m! ≤ c2B

m
2 mm,

(21)
m ∈ Z+. Оскiльки ϕ ∈ G{β}, β > 1, то також

|Dm
ξ ϕ(ξ)| ≤ c3B

m
3 mmβ,m ∈ Z+. (22)

З (21), (22) випливають оцiнки:

|Dm
ξ Φt,x(ξ)| ≤ t−ν

m∑

l=0

C l
m|Dl

ξγ(ξ)|×

×|Dm−l
ξ G(t, x− ξ)| ≤ c4B

m
4 mmβ,m ∈ Z+,

де c4 = c2(1 + c3), B4 = 2 max{B2, B3}, сталi
c4, B4 > 0 не залежать вiд t, x, ξ, якi змiнюю-
ться вказаним вище способом. Твердження
доведено.

Наслiдок 2. Нехай g ∈ G′
{β} ⊂ H ′〈k!ρk〉,

β > 1, u(t, x) – розв’язок задачi (8), (15) з
граничною функцiєю g. Якщо g = 0 на iн-
тервалi (a, b) ⊂ R, то граничне спiввiдно-
шення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · ·−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = 0,

справджується рiвномiрно вiдносно x на до-
вiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ (a, b) ⊂ [0, 2π].

Символом M{β} позначимо клас функцiй,
якi є мультиплiкаторами в просторi G{β},
β > 1.

Теорема 6 (властивiсть локалiзацiї).
Нехай g ∈ G′

{β} ⊂ H ′〈k!ρk〉, β > 1, u(t, x)

– розв’язок задачi (8), (15) з граничною
функцiєю g. Якщо узагальнена функцiя g
збiгається на iнтервалi (a, b) ⊂ R з 2π-
перiодичною функцiєю ψ ∈ M{β}, то на до-
вiльному промiжку [c, d] ⊂ (a, b) ⊂ [0, 2π]
граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− · · ·−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = ψ(x), (23)

виконується рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d].
Доведення. Нехай ϕ – основна фун-

кцiя, побудована при доведеннi теореми 5.
Оскiльки ϕ(g−ψ) = 0 на (a, b), то ϕ(g−ψ) =
0 на [c, d], (1−ϕ)g = 0 на [a1, b1]. З наслiдку
2 випливає, що граничнi спiввiдношення

lim
t→+0

〈ϕ(g − ψ), G(t, x− ξ)〉 = 0,

lim
t→+0

〈(1− ϕ)g, G(t, x− ξ)〉 = 0,
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m∑

k=1

µk lim
t→tk

〈ϕ(g − ψ), G(t, x− ξ)〉 = 0, (24)

m∑

k=1

µk lim
t→tk

〈(1− ϕ)g,G(t, x− ξ)〉 = 0

виконуються рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d].
Крiм того,

u(t, x) = 〈g, G(t, x−ξ)〉 = 〈ϕ(g−ψ), G(t, x−ξ)〉+

+〈(1− ϕ)g,G(t, x− ξ)〉+ 〈ϕψ, G(t, x− ξ)〉.
Урахувавши (24) робимо висновок, що для
доведення твердження досить встановити,
що граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

〈ϕψ, G(t, x− ξ)〉−

−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

〈ϕψ, G(t, x− ξ)〉 = ψ(x)

виконується рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d].
Оскiльки ψ – мультиплiкатор у просторi

G{β}, ϕ – фiнiтна функцiя з цього ж просто-
ру, то ϕψ ∈ G{β}, β > 1. Тодi

〈ϕψ, G(t, x−ξ)〉 =
1

2π

2π∫

0

G(t, x−ξ)(ϕψ)(ξ)dξ =

=
1

2π

2π∫

0

∑

k∈Z
Q1(t, |k|)Q2(|k|)eik(x−ξ)(ϕψ)(ξ)dξ =

=
∑

k∈Z
ck(ϕψ)Q1(t, |k|)Q2(|k|)eikx ≡

∑

k∈Z
wk(t, x),

ck(ϕψ) =
1

2π

2π∫

0

(ϕψ)(ξ)e−ikξdξ.

Зазначимо, що ряд
∑

k∈Z
wk(t, x) збiгається

рiвномiрно по t на [0, T ] та рiвномiрно вiд-
носно x ∈ [0, 2π] (доведення цiєї властивостi
здiйснюється за схемою доведення леми 3).
Тодi

lim
t→t0

∑

k∈Z
wk(t, x) =

∑

k∈Z
wk(t0, x), t0 ∈ [0, T ].

Звiдси випливають спiввiдношення

µ lim
t→+0

〈ϕψ, G(t, x− ξ)〉−

−
m∑

n=1

µn lim
t→tn

〈ϕψ,G(t, x− ξ)〉 =

=
∑

k∈Z

[(
µ−

m∑
n=1

µnQ1(tn, |k|)
)
Q2(|k|)

]
ck(ϕψ)eikx =

=
∑

k∈Z

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, |k|)

µ−
m∑

n=1

µnQ1(tn, |k|)
ck(ϕψ)eikx =

=
∑

k∈Z
ck(ϕψ)eikx = (ϕψ)(x),

якi справджуються рiвномiрно вiдносно x ∈
[0, 2π]. Оскiльки ϕψ = ψ на [c, d] ⊂ [0, 2π], то
спiввiдношення (23) виконуються рiвномiр-
но вiдносно x ∈ [c, d].

Теорема доведена.
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