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ДЕРИВАЦIЙНI ПАРИ ОПЕРАТОРIВ У ПРОСТОРI ЦIЛИХ ФУНКЦIЙ

Описано всi пари лiнiйних операторiв, що дiють у просторi цiлих функцiй i задовольня-
ють спiввiдношення, яке є операторним аналогом рiвняння Рубела в класi функцiоналiв.

We describe all pairs of linear operators that act in the spaces of entire functions and satisfy
a relation that is an operator analog of the Rubel equation in the class of functionals.

Питання зображення лiнiйних функцiо-
налiв та операторiв, що дiють у рiзних про-
сторах аналiтичних функцiй i задовольня-
ють спiввiдношення, якi в певному сенсi уза-
гальнюють формулу диференцiювання до-
бутку двох функцiй, вивчалися в роботах ба-
гатьох математикiв.

Нехай G – довiльна область комплексної
площини i H(G) – простiр усiх аналiтичних
в G функцiй, що надiлений топологiєю ком-
пактної збiжностi [1]. В [2] Л.А. Рубел по-
ставив i розв’язав задачу, про знаходження
всiх пар лiнiйних неперервних функцiоналiв
L та M на просторi H(G), якi задовольня-
ють спiввiдношення

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f) (1)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше Н.Р. Нандакумар в [3] та Л.
Зальцман в [4] рiзними способами розв’яза-
ли задачу Рубела в класi лiнiйних функцiо-
налiв на просторiH(G). Подальшi дослiдже-
ння стосовно опису пар лiнiйних функцiо-
налiв на просторi H(G), якi задовольняють
спiввiдношення, подiбнi до (1), здiйсненi в
[5]–[6]. Цi результати та їх узагальнення си-
стематизованi в [7]. Узагальнене рiвняння
Рубела було дослiджене в [8].

Надалi в рiзних роботах розглядалися
операторнi модифiкацiї спiввiдношення (1) в
певних класах операторiв, що дiють у про-
сторi H(G). В працях [9]-[10] доведено, що
кожна деривацiя D : H(G) → H(G), тоб-
то адитивний на H(G) оператор, який задо-
вольняє спiввiдношення

D(fg) = fD(g) + gD(f)

для довiльних двох функцiй f, g ∈ H(G),
має вигляд: (Df)(z) = ϕ(z)f ′(z), де ϕ – до-
вiльна функцiя з простору H(G). Зазначи-
мо, що лiнiйним деривацiям на просторi не-
перервних функцiй C[0, 1] присвячена робо-
та [11].

Наступним етапом дослiджень став роз-
гляд певних мультиплiкативних спiввiдно-
шень для рiзних класiв операторiв, що дi-
ють у просторi H(G). В [12] Р. Баркел та
С. Саекi описали всi адитивнi оператори T :
H(G1) → H(G2), якi для деякої вiдмiнної
вiд сталої функцiї ϕ ∈ H(G2) задовольня-
ють спiввiдношення

T (zf) = ϕT (f)

для довiльної функцiї f ∈ H(G1).
В роботi [13] Н.Р. Нандакумар описав всi

адитивнi оператори M : H(G) → H(G), якi
задовольнять спiввiдношення

M(fg) = M(f)M(g),

при цьому довiвши, що кожен з таких опе-
раторiв необхiдно є лiнiйним i неперервним.
В [14] вiн продовжив дослiдження мульти-
плiкативних спiввiдношень у випадку, коли
M : H(G1) → H(G2).

Природним узагальненням наведених ас-
пектiв дослiджень деривацiйних спiввiдно-
шень для функцiоналiв та операторiв, що
дiють в рiзних просторах аналiтичних фун-
кцiй, є збiльшення кiлькостi невiдомих опе-
раторiв в операторних рiвняннях. У зв’яз-
ку з цим виникає питання про знаходження
всiх пар лiнiйних операторiв A та B, якi дi-
ють у просторi цiлих функцiй H(C) i задо-
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вольняють операторне рiвняння Рубела

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Bg)(z)+(Ag)(z)(Bf)(z)
(2)

для довiльних цiлих функцiй f та g. Зазна-
чимо також, що всi розв’язки рiвняння (2)
в класi лiнiйних неперервних операторiв на
просторi H(G) були описанi у [15].

Надалi нам знадобиться допомiжне твер-
дження стосовно опису мультиплiкативних
лiнiйних операторiв на просторi H(C) (див.,
наприклад, [13]). Заради повноти, ми сфор-
мулюємо i наведемо нове доведення цього
твердження.

Лема. Для того, щоб лiнiйний на про-
сторi H(C) оператор A задовольняв спiввiд-
ношення

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(C) при z ∈ C, необхiдно i достатньо, щоб
A = 0, або Af = f ◦ ψ для f ∈ H(C), де ψ –
деяка функцiя з простору H(C).

Доведення. Нехай лiнiйний на просто-
рi H(C) оператор A задовольняє спiввiдно-
шення леми. Надалi через e(z) позначатиме-
мо функцiю e(z) = z. Для довiльної точки
z ∈ C формулою Lz(f) = (Af)(z) визнача-
ється лiнiйний мультиплiкативний функцiо-
нал Lz на H(C). Використовуючи опис лi-
нiйних мультиплiкативних функцiоналiв на
просторi H(C), (див., наприклад, [6]) одер-
жуємо, що Lz = 0, або Lz(f) = f(z0), де
z0 = Lz(e). Нехай Lz 6= 0 i A(e) = ψ. То-
дi z0 = ψ(z), i тому Lz(f) = f(ψ(z)), тоб-
то (Af)(z) = f(ψ(z)) для довiльної функцiї
f ∈ H(C).

Нехай U = {z ∈ C : Lz = 0}. Якщо U =
C, то A = 0. У випадку U = ∅ маємо, що
(Af)(z) = (f ◦ψ)(z) при z ∈ C для довiльної
функцiї f ∈ H(C), де ψ – деяка функцiя
з простору H(C). Покажемо, що множина
U може набувати лише два наведенi вище
значення. Дiйсно, якби U 6= C i U 6= ∅, то
для довiльної функцiї f ∈ H(C) ми мали б,
що

(Af)(z) =

{
0, якщо z ∈ U ;
f(ψ(z)), якщо z ∈ C \ U.

Якщо позначити h(z) = A(1), то ми одер-
жуємо, що функцiя h(z) з простору H(C)
набуває лише два значення: 0 та 1, що не-
можливо. Необхiднiсть умов леми доведено,
а їх достатнiсть є очевидною.

Нехай лiнiйнi на просторi H(C) операто-
ри A та B задовольняють спiввiдношення
(2). Позначимо a(z) = A(1), b(z) = B(1).
Покладаючи в (2) f = g = 1, одержимо,
що a(z)(1 − 2b(z))) = 0 при z ∈ C. Оскiль-
ки функцiї a(z) та b(z) є цiлими, то за те-
оремою єдиностi для аналiтичних функцiй
звiдси випливає, що b(z) ≡ 1

2
або a(z) ≡ 0 в

C.
Розглянемо спочатку випадок, ко-

ли a(z) 6≡ 0 в C. Тодi b(z) ≡ 1
2

при
z ∈ C. Покладаючи в (2) g(z) = 1,
одержимо, що (Af)(z) = 2a(z)(Bf)(z)
для довiльної функцiї f ∈ H(C) при
z ∈ C. Тодi з (2) отримуємо, що
a(z)(2(B(fg)(z) − 4(Bf)(z)(Bg)(z)) = 0
для довiльних цiлих функцiй f та g при
z ∈ C. Оскiльки a(z) 6≡ 0 в G, то звiдси ви-
пливає, що 2(B(fg))(z) = 2(Bf)(z)2(Bg)(z),
f, g ∈ H(C), z ∈ C. Тодi 2B є ненульовим
мультиплiкативним оператором, який дiє
в просторi цiлих функцiй. За лемою одер-
жуємо, що B(f) = 1

2
(f ◦ ψ), де ψ – деяка

цiла функцiя. Тому A(f) = a · (f ◦ ψ).
Таким чином, у випадку, коли a(z) 6≡ 0 в
C, пара операторiв A та B визначається
наступними формулами: A(f) = a · (f ◦ ψ),
B(f) = 1

2
(f ◦ ψ) де a, ψ ∈ H(C).

Нехай тепер a(z) ≡ 0 в C. Пiдставляючи у
(2) g = 1, одержуємо, що A = 0 або b(z) ≡ 1
в C. Якщо A = 0, то для будь-якого лiнiйно-
го на просторi H(C) оператора B пара опе-
раторiв A = 0, B задовольняє спiввiдношен-
ня (2). Надалi вважатимемо, що A 6= 0. Тодi
b(z) ≡ 1 в C.

Отже, нехай a(z) ≡ 0 i b(z) ≡ 1 в C.
Вiзьмемо довiльне z ∈ C i нехай Lz(f) =
(A(f))(z) i Mz(f) = (B(f))(z). Тодi з (2) ви-
пливає, що пара лiнiйних функцiоналiв Lz

та Mz задовольняє спiввiдношення

Lz(fg) = Lz(f)Mz(g) + Lz(g)Mz(f) (3)

для довiльних цiлих функцiй f та g. Крiм
того, Lz(1) = 0 i Mz(1) = 1. Тодi з [3] (див.
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також [8]) випливає, що пара функцiоналiв
Lz та Mz визначається однiєю iз наступних
трьох умов:

1) Lz = 0, Mz – довiльний лiнiйний фун-
кцiонал на H(C);

2) Lz(f) = C f(z1)−f(z2)
z1−z2

, Mz(f) = 1
2
(f(z1) +

f(z2)), де C, z1, z2 ∈ C, причому z1 6= z2;
3) Lz(f) = Cf ′(z1), Mz(f) = f(z1), де

C, z1 ∈ C.
Через S позначимо множину тих точок

z ∈ C, для яких пара функцiоналiв Lz та Mz

визначаються формулами 1). Тодi (Af)(z) =
0 для довiльної цiлої функцiї f i для до-
вiльної точки z ∈ S. Через Im(A) позначи-
мо множину значень оператора A. Оскiльки
A 6= 0, то iснує функцiя α ∈ Im(A), яка не
дорiвнює тотожному нулевi в C. Тодi мно-
жина S є пiдмножиною множини нулiв фун-
кцiї α(z) в C. Тому множина S є не бiльш
нiж злiченною i не має скiнченних грани-
чних точок. Для довiльної точки z iз S по-
значимо mz = min{m ∈ N : g(z) = g′(z) =
. . . = g(m−1)(z) = 0,∀g ∈ Im(A)}. З визначе-
ння числа mz випливає, що для кожної то-
чки z ∈ S iснує функцiя gz ∈ Im(A), для
якої g

(mz)
z (z) 6= 0. Нехай h – довiльна цi-

ла функцiя, множина нулiв якої збiгається
з множиною S, причому кратнiсть довiль-
ного нуля z ∈ S функцiї h(z) дорiвнює mz.
Функцiя h iснує за теоремою Вейєрштрас-
са (див. [16], стор. 272). Для довiльної цiлої
функцiї f функцiя 1

h(z)
(Af)(z) є також цi-

лою, оскiльки кожна скiнченна особлива то-
чка цiєї функцiї є усувною. Тому формулою
(A1f)(z) = 1

h(z)
(Af)(z) визначається лiнiй-

ний оператор A1 на просторi H(C). Рiвнiсть
(2) можна записати у виглядi

h(z)(A1(fg))(z) =

= h(z)(A1f)(z)(Bg)(z)+h(z)(A1g)(z)(Bf)(z),

f, g ∈ H(C), z ∈ C. При z ∈ C\S звiдси
випливає, що

(A1(fg))(z) =

= (A1f)(z)(Bg)(z) + (A1g)(z)(Bf)(z) (4)

для f, g ∈ H(C). Оскiльки кожна точка з
множини S є iзольованою, то спiввiдношен-
ня (4) є правильним для довiльних функцiй

f та g iз H(C) при z ∈ C. Для довiльної
точки z ∈ G позначимо L′z(f) = (A1(f))(z).
Тодi з (4) випливає, що пара лiнiйних фун-
кцiоналiв L′z та Mz задовольняє спiввiдно-
шення виду (3), в якому Lz замiнене на L′z.
Крiм того, L′z(1) = 0 i Mz(1) = 1. Оскiль-
ки для довiльної точки z ∈ C функцiонал
L′z 6= 0, то пара функцiоналiв L′z та Mz ви-
значаються однiєю з вищенаведених формул
типу 2) або 3).

Через V позначимо множину тих точок
z ∈ C, для кожної з яких пара функцiона-
лiв L′z та Mz визначається формулами ви-
ду 2). Нехай V 6= ∅ i z ∈ V . Тодi L′z(f) =

C f(z1)−f(z2)
z1−z2

, Mz(f) = 1
2
(f(z1) + f(z2)), де

C, z1, z2 ∈ C, f ∈ H(C). Позначимо A1(e) =
a1, a1 ∈ H(C). Тодi C = L′z(e) = a1(z). Не-
хай B(e) = b i B(e2) = b1, b, b1 ∈ H(C).
Тодi Mz(e) = b(z) = 1

2
(z1 + z2) i Mz(e

2) =

b1(z) = 1
2
(z2

1 + z2
2). З цих рiвностей знахо-

димо, що z1 = b(z) +
√

b1(z)− b2(z), z2 =

b(z)−
√

b1(z)− b2(z), де розглядається одне
iз значень кореня

√
b1(z)− b2(z). Нехай цi-

лi функцiї u та v визначаються наступними
формулами: u(z) = b(z) i v(z) = b1(z)−b2(z),
z ∈ C. Таким чином, одержуємо, що

L′z(f) = a1(z)
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
−f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
√

v(z)
,

Mz(f) =
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
+f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
.

Зауважимо, що v(z) 6= 0, оскiльки z ∈ V .
Нехай V 6= C i z ∈ C \ V . Тодi L′z(f) =

Cf ′(z1) i Mz(f) = f(z1), де z1 ∈ C. Тому
L′z(f) = a1(z)f ′(u(z)),

Mz(f) = f(u(z)),

де a1 = A1(e), u = B(e).
Позначимо ϕ(z) = h(z)a1(z), z ∈ C. Вра-

ховуючи визначення функцiоналiв L′z та Mz

i те, що (Af)(z) = h(z)(A1f)(z), z ∈ C, одер-
жуємо, що для довiльної функцiї f ∈ H(C)

(Af)(z) =

=





ϕ(z)
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
−f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
√

v(z)
, при z ∈ V,

ϕ(z)f ′(u(z)), при z ∈ C \ V ; (5)

(Bf)(z) =
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=

{
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
+f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
, при z ∈ V,

f(u(z)), при z ∈ C \ V. (6)

Оскiльки B(e2) = b1, то з формули (6) ви-
пливає, що

b1(z) =

{
u2(z) + v(z), якщо z ∈ V,
u2(z), якщо z ∈ C \ V.

(7)

Функцiя b1 є цiлою, тому з (7) випливає, що
множина C\V збiгається з множиною нулiв
функцiї v(z).

Якщо ж V = ∅, то v ≡ 0 в C, i з формул
(5) та (6) випливає, що A(f) = ϕ · (f ′ ◦ u),
B(f) = f ◦ u, де ϕ, u ∈ H(C).

Таким чином, ми довели необхiднiсть
умов наступної теореми.

Теорема. Для того, щоб лiнiйнi на про-
сторi H(C) оператори A та B задоволь-
няли спiввiдношення (2), необхiдно i доста-
тньо, щоб пара цих операторiв визначалася
однiєю з наступних умов:

1) A = 0, B – довiльний лiнiйний опера-
тор на H(C);

2) A(f) = ϕ · (f ◦ ψ); B(f) = 1
2
f ◦ ψ, де

ϕ, ψ ∈ H(C);
3) A(f) = ϕ · (f ′ ◦ ψ), B(f) = f ◦ ψ, де

ϕ, ψ ∈ H(C);
4) оператори A та B визначаються фор-

мулами (5) та (6), в яких ϕ, u, v ∈ H(C),
причому v 6≡ 0, а множина C\V збiгається
з множиною нулiв функцiї v(z).

Доведення. Достатнiсть. Якщо опе-
ратори A та B визначаються однiєю з умов
1)–3) то вони лiнiйно дiють у просторi H(C)
i задовольняють спiввiдношення (2). Нехай
тепер оператори A та B визначаються умо-
вою 4). Покажемо спочатку, що цi операто-
ри дiють в H(C). Доведення проведемо для
оператора A. Для довiльної цiлої функцiї f
при z ∈ V маємо

(Af)(z) =
ϕ(z)

2
√

v(z)

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
×

×
((

u(z) +
√

v(z)
)n

−
(
u(z)−

√
v(z)

)n)
=

=
ϕ(z)

2
√

v(z)

∞∑
n=1

f (n)(0)

n!

n∑

k=0

Ck
n

(√
v(z)

)k

×

×u(z)n−k(1 + (−1)k+1) = ϕ(z)
∞∑

n=1

f (n)(0)

n!
×

×
[n−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
n (v(z))l (u(z))n−2l−1 .

При z ∈ C \ V отримуємо, що

(Af)(z) = ϕ(z)f ′(u(z)) =

= ϕ(z)
∞∑

n=1

f (n)(0)

(n− 1)!
(u(z))n−1 .

Оскiльки v(z) = 0 при z ∈ C \ V , то з цих
рiвностей одержуємо, що для довiльної цiлої
функцiї f при z ∈ C маємо

(Af)(z) = ϕ(z)
∞∑

n=1

f (n)(0)

n!
×

×
[n−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
n (v(z))l (u(z))n−2l−1 . (8)

Покажемо, що оператор A дiє в просторi
H(C). Для цього достатньо перевiрити, що
для довiльної функцiї f ∈ H(C) функцiя

F (z) =
∞∑

n=1

f (n)(0)

n!
×

×
[n−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
n (v(z))l (u(z))n−2l−1 (9)

є цiлою. Нехай r – довiльне додатнє число.
Позначимо max

|z|≤r
|v(z)| = a, max

|z|≤r
|u(z)| = b.

Виберемо число c таким, щоб c > a+b. За не-
рiвностями Кошi для тейлорiвських коефiцi-
єнтiв цiлої функцiї f(z), маємо що

∣∣∣f (n)(0)
n!

∣∣∣ ≤
M(c)
cn , n = 0, 1, . . ., де M(c) = max

|z|=c
|f(z)|. Тому

max
|z|≤r

∣∣∣∣∣∣∣
f (n)(0)

n!

[n−1
2 ]∑

l=0

C2l+1
n (v(z))l (u(z))n−2l−1

∣∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∣∣∣∣
f (n)(0)

n!

∣∣∣∣
[n−1

2 ]∑

l=0

C2l+1
n albn−2l−1 ≤
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≤ M(c)

cn

n∑

k=0

Ck
nakbn−k = M(c)

(
a + b

c

)n

,

n = 1, 2, . . .. Оскiльки c > a+ b, то звiдси ви-
пливає, що ряд в правiй частинi формули (9)
збiгається рiвномiрно в крузi |z| ≤ r. В силу
довiльностi r, одержуємо, що цей ряд збi-
гається рiвномiрно на довiльнiй компактнiй
пiдмножинi з C. Оскiльки u та v є цiлими
функцiями, то за теоремою Вейєрштрасса
про ряди з аналiтичних функцiй одержуємо,
що функцiя F (z), яка визначається форму-
лою (9), є цiлою. Тому оператор A дiє в про-
сторi H(C). Подiбним чином переконуємося
в тому, що оператор B також дiє в H(C).
Оператори A та B є лiнiйними. Безпосере-
дньою перевiркою переконуємося в тому, що
вони задовольняють спiввiдношення (2). Те-
орема доведена.

З доведеної теореми, наприклад, випли-
ває, що для довiльної цiлої функцiї ϕ та до-
вiльної цiлої функцiї v, яка не має нулiв в C,
формулами

(Af)(z) = ϕ(z)
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
−f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
√

v(z)

(Bf)(z) =
f
(
u(z)+

√
v(z)

)
+f

(
u(z)−

√
v(z)

)

2
визначаються лiнiйнi на просторi H(C) опе-
ратори A та B, якi задовольняють (2).

Зауваження. Оператори A та B, якi
визначаються однiєю з умов 2)–4) доведе-
ної теореми, неперервно дiють у просто-
рi H(C). Тому множина розв’язкiв рiвня-
ння (2) в класi ненульових лiнiйних непе-
рервних операторiв, що дiють у просторi
H(C), описується однiєю iз формул 2)–4).
В iншiй формi та iншим методом всi лiнiй-
нi неперервнi оператори A та B, що дiють
у просторi цiлих функцiй i задовольняють
рiвнiсть (2), описанi в [15].
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