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ПРО УСЕРЕДНЕННЯ НА ОСI В БАГАТОЧАСТОТНИХ СИСТЕМАХ IЗ
ЗАПIЗНЕННЯМ

Дослiджується iснування розв’язку та дається обґрунтування методу усереднення за
швидкими змiнними на осi для багаточастотних систем диференцiальних рiвнянь iз сталим
запiзненням. Встановлено розв’язнiсть однiєї крайової задачi на скiнченному промiжку та
одержано для неї оцiнку похибки методу усереднення.

We study the existence of a solution and justify the averaging method on fast variables on
the axis for multifrequency systems of differential equations with constant delay. We also establish
the solvability of a boundary value problem for finite interval and obtain an error estimate of the
averaging method for this problem.

Вступ. Метод усереднення за швидкими
змiнними для двочастотної системи рiвнянь
обґрунтований на скiнченному, але асимп-
тотично великому промiжку часу в роботi
В.I. Арнольда [1]. Рiзнi пiдходи з дослiджен-
ня багаточастотних систем асимптотичними
методами запропоновано в працях Є.О. Гре-
бенiкова [2], М.М. Хапаєва [3], В.I. Нейштад-
та [4] та iн.

Новий напрямок iз дослiдження багато-
частотних систем методом усереднення за-
кладений А.М. Самойленком у працi [5] i
ґрунтується на оцiнцi осциляцiйних iнтегра-
лiв. Результати дослiдження багаточасто-
тних систем iз початковими та крайовими
умовами наведенi у монографiї А.М. Самой-
ленка i Р.I. Петришина [6]. Зокрема, обґрун-
товано метод усереднення на пiвосi R+ за
умови рiвномiрної асимптотичної стiйкостi
повiльних змiнних усередненої системи [7].
Багаточастотнi системи на R+ дослiджува-
лись також М.М. Хапаєвим [3].

Одно- i багаточастотнi системи iз запiз-
ненням методом усереднення розглядались
в працях Я.Й. Бiгуна [8], I.М. Данилюка [9],
I.В. Березовської [10] та iн.

Важливою також є задача дослiдження
як стiйкостi [11], так i обґрунтування мето-
ду усереднення на всiй осi. Результат для ба-
гаточастотних систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь з повiльно змiнними часто-
тами одержано в працi А.М. Самойленка i

Р.I. Петришина [12]. У данiй роботi метод
усереднення застосовується для дослiджен-
ня на осi m-частотної системи рiвнянь iз ста-
лим запiзненням.

1. Технiчна лема. Доведемо iнтеграль-
ну нерiвнiсть для функцiї iз сталим запiз-
ненням, скориставшись методикою [13].

Лема 1. Нехай невiд’ємна кусково-непе-
рервна функцiя v(t) при t ≥ t0 задовольняє
iнтегральну нерiвнiсть

v(t) ≤ c +
r∑

i=0

ai

t∫

t0

v(s−∆i)ds, (1)

де c, ai – деякi невiд’ємнi сталi, i = 0, . . . , r,
0 ≤ ∆0 < ∆1 < ... < ∆r. Далi, нехай

v(t) ≤ c, t0 −∆r ≤ t ≤ t0. (2)

Тодi, при t0 ≤ t < ∞

v(t) ≤ ceδ(t−t0), (3)

де δ – додатний корiнь рiвняння

δ =
r∑

i=1

aie
−δ∆i . (4)

Доведення. Нехай w(t) = ceδ(t−t0), t ≥
≥ t0. Врахувавши (4) нескладно перевiрити,
що функцiя w(t) задовольняє рiвняння

w(t) = c +
r∑

i=0

ai

t∫

t0

w(s−∆i)ds. (5)
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Розглянемо функцiю u(t) = w(t)− v(t). З
нерiвностей (1) i (5) випливає, що при t ≥ t0

u(t) ≥
r∑

i=0

ai

t∫

t0

u(s−∆i)ds.

Покажемо, що u(t) ≥ 0 при t0 ≤ t < ∞.
Справдi, при t0 − ∆r ≤ t ≤ t0 виконуєть-
ся нерiвнiсть (2), тому на цьому промiжку
u(t) ≥ 0.

Нехай p(t) =
r∑

i=1

ai

t∫

t0

u(s − ∆i)ds. З по-

передньої нерiвностi отримуємо, що p(t) ≥ 0
при t0 ≤ t ≤ t0 + ∆1. Застосовуючи узагаль-
нення нерiвностi Гронуолла-Беллмана [14]
маємо:

u(t) ≥ p(t) + a0

t∫

t0

p(s)ea0(t−s)ds.

Така ж нерiвнiсть виконується для насту-
пних вiдрiзкiв, якi визначаються в методi
крокiв та залежать вiд спiввiдношення ∆1,
. . . , ∆r i в об’єднаннi складають [0, ∆r]. Тому
u(t) ≥ 0 при t0 ≤ t ≤ t0 + ∆r. Користуючись
методом математичної iндукцiї, отримаємо,
що u(t) ≥ 0 при t0 ≥ t < ∞. Звiдси випли-
ває, що v(t) ≤ w(t), тобто умова (3) викону-
ється. Лему доведено.

Наслiдок 1. При вiдсутностi запiзнень
(r = 0) iз леми одержимо нерiвнiсть Грону-
олла-Беллмана [14], а при a0 = 0 i r = 1 –
лему, доведену в роботi [13].

2. Оцiнка похiдних за початкови-
ми умовами в багаточастотнiй системi.
Розглянемо систему з m (m ≥ 1) повiльно
змiнними частотами вигляду

dx

dτ
= A(τ, x, x∆, ϕ, ϕ∆, ε),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ B(τ, x, x∆, ϕ, ε),

(6)

де τ ∈ [0, L], ε ∈ (0, ε0], x ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Rm;
x∆(τ, ε) = x(τ − ε∆, ε), ϕ∆(τ, ε) = ϕ(τ−
−ε∆, ε), ∆ – додатна стала, яка характе-
ризує запiзнення. Вектор-функцiї A i B 2π-
перiодичнi по кожнiй з компонент ϕν , ϕ∆ν ,
ν = 1, . . . , m. Особливiстю системи (6) є те,
що вектор-функцiя B не залежить вiд запiз-
нення в швидких змiнних.

Вiдповiдна усереднена система набуває
вигляду

dx

dτ
= A(τ, x, x∆, ε),

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ B0(τ, x, x∆, ε),

(7)

де усереднення здiйснено за швидкими змiн-
ними ϕ i ϕ∆ з урахуванням гармонiк, для
яких виконується умова резонансу частот
γkl(τ) := (k, ω(τ))+(l, ω(τ−ε∆)) ≈ 0, k, l ∈ Zm,

k + l = 0 i τ ∈ [0, L],

A(τ, x, x∆, ε) =
∑

k+l=0

Akl(τ, x, x∆, ε)e−i(k,ω(τ))∆,

B0(τ, x, x∆, ε) =
1

(2π)m

2π∫

0

B(τ, x, x∆, ϕ, ε)dϕ.

Нехай виконуються умови:
1) при (τ, ε) ∈ [−ε∆, 0]× (0, ε0] для почат-

кових функцiй x0(τ, ε) i x0(τ, ε) та ϕ0(τ, ε) i
ϕ0(τ, ε) виконується нерiвнiсть

‖x0(τ, ε)−x0(τ, ε)‖+‖ϕ0(τ, ε)−ϕ0(τ, ε)‖ ≤ c0ε
α1 ,

c0 > 0, α1 ≥ α = m−1;
2) в областi G = [0, L]×D×D×Rm×Rm×

× [0, ε0] F ∈ Cd1
τ,x,x∆,ε i F ∈ Cd2

ϕ,ϕ∆
, де F :=

:= [A,B], d1 ≥ 1, d2 ≥ 2m + 2, вектор-
функцiя F та її частиннi похiднi обмеженi
в G сталою σ1;

3) ων ∈ Cm[0, L] i визначник Вронсько-
го V (τ), побудований за системою функцiй{
ω1(τ), . . . , ωm(τ)

}
, вiдмiнний вiд нуля при

τ ∈ [0, L].
При виконаннi цих умов, як показано в

роботi [8],

‖x(τ, x0, ϕ0ε)− x(τ, x0, ε)‖+
+ ‖ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)− ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)‖ ≤ c1ε

α, (8)

де стала c1 > 0 i не залежить вiд ε.
Введемо позначення y(ε) = x(0, x0, ϕ0, ε),

ψ(ε) = ϕ(0, x0, ϕ0, ε) й аналогiчнi позначен-
ня для початкових умов розв’язкiв усередне-
ної системи.

Покажемо, що для похiдної за початкови-
ми умовами ψ вiдхилення розв’язкiв систем
рiвнянь (6) i (7) виконується оцiнка, анало-
гiчна (8).
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Теорема 1. Нехай виконуються умови
1)–3) i при q = 1

∑

‖k‖6=0

(
‖k‖q

[
sup
G1

‖Bk‖+
1

‖k‖
(

sup
G1

∥∥∥∥
∂Bk

∂τ

∥∥∥∥+

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂Bk

∂x

∥∥∥∥ + sup
G1

∥∥∥∥
∂Bk

∂x∆

∥∥∥∥
)])

≤ σ2, (9)

∑

1≤‖k‖+‖l‖≤N

[
(‖k‖+ ‖l‖) sup

G1

‖Akl‖+

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂Akl

∂τ

∥∥∥∥ + sup
G1

∥∥∥∥
∂Akl

∂x

∥∥∥∥+

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂Akl

∂x∆

∥∥∥∥
]
≤ σ2,

де G1 = [0, L]×D ×D × [0, ε0].
Тодi iснує ε1 ∈ (0, ε0] таке, що для всiх

(τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε1] правильною є оцiнка
∥∥∥∂(x− x)

∂ψ

∥∥∥ +
∥∥∥∂(ϕ− ϕ)

∂ψ

∥∥∥ ≤ c2ε
α. (10)

Доведення. Iз систем рiвнянь (6) i (7)
одержимо
∂(x− x)

∂ψ
=

τ∫

0

[∂A

∂x

∂(x− x)

∂ψ
+

+
∂A

∂x∆

∂(x∆ − x∆)

∂ψ
+

∂A

∂ϕ

∂(ϕ− ϕ)

∂ψ
+

+
∂A

∂ϕ∆

∂(ϕ∆ − ϕ∆)

∂ψ
+

∂(ÃN + RN)

∂ϕ

∂ϕ

∂ψ
+

+
∂(ÃN + RN)

∂ϕ∆

∂ϕ∆

∂ψ

]
ds,

∂(ϕ− ϕ)

∂ψ
=

τ∫

0

[∂B

∂x

∂(x− x)

∂ψ
+

+
∂B

∂x∆

∂(x∆ − x∆)

∂ψ
+

∂B

∂ϕ

∂(ϕ− ϕ)

∂ψ
+

+
∂B

∂ϕ

∂ϕ

∂ψ

]
ds,

де ÃN =
∑

1≤‖k‖+‖l‖≤N

Akl(τ, x, x∆, ε)×

× exp
{
i(k, ϕ) + i(l, ϕ∆)

}
,

RN =
∑

‖k‖+‖l‖>N

Akl(τ, x, x∆, ε)×

× exp
{
i(k, ϕ) + i(l, ϕ∆)

}
,

цiле N буде визначено нижче.
Iз другого з рiвнянь (7) випливає, що

∥∥∥∥
∂ϕ

∂ψ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∂ϕ∆

∂ψ

∥∥∥∥ = 1.

Нехай η(τ, y, ψ, ε) :=

:=

∥∥∥∥
∂(x− x)

∂ψ

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
∂(ϕ− ϕ)

∂ψ

∥∥∥∥. Тодi

η(τ, y, ψ, ε) ≤ 2σ1

τ∫

0

(
η(s, y, ψ, ε)+

+ η(s− ε∆, y, ψ, ε)
)
ds+

+
∑

1≤‖k‖+‖l‖≤N

∥∥∥∥∥

τ∫

0

Akl(s, x, x∆, ε)(k + l)×

× exp
{
i(k, ϕ) + i(l, ϕ∆)

}
ds

∥∥∥∥∥ + (11)

+
∑

‖k‖+‖l‖>N

τ∫

0

‖Akl(s, x, x∆, ε)‖(‖k‖+ ‖l‖)ds+

+
∑

‖k‖6=0

τ∫

0

‖Bk(s, x, x∆, ε)k exp
{
i(k, ϕ)

}‖ds.

Через Sν , ν = 1, 2, 3 позначимо вiдповiдно
три останнi доданки у правiй частинi нерiв-
ностi (11).

Для оцiнки S1 застосуємо оцiнку осциля-
цiйного iнтеграла [15]

∥∥∥∥
τ∫

0

bkl(s, ε) exp

{
i

ε

s∫

0

γkl(z)dz

}
ds

∥∥∥∥ ≤ σ3ε
α×

×
(

sup
G2

‖bkl(τ, ε)‖+
1

‖k + l‖ sup
G2

∥∥∥∥
dbkl(τ, ε)

dτ

∥∥∥∥
)

,

де ε ∈ (0, ε1], ε1 ≤ ε0, G2 = [0, L] × (0, ε0],
σ3 > 0 i не залежить вiд k, l, τ i ε,
bkl(τ, ε) = Akl(τ, x, x∆, ε)(k + l)×

× exp

{
i(k, ϕ) + i(l, ϕ∆) − i

ε

τ∫

0

γkl(z)dz

}
.

Отримаємо: S1 ≤ (1 + σ1)σ2σ3ε
α.

Умови 2) гладкостi функцiї A забезпечу-
ють виконання нерiвностей в областi G1∑

‖p‖>N

‖Ap(s, x, x∆, ε)‖(‖k‖+ ‖l‖) ≤
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≤
∑

‖p‖>N

σ1(2m)d2‖p‖1−d2 ≤ σ12
2m+d2md2×

×
∞∑

r=N+1

r2m−d2 ≤ σ12
2m+d2md2

∞∫

N

z2m−d2dz =

=
σ12

2m+d2md2

d2 − 2m + 1
N2m−d2+1,

де p =col[k, l]. При доведеннi ми скориста-
лись тим, що кiлькiсть 2m-вимiрних векто-
рiв iз цiлочисельними координатами, норма
яких дорiвнює r, не перевищує 22mr2m−1.

Якщо N ≥ εα/(2m−d2+1), то S2 ≤ c3Lεα,

c3 =
22m+d2md2σ1

d2 − 2m + 1
.

Нерiвнiсть S3 ≤ (1+σ1)σ2σ3ε
α отримаємо

з оцiнки осциляцiйного iнтеграла [6]:

∥∥∥∥
τ∫

0

fk(s, ε) exp

{
i

ε

s∫

0

(k, ω(z))dz

}
ds

∥∥∥∥ ≤ σ3ε
α×

×
(

sup
G2

‖fk(τ, ε)‖+
1

‖k‖ sup
G2

∥∥∥∥
dfk(τ, ε)

dτ

∥∥∥∥
)

,

де ε ∈ (0, ε1], fk(τ, ε) = Bk(τ, x, x∆, ε)k×
× exp

{
i(k, ϕ)− i

ε

τ∫
0

(k, ω(z))dz

}
.

Отже,

η(τ, y, ψ, ε) ≤ (c3L + 2(1 + σ1)σ2σ3)ε
α+

+ 2σ1

τ∫

0

(η(s, y, ψ, ε) + η(s− ε∆, y, ψ, ε))ds,

при 0 ≤ τ ≤ L, y ∈ D, ψ ∈ Rm, 0 < ε ≤ ε1.
Користуючись лемою 1, одержимо оцiнку

(10), де c2 = eδL max(c0, c3L + 2(1 + σ1)σ2σ3),
δ – додатний корiнь рiвняння δ = 2σ1(1+
+e−δε∆).

Аналогiчна оцiнка правильна i для похi-
дної по y, надалi вважатимемо, що з тим же
коефiцiєнтом c2.

3. Крайова задача. Задамо для системи
рiвнянь (6) крайовi умови:

x(τ, ε) = x0(τ, ε), ϕ(τ, ε) = ϕ0(τ, ε),

τ ∈ [−ε∆, 0];
(12)

Pϕ|τ=0 + Qϕ|τ=L = f(x|τ=0, x|τ=L, ε), (13)

де P i Q – заданi матрицi порядку m, вектор-
функцiя f визначена в областi D×D×(0, ε1].

Обґрунтуємо метод усереднення для кра-
йової задачi (6), (12), (13), якщо крайовi
умови для усередненої системи (7) мають
вигляд (12), (13).

Теорема 2. Нехай:
1) виконуються умови 1)–3) пункту 2 i

при q = 0 виконується нерiвнiсть (9);
2) для кожного ε ∈ (0, ε1] iснує єдиний

розв’язок
{
x(τ, x0, ε), ϕ(τ, x0, ψ, ε)

}
усередне-

ної задачi (7), компонента якого x лежить
в D разом з ρ-околом;

3) в областi D ×D × (0, ε1] функцiї fν =
= fν(u, v, ε), ν = 1, . . . ,m, двiчi неперервно
диференцiйовнi за u, v i один раз за ε та
обмеженi разом з першими i другими похiд-
ними сталою σ4;

4) det(P + Q) 6= 0.
Тодi iснує ε3 ∈ (0, ε1] i стала c4 > 0 такi,

що ∀ε ∈ (0, ε3] iснує єдиний розв’язок задачi
(6), (12), (13) i ∀(τ, ε) ∈ [0, L] × (0, ε3] пра-
вильна оцiнка

‖x(τ, x0, ϕ0, ε)− x(τ, x0, ε)‖+
+ ‖ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)− ϕ(τ, x0, ψ, ε)‖ ≤ c4ε

α. (14)

Доведення. Знайдемо ξ = ξ(x0, ε)
таке, щоб для ψ = ψ + ξ розв’я-
зок

{
x(τ, x0, ϕ0, ε), ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)

}
задоволь-

няв умову (13).
Iз другого з рiвнянь (7) випливає, що

‖ϕ(τ, x0, ψ + ξ, ε)− ϕ(τ, x0, ψ, ε)‖ ≤ ‖ξ‖+

+

τ∫

0

(
sup
G2

∥∥∥∥
∂B0

∂x

∥∥∥∥‖x(s, x0, ε)− x(s, x0, ε)‖+

+ sup
G2

∥∥∥∥
∂B0

∂x∆

∥∥∥∥‖x∆(s, x0, ε)− x∆(s, x0, ε)‖
)

ds ≤

≤ ‖ξ‖+ 2c0σ1ε
α

L∫

0

e2σ1τdτ ≤

≤ ‖ξ‖+ c0(e
2σ1L − 1)εα = ‖ξ‖+ c5ε

α,

де c5 = c0(e
2σ1L − 1), G2 = [0, L] × D × D×

×(0, ε0].
Нехай ‖ξ‖ ≤ c6ε

α, де c6 буде визначено
нижче.
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Пiдставивши
{
x(τ, x0, ϕ0, ε), ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)

}
в умову (13) одержимо для ξ рiвняння

ξ = −(P + Q)−1

{
Q

L∫

0

[
B(s, x, x∆, ϕ, ε)−

−B0(s, x, x∆, ε)

]
ds +

∂f(u, v, ε)

∂u
(u− u)+

+
∂f(u, v, ε)

∂v
(v − v) + R2(u, v, ε)

}
=: Φ(ξ, ε),

де u = x(0, y, ψ + ξ, ε), v = x(L, y, ψ + ξ, ε) й
аналогiчнi позначення для u та v.

Вектор-функцiю Φ запишемо у виглядi
Φ(ξ, ε) = −(P + Q)−1×

×
{

Q

L∫

0

[
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂x
(x− x)+

+
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂x
(x∆ − x∆)+

+
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂ϕ
(ϕ− ϕ) + B̃(s, x, x∆, ϕ, ε)+

+ R1(x− x, x∆ − x∆, ϕ− ϕ, ε)

]
ds+

+
∂f(u, v, ε)

∂u
(u− u) +

∂f(u, v, ε)

∂v
(v − v)+

+ R2(u− u, v − v, ε)

}
.

Враховуючи оцiнку (8), одержимо, що ‖R1‖
i ‖R2‖ обмеженi величиною c7ε

2α, c7 > 0.
Тодi ‖Φ‖ ≤ ‖(P + Q)−1‖

{
‖Q‖

[
3Lσ1c1 + (1+

+σ1)σ2σ3

]
+ 2σ4c1 + c7(1 + L‖Q‖)εα)

}
εα при

ε ≤ c1L/(c0∆).

Нехай ε2 = min

{
ε1,

c1L

c0∆
,

(
σ4c1

c7(1 + L‖Q‖)
)m}

.

Тодi ‖Φ‖ ≤ ‖(P + Q)−1‖
{
‖Q‖

[
3Lσ1c1 + (1+

+σ1)σ2σ3

]
+ 3σ4c1

}
εα = c6ε

α при ε ∈ (0, ε2]

i ξ ∈ S, де S = {ξ : ‖ξ‖ ≤ c6ε
α}. Отже,

Φ : S(ξ) → S(ξ) для всiх ε ∈ (0, ε2]. Далi
маємо
∂Φ

∂ξ
= −(P + Q)−1×

×
{

Q

L∫

0

[
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂x

∂(x− x)

∂ξ
+

+
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂x∆

∂(x∆ − x∆)

∂ξ
+

+
∂B(s, x, x∆, ϕ, ε)

∂ϕ

∂(ϕ− ϕ)

∂ξ
+

+
∂R1(x− x, x∆ − x∆, ϕ− ϕ, ε)

∂ξ

]
ds+

+
∂f(u, v, ε)

∂u

∂(u− u)

∂ξ
+

∂f(u, v, ε)

∂v

∂(v − v)

∂ξ
+

+
∂R2(u− u, v − v, ε)

∂ξ

}
.

На пiдставi оцiнок (8), (10) i, враховую-

чи, що
∥∥∥∂R1

∂ξ

∥∥∥ i
∥∥∥∂R2

∂ξ

∥∥∥ обмеженi величиною

c8ε
α, c8 > 0, одержимо

∥∥∥∂Φ

∂ξ

∥∥∥ ≤ ‖(P + Q)−1‖
[
2‖Q‖L(σ1c2 + σ4c2+

+ c8)
]
εα = c9ε

α ≤ 1

2
,

якщо ε3 = min
{
ε2, (2c9)

−m
}
.

Iз теореми про стискаючi вiдображення
випливає, що iснує єдина точка ξ ∈ S, тобто
iснує єдиний розв’язок крайової задачi (6),
(12), (13). Крiм того,

‖x(τ, x0, ϕ0, ε)− x(τ, x0, ε)‖+
+ ‖ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)− ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)‖ ≤
≤ ‖x(τ, x0, ϕ0, ε)− x(τ, x0, ε)‖+
+ ‖x(τ, x0, ε)− x(τ, x0, ε)‖+
+ ‖ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)− ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)‖+

+ ‖ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)− ϕ(τ, x0, ϕ0, ε)‖ ≤
≤ c1ε

α + (c5 + c6)ε
α + c0e

2σ1Lεα = c4ε
α,

де c4 = c1+c5+c6+c0e
2σ1L. Одержана оцiнка

виконується для всiх (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε3].
Лема 2. Нехай виконуються умови

теореми 2, причому в крайовiй умовi (13)
функцiя f не залежить вiд першого аргу-
менту, тобто f = f(v, ε) i матрицi P = 0,
Q = E. Тодi iснує ε4 ∈ (0, ε2] таке, що для
всiх ε ∈ (0, ε4] має мiсце оцiнка∥∥∥∥

∂ψ(y, ε)

∂y

∥∥∥∥ ≤ 2m

[
σ4

∥∥∥∥
∂x(L, y, ε)

∂y

∥∥∥∥+

+ c2(1 + σ4)ε
α + 2Lσ1 sup

G1

∥∥∥∥
∂x(τ, y, ε)

∂y

∥∥∥∥
]
.

(15)
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Доведення. Для знаходження ψ задоволь-
нимо крайовi умови (13), звiдки одержимо
рiвняння
ϕ(L, y, ψ, ε) = f(x(L, y, ψ, ε), ε) або

ψ = f(x(L, y, ψ, ε), ε)− 1

ε

L∫

0

[εB0(s, x, x∆, ε)+

+ ω(s)]ds− ϕ(L, y, ψ, ε) + ϕ(L, y, ψ, ε).
Продиференцiювавши по y, одержимо:

∂ψ

∂y
=

[
E − ∂f̃(x(L, y, ψ, ε), ε)

∂x

∂x(L, y, ψ, ε)

∂ψ
+

+
∂(ϕ(L, y, ψ, ε)− ϕ(L, y, ψ, ε))

∂ψ

]−1

×

×
[
− ∂(ϕ(L, y, ψ, ε)− ϕ(L, y, ψ, ε))

∂y
+

+
∂f̃(x(L, y, ψ, ε), ε)

∂x

∂x(L, y, ψ, ε)

∂y
−

−
L∫

0

(
∂B0(s, x, x∆, ε)

∂x

∂x(s, y, ε)

∂y
+

+
∂B0(s, x, x∆, ε)

∂x∆

∂x∆(s, y, ε)

∂y

)
ds

]
,

з якої випливає оцiнка (15) при ε ∈ (0, ε4],
ε4 = min

{
ε2, [2c2(1 + σ4)]

−m
}
.

4. Обґрунтування методу усереднен-
ня на осi. Запишемо для системи рiвнянь
(6) вiдповiдну усереднену систему рiвнянь
першого наближення для повiльних змiнних

dx

dτ
= A(τ, x, x∆, 0). (16)

Надалi позначатимемо x(τ ; t, y, ψ, ε),
ϕ(τ ; t, y, ψ, ε) i x(τ ; t, y, ε), ϕ(τ ; t, y, ψ, ε) –
розв’язки системи (6) i усередненої системи
(7) вiдповiдно, якi при τ = t набувають
значень y i ψ.

Припустимо, що виконуються наступнi
умови:

10. При τ ∈ R справджуються умови тео-
реми 1 i ∀(τ, x, x∆, ε) ∈ R×D×D× [0, ε4] ви-
конується нерiвнiсть для A(τ, x, x∆, ε) (17).∥∥∥A(τ, x, x∆, ε)− A(τ, x, x∆, 0)

∥∥∥+

+
∥∥∥∂A(τ, x, x∆, ε)

∂x
− ∂A(τ, x, x∆, 0)

∂x

∥∥∥ + (17)

+
∥∥∥∂A(τ, x, x∆, ε)

∂x∆

− ∂A(τ, x, x∆, 0)

∂x∆

∥∥∥ ≤ σ5ε
α,

20. При τ ∈ R функцiї ω
(j−1)
ν (τ), ν = 1,m,

j = 1,m – рiвномiрно-неперервнi, визначник
Вронського V [ω1(τ), . . . , ωm(τ)] 6= 0.

30. Iснує розв’язок x = ξ(τ, ε) усередне-
них рiвнянь першого наближення (14), який
визначений при τ ∈ R i лежить в D разом з
своїм ρ-околом.

40. Нормальна фундаментальна матриця
Q(τ, t, ε) розв’язкiв рiвняння у варiацiях

dZ

dτ
=

∂

∂x
A(τ, ξ(τ, ε), ξ∆(τ, ε), 0)Z+

+
∂

∂x∆

A(τ, ξ(τ, ε), ξ∆(τ, ε), 0)Z∆

при всiх τ ≥ t ∈ R i ε ∈ (0, ε0] задовольняє
оцiнку ‖Q(τ, t, ε)‖ ≤ Ke−γ(τ−t), (18)

K = const > 1, γ = const > 0.
Доведемо допомiжну лему, якя буде ви-

користовуватися при дослiдженнi розв’язку
системи (6) на осi.

Лема 3. Нехай виконуються умови 10−
−40, тодi iснують ε5 ∈ (0, ε4] i додатнi ста-
лi c11, c12 та c13, такi, що для всiх τ > t,
ε ∈ (0, ε5] i ‖y‖ ≤ σ6(4c11)

−1 правильнi нерiв-
ностi

‖x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤

(
‖y‖e−γ(τ−t) + c12ε

α
)
c11,

(19)
∥∥∥∥

∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥∥ ≤ 2Ke−γ(τ−t)+c13 , (20)

Доведення. Введемо функцiю z(τ ; t, y+
+ξ(t, ε), ε) = x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)− ξ(τ, ε),
причому ‖z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖ ≤ c10ε

α при
t−∆ ≤ τ ≤ t. Видiливши лiнiйну частину в
рiвняннi для функцiї z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε), на
пiдставi iнтегрального зображення розв’яз-
ку [16] та нерiвностi (18) на деякому напiв-
iнтервалi [t, T1) дiстанемо оцiнку

‖z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖ ≤ K‖y‖e−γ(τ−t)+

+

τ∫

t

Ke−γ(τ−l)
(
εασ5+

+ n2σ5

(
‖z2(l; t, y + ξ(t, ε), ε)‖+

+ ‖z2
∆(l; t, y + ξ(t, ε), ε)‖

))
dl.

Нехай на максимальному пiвiнтервалi
[t, T ), T ≥ T1 виконується нерiвнiсть
‖z(τ ; t, y + ξ(t), ε)‖ < σ6. Тодi:
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‖z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖ ≤ K‖y‖e−γ(τ−t)+

+

τ∫

t

Ke−γ(τ−l)
(
εασ5+

+ n2σ5σ6

(
‖z(l; t, y + ξ(t, ε), ε)‖+

+ ‖z∆(l; t, y + ξ(t, ε), ε)‖
))

dl.

На пiдставi iнтегральної нерiвностi, наве-
деної в працi [17, с.149], при τ ∈ [t, T ) будемо
мати:

‖z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖ ≤
≤

(
‖y‖e−γ(τ−t) + c12ε

α
)
c11,

(21)

де c11 = K exp{2Kn2σ5σ6γ
−1},

c12 = σ5(1 + n2σ6c10)γ
−1.

Оскiльки
(
‖y‖ + c12ε

α
)
c11 ≤ 3

4
σ6 при ε ≤

ε5, ε5 =

(
σ6

2c11c12

)m

, i ‖y‖ ≤ σ6

4c11

, то (21)

виконується при τ ∈ [t,∞). Отже, нерiвнiсть
(19) доведено.

Iз першого з рiвнянь (7) знаходимо

∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε) = Q(t, t, ε)+

+

τ∫

t

Q(τ, l, ε)

{[
∂

∂x
A(τ, x, x∆, ε)−

− ∂

∂x
A(τ, ξ, ξ∆, 0)

]
∂

∂y
x(l; t, y + ξ(t, ε), ε)+

+

[
∂

∂x∆

A(τ, x, x∆, ε)− ∂

∂x∆

A(τ, ξ, ξ∆, 0)

]
×

× ∂

∂y
x∆(l; t, y + ξ(t, ε), ε)

}
dl.

На пiдставi умов леми одержимо наступну
нерiвнiсть

∥∥∥ ∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥ ≤ Ke−γ(τ−t)+

+ K
(
σ5ε

α + n2σ5

(‖z(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖+

+ ‖z∆(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)‖)
)
×

×
τ∫

t

e−γ(τ−l)

(∥∥∥ ∂

∂y
x(l; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥+

+
∥∥∥ ∂

∂y
x∆(l; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥
)

dl.

Врахувавши оцiнку (18), одержимо:
∥∥∥ ∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥ ≤ Ke−γ(τ−t)+

+ Kσ5

(
εα(1 + 2n2c11c12) + 2n2c11‖y‖

)

×
τ∫

t

e−γ(τ−l)

(∥∥∥ ∂

∂y
x(l; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥+

+
∥∥∥ ∂

∂y
x∆(l; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥
)

dl.

На пiдставi iнтегральної нерiвностi [17,
с.149], матимемо:∥∥∥ ∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥ ≤
(
Ke−γ(τ−t) +

c10

γ
×

×Kσ5

(
εα(1 + 2n2c11c12) + 2n2c11‖y‖

)
εα

)×
× exp

{
2K

σ5

γ

(
εα(1 + 2n2c11c12) + 2n2c11‖y‖

)} ≤

≤ 2Ke−γ(τ−t)+c13 .

Тут σ6 = min

{
1

2
ρ;

2√
c10σ5(2n2(σ5 + 2) + γ)

}
,

c13 =
Kσ5σ6

2

(
3n2 +

1

c11c12

)
, τ ≥ t, ε ≤ ε5,

‖y‖ ≤ σ6

4c11

. Лему доведено.

Оцiнка (19) i обмеження на ε та y доз-
воляють стверджувати, що повiльнi змiннi
x(τ ; t, y+ξ(t), ε) кожного розв’язку усередне-
них рiвнянь (7) лежать в D разом iз своїм
1

2
ρ-околом при τ ≥ t.
Тодi, використовуючи оцiнки (8) i (10)

для функцiї

U =
{

x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)− x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε),

ϕ(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)− ϕ(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)
}

записуємо нерiвнiсть

‖U‖+

∥∥∥∥
∂

∂y
U

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
∂

∂ψ
U

∥∥∥∥ ≤ σ7ε
α (22)

для всiх τ ∈ [t, t + L], ‖y‖ ≤ σ6(4c11)
−1, ε ∈

∈ (0, ε5], ψ ∈ Rm зi сталою σ7, яка залежить
вiд L, але не залежить вiд t, y, ψ, ε.
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Теорема 3. Нехай виконуються умо-
ви 10 − 40. Тодi iснує ε6 ∈ (0, ε5], таке,
що для кожних (ψ, ε) ∈ Rm × (0, ε5] знай-
деться точка x0(ψ, ε) ∈ D, що розв’язок{
x(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε), ϕ(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε)

}
системи (6) визначений при τ ∈ R i задо-
вольняє нерiвнiсть

‖x(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤ σ8ε
α, (23)

зi сталою σ8, не залежною вiд ψ, ε.
Доведення. Скористаємось методикою

роботи [12]. Нехай L = ln(16mK)/γ + c13 i
‖y‖ ≤ 16mKσ7c

−1
11 εα. Iз нерiвностей (19) i

(20) випливають оцiнки

‖x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤

≤
[
16mKσ7

c11

e−γ(τ−t) + c12

]
c11ε

α, τ ≥ t, (24)

∥∥∥∥
∂

∂y
x(τ ; t, y + ξ(t, ε), ε)

∥∥∥∥ ≤
1

8m
, τ ≥ t + L.

Зафiксуємо довiльне ψ ∈ Rm i задамо кра-
йовi умови

x(s, ε) = y + ξ(s, ε), s ∈ [−L− ε∆,−L];

ϕ(s, ε) = ϕ(s, ε), s ∈ [−L− ε∆,−L),

ϕ|τ=0 = ψ.

(25)

Згiдно з теоремою 2 iснує єдиний розв’язок

x(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε),

ϕ(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε),

ψ(1) = ψ(1)(y+ξ(−L, ε), ψ, ε), крайової задачi
(6), (25), повiльнi змiннi якого з урахуван-
ням (22), (24) задовольняють умови

‖x(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ ‖x(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε)−
− x(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε)‖+ (26)

+ ‖x(τ ;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα

для всiх τ ∈ [−L, 0) i

‖x(0;−L, y + ξ(−L, ε), ψ(1), ε)− ξ(0, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mKe−γL) + c11c12

)
εα ≤ (27)

≤ (
2σ7 + c12c11

)
εα.

Зазначимо, що при ε ∈ (0, ε6], ε6 =
= min{(8mσ7)

−m; (2σ7(1+σ4))
−m} для функ-

цiї ψ(1) = ψ(1)(y + ξ(−L, ε), ψ, ε) виконується
нерiвнiсть (15):
∥∥∥∥

∂

∂y
ψ(1)

∥∥∥∥ ≤ 2m
[
4LKσ1e

c13 + σ7ε
α
]

<

< 2m

[
4LKσ1e

c13 + σ7ε
α(1 + σ4) +

σ4

8m

]
≤

≤ σ4 = 16mLKσ1e
c13 +

1

2
. (28)

Розглянемо тепер крайовi умови

x(s, ε) = y + ξ(s, ε), s ∈ [−2L− ε∆,−2L];

ϕ(s, ε) = ϕ(s, ε), s ∈ [−2L− ε∆,−2L),

ϕ|τ=−L = ψ(1)(x|τ=−L, ψ, ε).

(29)

Аналогiчно, як i вище, iснує єдиний розв’я-
зок

x(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε),

ϕ(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε),

ψ(2) = ψ(2)(y + ξ(−2L, ε), ψ, ε), крайової за-
дачi (6), (29), для якого справедливi оцiнки

‖x(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα, τ ∈ [−2L,−L),

‖x(−L;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε)− (30)

− ξ(−L, ε)‖ ≤ (
2σ7 + c12c11

)
εα.

Оцiнимо далi
∂ψ(2)

∂y
. Враховуючи нерiвностi

(15), (22), (24) i (28), отримуємо нерiвнiсть∥∥∥∥
∂

∂y
ψ(2)

∥∥∥∥ ≤ 2m

[
4LKσ1e

c13 + σ7ε
α(1 + σ4)+

+
σ4

8m

]
≤ σ4 при ε ≤ ε6.

Об’єднавши (26), (27) i (30), одержимо,
що

x(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε),

ϕ(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε),

є розв’язком системи (6) при τ ∈ [−2L, 0],
задовольняє крайовi умови

x(s, ε) = y + ξ(s, ε), s ∈ [−2L− ε∆,−2L];

ϕ(s, ε) = ϕ(s, ε), s ∈ [−2L− ε∆,−2L),

ϕ(0;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε) = ψ.

14 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.



i нерiвностi

‖x(τ ;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα, τ ∈ [−2L, 0),

‖x(0;−2L, y + ξ(−2L, ε), ψ(2), ε)−
− ξ(0, ε)‖ ≤ (

2σ7 + c12c11

)
εα.

Методом математичної iндукцiї для довiль-
ного цiлого r > 2 i τ ∈ [−rL,−(r − 1)L] зна-
ходимо розв’язок

x(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε),

ϕ(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε),

рiвнянь (6), який справджує крайовi умови

x(s, ε) = y + ξ(s, ε), s ∈ [−rL− ε∆,−rL];

ϕ(s, ε) = ϕ(s, ε), s ∈ [−rL− ε∆,−rL),

ϕ|τ=−(r−1)L = ψ(r−1)(x|τ=−(r−1)L, ψ, ε).

i нерiвностi

‖x(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα,

τ ∈ [−rL,−(r − 1)L),

‖x(−(r − 1)L;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε)−
− ξ(−(r − 1)L, ε)‖ ≤ (

2σ7 + c12c11

)
εα,∥∥∥∥

∂

∂y
ψ(r)(y + ξ(−rL), ψ, ε)

∥∥∥∥ ≤ σ4.

Таким чином,

x(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε),

ϕ(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε),

є розв’язком системи (6) для всiх
τ ∈ [−rL, 0], причому

‖x(τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα, τ ∈ [−rL, 0),

‖x(0;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε)− ξ(0, ε)‖ ≤
≤ (

2σ7 + c12c11

)
εα, (31)

ϕ(0;−rL, y + ξ(−rL, ε), ψ(r), ε) = ψ.

Зафiксуємо довiльне y ∈ D, ‖y‖ ≤ 16mK×
×σ7c

−1
11 εα i розглянемо послiдовнiсть

{
x(0;−rL, y + ξ(−rL, ε),

ψ(r)(y + ξ(−rL, ε), ψ, ε), ε
}∞

r=1
=

{
x(r)(ψ, ε)

}∞
r=1

.

На пiдставi рiвномiрної обмеженостi нор-
ми кожного елемента вказаної послiдовностi
числом ‖ξ(0, ε)‖+(

2σ7+c12c11

)
εα з неї можна

видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть
{
x(rj)(ψ, ε)

}∞
j=1

, rj = rj(ψ, ε),

lim
j→∞

x(rj)(ψ, ε) = x0(ψ, ε),

‖x0(ψ, ε)− ξ(0, ε)‖ ≤ (
2σ7 + c12c11

)
εα.

Покажемо, що розв’язок
x(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε), ϕ(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε) сис-
теми (6) визначений для всiх τ ∈ (−∞, 0] i

‖x(τ ; 0, x0(ψ, ε), ψ, ε)− ξ(τ, ε)‖ ≤
≤ (

σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα.

Нехай це не так, тобто

‖x(τ0; 0, x
0(ψ, ε), ψ, ε)− ξ(τ0, ε)‖ >

>
(
σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα

(32)

при деякому τ0 < 0. Враховуючи, що

x
(
τ ;−rL, y + ξ(−rL, ε),

ψ(r)(y + ξ(−rL, ε), ψ, ε), ε
)

=

= x(τ ; 0, x(r)(ψ, ε), ψ, ε)

для всiх τ ∈ [−rL, 0], iз (31) при rjL > τ0

маємо

‖x(τ0; 0, x
(rj)(ψ, ε), ψ, ε)− ξ(τ0, ε)‖ ≤

≤ (
σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
εα.

(33)

Використовуючи неперервну залежнiсть
розв’язку вiд початкових даних i переходя-
чи в (33) до границi при j →∞, отримуємо
протитирiччя з (32).

При τ ∈ [0,∞) метод усереднення об-
ґрунтоваґний в роботi [18], якщо виконуєть-

ся нерiвнiсть (19). Обмеження σ8ε
α ≤ 1

2
ρ,

σ8 =
(
σ7(1 + 16mK) + c12c11

)
, яке гарантує,

що крива x = xτ (0, x
0(ψ, ε), ψ, ε) лежить в D

для всiх τ ∈ R, завершує доведення теореми.
Зауваження 1. Нерiвнiсть (23), як i в

працi [6], можна iнтерпретувати як оцiн-
ку похибки методу усереднення на всiй осi
при умовi, що в початковий момент повiль-
нi змiннi набувають значення x0(ψ, ε).
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Зауваження 2. Теореми 1–3 узагальню-
ються i на випадок, коли в системi (6) змiннi
x i ϕ залежать вiд довiльної кiлькостi запi-
знень ∆ν , ν = 1, . . . , r. При цьому ускладню-
ються усереднена система (7) i умова (9).
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