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ПРИНЦИП ЛОКАЛIЗАЦIЇ ДЛЯ ФОРМАЛЬНИХ РЯДIВ ФУР’Є,

ПIДСУМОВАНИХ МЕТОДАМИ ТИПУ ГАУССА-ВЕЙЄРШТРАССА

Для формальних рядiв Фур’є 2π-перiодичних гiперфункцiй та ультрарозподiлiв, пiдсу-
мованих методами типу Гаусса-Вейєрштрасса, встановлено властивiсть локалiзацiї (аналог
принципу локалiзацiї Рiмана).
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Вступ

Для рядiв Фур’є сумовних на вiдрiзку [0, 2π] функцiй добре вiдомий принцип ло-
калiзацiї Рiмана: якщо {f1, f2} ⊂ L1[0, 2π] збiгаються на iнтервалi (a, b) ⊂ [0, 2π], то
на кожному вiдрiзку [a + ε, b − ε] ⊂ (a, b) рiзниця їхнiх рядiв Фур’є рiвномiрно збiгає-
ться до нуля. Для розподiлiв цей принцип вже не виконується. Наприклад, δ-функцiя
Дiрака збiгається з нулем на довiльному промiжку, який не мiстить точку 0, але її

ряд Фур’є
+∞∑

k=−∞

eikx не збiгається рiвномiрно до нуля на довiльному такому промiжку.

Однак, виконання принципу локалiзацiї (властивостi локалiзацiї) є бiльш прирордним
для рядiв Фур’є, пiдсумованих певними регулярними методами, оскiльки за допомогою
таких рядiв зображаються розв’язки багатьох задач математичної фiзики та аналiзу.
Так, наприклад, розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в одиничному крузi да-
ється у виглядi ряду Фур’є граничної функцiї, пiдсумованого методом Абеля-Пуассона.

Якщо перейти до функцiй багатьох змiнних, то принцип локалiзацiї вже не справ-
джується i для сумовних функцiй. Для його виконання оптрiбно накладати додаткову
умову гладкостi [1]. Але, як доведено М.Л. Горбачуком i В.I. Горбачук в [2], для рядiв
Фур’є, пiдсумованих методом Абеля-Пуассона та Гаусса-Вейєрштрасса, принцип локалi-
зацiї виконується в класi ультрарозподiлiв Жевре G′

{β}, де β > 1. У працi I.Г. Iзвєкова [3]
аналогiчний принцип встановлений вже у класi гiперфункцiй G′

{β} у випадку сумування
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кратних рдiв Фур’є сферичними абелевими середнiми. У цiй працi методом, вiдмiнним
вiд методу, запропонованого в [3], доводиться, що принцип локалiзацiї справджується у
просторi гiперфункцiй для кратних рядiв Фур’є, пiдсумованих методами типу Гаусса-
Вейєрштрасса.

1 Простори основних та узагальнених перiодичних функцiй

Нехай Rn – n-вимiрний простiр, x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) – його елементи,
(x, y) = x1y1+ · · ·+xnyn – скалярний добуток в Rn, ∥x∥ = (x, x)1/2, k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn

+

– мультиiндекс, |k| = k1 + · · · + kn, Qn = {x ∈ Rn : 0 ≤ xj ≤ 2π, j ∈ {1, . . . , n}} – куб
в Rn, H = L2(Qn) – гiльбертiв простiр 2π-перiодичних в Rn вимiрних за Лебегом та
iнтегровних з квадратом функцiй.

Позначимо через Φ множину всiх тригонометричних полiномiв

P (x) =
∑

−s≤|k|≤s

ck(P )eikx, x ∈ Rn, k ∈ Zn,

над полем комплексних чисел. Нехай Φr, r ∈ Z+, – сукупнiсть усiх полiномiв з Φ,
степiнь яких не перевищує r. Тодi Φ =

∪
r

Φr. Отже, топологiя в просторi Φ – топологiя

iндуктивної границi просторiв Φr. У просторi Φ визначенi i є неперервними операцiї
диференцiювання та згортки

(P ∗Q)(x) =
1

(2π)n

∫
Qn

P (t)Q(x− t)dt, {P,Q} ⊂ Φ.

Очевидно також, що Φ лежить щiльно в L2(Qn).
Символом Φ′ позначимо простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на Φ зi

слабкою збiжнiстю. Елементи простору Φ′ називатимемо 2π-перiодичними узагальне-
ними функцiями. Операцiя диференцiювання у просторi Φ′ визначається звичайним
способом за допомогою формули

⟨Dlf, P ⟩ = (−1)|l|⟨f,DlP ⟩, f ∈ Φ′, P ∈ Φ, l ∈ Zn
+

(тут ⟨f, P ⟩ – позначає дiю функцiонала f ∈ Φ′ на довiльний полiном P ∈ Φ). Операцiя
диференцiювання неперервна в Φ′, оскiльки неперервною є така операцiя у просторi Φ.
Отже, кожний елемент простору Φ′ є нескiнченно диференцiйовним у Φ′.

Операцiя згортки в просторi Φ′ визначається за допомогою спiввiдношення

⟨f ∗ g, P ⟩ = ⟨f, ⟨g(y), P (x, y)⟩⟩, P ∈ Φ.

Вона завжди має сенс, оскiльки

⟨g(y), P (x+ y)⟩ =
⟨
g(y),

∑
−s≤|k|≤s

ck(P )ei(k,x+y)
⟩
=

=
∑

−s≤|k|≤s

ck(P )⟨g, ei(k,x)⟩ ∈ Φ.
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Крiм того, правильною є формула [4]:

Dl(f ∗ g) = Dlf ∗ g = f ∗Dlg, {f, g} ∈ Φ′, l ∈ Zn
+.

Зiставлення

Φ ∋ Q → fQ ∈ Φ′ : ⟨fQ, P ⟩ = 1

(2π)n

∫
Qn

Q(x)P (x)dx, ∀P ∈ Φ,

визначає неперервне вкладення простору Φ у Φ′.
Рядом Фур’є узагальненої 2π-перiодичної функцiї f ∈ Φ′ називається ряд∑

k∈Zn

ck(f)e
i(k,x), де ck(f) = ⟨f, e−i(k,x)⟩ – коефiцiєнти Фур’є функцiї f .

Для довiльної узагальненої 2π-перiодичної функцiї f її ряд Фур’є збiгається до f у
просторi Φ′. Навпаки, послiдовнiсть частинних сум довiльного тригонометричного ряду∑
k∈Zn

cke
i(k,x) збiгається в Φ′ до деякого елемента f ∈ Φ′ i цей ряд є рядом Фур’є для f

[4]. Отже, простiр Φ′ можна розумiти як простiр формальних тригонометричних рядiв
вигляду

∑
k∈Zn

cke
i(k,x).

Зауважимо також, що коефiцiєнти Фур’є узагальненої функцiї f ∗ g ∈ Φ′ пов’язанi з
коефiцiєнтами Фур’є узагальнених функцiй {f, g} ⊂ Φ′ так:

ck(f ∗ g) = ⟨f ∗ g, e−i(k,x)⟩ = ⟨f, ⟨g(y), e−i(k,x+y)⟩⟩ =

= ⟨f, ⟨g(y), e−i(k,y)⟩e−i(k,x)⟩ = ck(f) · ck(g), k ∈ Zn.

Звiдси випливає комутативнiсть та асоцiативнiсть операцiї згортки в Φ′, тобто Φ′ –
згорткова алгебра з одиницею, роль якої виконує δ-функцiя Дiрака.

Простори G{β} та G′
{β}. Простiр G{β}, β > 0, визначається як сукупнiсть нескiн-

ченно диференцiйовних 2π-перiодичних функцiй, якi задовольняють умову

∃c > 0∃B > 0∀l ∈ Zn
+ ∀x ∈ Rn : |Dlφ(x)| ≤ cB|l|ll1β1 . . . llnβn

(сталi c, B > 0 залежать вiд функцiї φ). Множина функцiй φ ∈ G{β}, для яких справ-
джуються вказанi нерiвностi з фiксованою сталою B, утворює банахiв простiр Gβ,B

вiдносно норми

∥φ∥β,B = max
x∈Qn

0≤|l|<∞

|Dlφ(x)|
B|l|ll1β1 . . . llnβn

.

При цьому вкладення Gβ,B1 ⊂ Gβ,B2 , B1 < B2, є компактними [5] i G{β} =
∪
B>0

Gβ,B.

При β ≤ 1 елементами простору G{β} є 2π-перiодичнi в Rn функцiї, якi аналiтично
продовжується в Cn при β < 1 або у область |Imzr| ≤ c, i ∈ {1, . . . , n} при β = 1. При
β > 1 в G{β} є фiнiтнi функцiї.

Простiр усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв на G{β} зi слабкою збiжнiстю по-
значається символом G′

{β} ≡ G′
{β}(Q). Його елементи при β > 1 називаються ультра-

розподiлами класу Жевре порядку β. Оскiльки при β > 1 в основному просторi G{β} є
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фiнiтнi функцiї, то для ультрарозподiлiв класу Жевре має змiст таке означення: фун-
кцiонал f ∈ G′

{β}, β > 1, дорiвнює нулевi в областi Q ⊂ Qn, якщо ⟨f, φ⟩ = 0 для довiльної
основної функцiї φ ∈ G{β}, β > 1, носiй якої лежить в Q.

Зауважимо, що оскiльки простiр G{1} складається з аналiтичних 2π-перiодичних в
Rn функцiй, то елементи простору G′

{1} називаються аналiтичними 2π-перiодичними
функцiоналами або гiперфункцiями. Для гiперфункцiї f також можна ввести поняття
носiя (suppf), хоча у просторi основних функцiй G{1} фiнiтних функцiй немає.

Нехай K – компактна множина в Qn, а G{1}(K) – простiр аналiтичних на K функцiй
iз стандартною топологiєю. В [5] встановлено, що носiй гiперфункцiї f ∈ G′

{1} мiститься
в K, якщо f допускає продовження до лiнiйного неперервного функцiонала f̂ , заданого
на G{1}(K). Для неквазiаналiтичного класу функцiй G{β}, β > 1, умова suppf ⊂ K
означає, що ⟨f, φ⟩ = 0 для довiльної функцiї φ ∈ G{β}, β > 1, яка рiвна нулю на Qn \K.
Обидва означення носiя для f ∈ G′

{β} при β > 1 збiгаються.
Вiдомо [4], що функцiї ei(k,x), k ∈ Zn, є власними функцiями оператора B =

√
A2,

де A2 – самоспряжений оператор, породжений в L2(Qn) диференцiальним виразом

−
( ∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n

)
; власними значеннями оператора B є числа λk = ∥k∥, k ∈ Zn;

при цьому елементи просторiв G{β}, G′
{β} можна охарактеризувати за допомогою їхнiх

коефiцiєнтiв Фур’є так [4]:
а) для того, щоб 2π-перiодична функцiя f належала до простору G{β}, необхiдно й

досить, щоб
∃c > 0 ∃µ > 0∀k ∈ Zn : |ck(f)| ≤ c exp{−µ∥k∥1/β};

б) для того, щоб узагальнена 2π-перiодична функцiя f належала до простору G′
{β}

необхiдно й досить,щоб

∀µ > 0∃c = c(µ) > 0 ∀k ∈ Zn : |ck(f)| ≤ c exp{µ∥k∥1/β}.

2 Перетворення типу Гаусса-Вейєрштрасса формальних
тригонометричних рядiв

Для ряду Фур’є ∑
k∈Zn

ck(f)e
i(k,x), ck(f) = ⟨f, e−i(k,x)⟩,

узагальненої функцiї f ∈ Φ′ введемо перетворення

fγ(t, x) =
∑
k∈Zn

ck(f) exp{i(k, x)− t∥k∥γ}, t > 0,

яке будемо називати перетворенням типу Гаусса-Вейєрштрасса ряду Фур’є функцiї f .
Якщо γ = 1, 2, то f1(ln r, x), 0 < r < 1, f2(t, x) – вiдповiдно перетворення Абеля-Пуассона
та Гаусса-Вейєрштрасса ряду Фур’є функцiї f ∈ Φ′. Функцiя φγ(t, x) = exp{−t∥x∥γ},
x ∈ Rn, називається суматорною функцiєю вказаного методу.

Зауважимо, що fγ(t, x) = f ∗ Γγ(t, x), де

Γγ(t, x) =
∑
k∈Zn

exp{−t∥k∥γ + i(k, x)},
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оскiльки
ck(fγ) = ck(f)e

−t∥k∥γ = ck(f)ck(Γγ) = ck(f ∗ Γγ),

при цьому, як випливає з твердження а) Γγ(t, ·) ∈ G{1/γ} при кожному t > 0. Якщо f ∈
G′

{1/γ} або f ∈ G′
{1}, то правильним є таке зображення функцiї fγ: fγ(t, x) = ⟨fξ,Γ(t, x−

ξ)⟩. Справдi, внаслiдок властивостей лiнiйностi i неперевностi функцiонала f маємо,що

⟨fξ,Γ(t, x− ξ)⟩ =
⟨
fξ, lim

s→∞

∑
−s≤∥k∥≤s

e−t∥k∥γei(k,x−ξ)
⟩
=

= lim
s→∞

∑
−s≤∥k∥≤s

⟨fξ, e−i(k,ξ)⟩e−t∥k∥γei(k,x) =
∑
k∈Zn

ck(f)e
−t∥k∥γei(k,x) = fγ(t, x).

Граничне значення функцiї fγ при t → +0 iснує в просторi Φ′, проте при виконан-
нi певних обмежень на узагальнену функцiю f ∈ Φ′ має мiсце локальне покращення
збiжностi (властивiсть локалiзацiї).

Теорема 1. Якщо 2π-перiодична гiперфункцiя f дорiвнює нулевi в областi Q ⊂ Qn

(тобто suppf ⊂ Qn \Q), то fγ(t, x) → 0 при t → 0+ рiвномiрно на довiльному компактi
K ⊂ Q (γ ≥ 1).

Доведення. Припустимо насамперед, що параметр γ > 1 i γ ̸= 2b, b ∈ N. Нехай K =

K1 × · · · × Kn, Q = Q′
1 × · · · × Q′

n, де Kj ⊂ Q′
j, j ∈ {1, . . . , n}. Оскiльки функцiонал f

лiнiйний, то правильним є спiввiдношення

fγ(t, x) = t⟨fξ, t−1Γγ(t, x− ξ)⟩, t > 0.

Згiдно з означенням носiя гiперфункцiї f , для доведення теореми досить встановити,
що сiм’я функцiй

Ψt,x,γ(ξ) = t−1Γγ(t, x− ξ)

обмежена в просторi G{1}(Qn \Q) рiвномiрно вiдносно t (для досить малих значень t) i
x ∈ K, тобто

|Dm
ξ Ψt,x,γ(ξ)| ≤ cB|m|m

m)1
1 . . .mmn

n , m ∈ Zn
+,

де сталi c, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ.
Нехай Gγ(t, x) – обернене перетворення Фур’є суматорної функцiї, тобто

Gγ(t, x) = F−1
σ→x[φγ(t, σ)](x) = F−1

σ→x[e
−t∥σ∥γ ](x).

Тодi, внаслiдок формули сумування Пуассона кратних рядiв Фур’є (див. [6, с. 281])
маємо спiввiдношення

Γγ(t, x− ξ) =
∑
k∈Zn

Gγ(t, x− ξ + 2πk). (1)

Цей ряд при t > 0 i x ∈ K є аналiтичною функцiєю по кожнiй змiннiй ξi ∈ [0, 2π] \ Q′
j,

j ∈ {1, . . . , n}, оскiльки, як було встановлено ранiше, Γγ(t, ·) ∈ G{1/γ} при кожному
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t > 0. За умовою 1/γ < 1, то елементами такого простору є функцiї, аналiтичнi в Qn.
Вiзьмемо тепер область

G = {z ∈ Cn|zj ∈ Gj, j ∈ {1, . . . , n}},

яка мiстить Qn \ Q, де Gj – обмежена область в C, що мiстить [0, 2π] \ Q′
j, з гладкою

межею ∂Gj, яка не перетинає Kj, j ∈ {1, . . . , n}. Тодi, внаслiдок iнтегральної формули
Кошi маємо, що

Dm
ξ Γγ(t, x− ξ) =

m!

(2πi)n

∫
∂G1

. . .

∫
∂Gn

Γγ(t, x− z)

(z − ξ)m+I
dz, ξ ∈ Qn \Q.

(тут m ∈ Zn
+, m! = m1! . . .mn!, I = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

)). Звiдси дiстаємо, що

|Dm
ξ Γγ(t, x− ξ)| ≤ 1

(2π)n

n∏
j=1

lj ·mj!

A
mj+I
j

max
z∈∂G

|Γγ(t, x− z)|,

де lj – довжина контура ∂Gj, Aj = inf |zj − ξj|, zj ∈ ∂Gj, ξj ∈ [0, 2π] \Q′
j, j ∈ {1, . . . , n}.

Для того, щоб здiйснити оцiнку max
z∈∂G

|Γγ(t, x− z)|, скористаємося формулою (1).

Iз результатiв, одержаних в [7], випливає оцiнка

|Gγ(t, x)| ≤ c0t∥x∥−(n+γ), 0 < t < t0, ∥x∥ ≥ a > 0, (2)

де стала c0 > 0 залежить вiд t0, a, γ, n. Оскiльки x ∈ K, ξ ∈ Qn \Q, то ∥x− ξ∥ ≥ a0 > 0,
де a0 – вiддаль мiж межами компактiв K i Qn \Q. Скориставшись (2), знайдемо, що

t−1|Γγ(t, x− ξ)| ≤ c0
∑
k∈Zn

∥x− ξ + 2πk∥−(n+γ) ≤ c0
∑
k∈Zn

(a0 + b0∥k∥2)−(n+γ)/2 = M < ∞,

де b0 > 0, стала M не залежить вiд t, x, ξ. Взявши до уваги неперервнiсть Γγ(t, x − z)

за сукупнiстю змiнних t > 0, x ∈ K i z ∈ G, пiдберемо область iнтегрування так, щоб
t−1|Γγ(t, x− z)| ≤ M + 1. Таким чином,

t−1|Dm
ξ Γγ(t, x− ξ)| ≤ cB|m|mm1

1 . . .mmn
n ,

де сталi c, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ.
Якщо γ = 2b, b ∈ N, то функцiя G2b(t, x), (t, x) ∈ (0, T ]× Rn, задовольняє рiвняння

∂u

∂t
= (−1)b−1∆u, ∆ =

∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

,

i є цiлою функцiєю аргументiв x1, . . . , xn. При цьому, як випливає з результатiв, одер-
жаних у [8, 9], для її похiдних правильними є оцiнки

|Dm
x G2b(t, x)| ≤ cB|m|

n∏
j=1

m
mj/(2b)
j t−(n+|m|)/(2b) exp{−c0∥x∥qt1−q}, (3)
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де m ∈ Zn
+, q = (2b)/(2b − 1), c0, c, B > 0. Тодi, зберiгши тi самi позначення, що i у

випадку γ > 1, γ ̸= 2b, i скориставшись оцiнкою (3), знайдемо, що

|Dm
ξ Ψt,x,2b(ξ)| ≤ t−1

∑
k∈Zn

|Dm
ξ G2b(t, x− ξ + 2πk)| ≤

≤ cBm

n∏
j=1

Ljm
mj/(2b)
j ·

∑
k∈Zn

exp(−ε0∥x− ξ + 2πk∥qt1−q),

де ε0 ∈ (0, c0) – фiксоване, а

Lj = sup
t∈[0,T ]

(t−((1+mj)n+2b)/(2bn)) exp{−(c0 − ε)n−1aq0t
1−q}.

Безпосередньо знаходимо, що Lj ≤ A0B
mj

0 m
mj/q
j , де сталi A0, B0 залежать вiд n, b, a0,

ε0. Якщо 0 < t0 ≤ T , то скориставшись нерiвностями

exp
(
− α

e
∥ξ∥1/α

)
≤ inf

s

ssα

∥ξ∥s
≤ c exp

(
− α

e
∥ξ∥1/α

)
,

з [10, с. 204] дiстанемо, що

exp{−ε0∥x− ξ + 2πk∥qt1−q} ≤ Lsss/q∥x− ξ + 2πk∥−s ≤ Lsss/q(a20 + b0∥k∥2)−s/2, k ∈ Zn
+,

де L = t1/(2b)(qeε0)
−1/q, b0 > 0. Вiзьмемо s = n + 1. Тодi, врахувавши спiввiдношення

1/(2b) + 1/q = 1, прийдемо до оцiнки

|Dm
ξ Ψt,x,2b(ξ)| ≤ c1(BB0)

|m|mm1
1 . . .mmn

n ,

де всi сталi не залежать вiд t, x, ξ.
Якщо γ = 1, то (див. [7])

G1(t, x) = π−(n+1)/2Γ((n+ 1)/2)t(t2 + ∥x∥2)−(n+1)/2.

Доведення теореми у цьому випадку здiйснюється аналогiчно.
Теорема доведена.

Теорема 2 (властивiсть локалiзацiї). Якщо 2π-перiодичний ультрарозподiл f ∈
G′

{β}, β > 1, збiгається в областi Q ⊂ Qn з неперервною 2π-перiодичною функцiєю g,
то fγ(t, x) → g(x) при t → +0 рiвномiрно на довiльному компактi K ⊂ Q.

Доведення. Нехай K ⊂ K1 ⊂ Q, де K1 – компактна множина в Qn. Побудуємо
функцiю φ ∈ G{β}, β > 1, з носiєм в Q таку, що φ = 1 для x ∈ K1. Така функцiя iснує,
бо при β > 1 у просторi G{β} є фiнiтнi функцiї. Оскiльки f − g = 0 в Q, то φ(f − g) = 0

в Q, (1− φ)f = 0 на K1 i за доведеним у теоремi 1

⟨φ(f − g),Γγ(t, x− ξ)⟩ → 0, t → +0,

⟨(1− φ)f,Γγ(t, x− ξ)⟩ → 0, t → +0,
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рiвномiрно вiдносно x ∈ K. Але

fγ(t, x) = ⟨φ(f − g),Γγ(t, x− ξ)⟩+ ⟨(1− φ)f,Γγ(t, x− ξ)⟩+ ⟨φg,Γγ(t, x− ξ)⟩

i
⟨φg,Γγ(t, x− ξ)⟩ =

∑
k∈Zn

ck(φg) exp(−t∥k∥γ + i(k, x)) −→

−→
∑
k∈Zn

ck(φg)e
i(k,x) = (φg)(x), t → +0,

рiвномiрно на K. Оскiльки φg = g на K, то звiдси дiстаємо, що fγ(t, x) → g(x) при
t → +0 рiвномiрно вiдносно x ∈ K.

Зауваження 1. Як приклад застосування теореми 2 розглянемо перiодичну задачу
Кошi для рiвняння теплопровiдностi

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, (t, x) ∈ (0, T ]× R, (4)

з початковою умовою
u(t, ·)|t=0 = f, (5)

де f ∈ G′
{1/2} = G′

{1/2}[0, 2π]. Пiд розв’язком задачi (4), (5) розумiтимемо функцiю
u(t, x), диференцiйовну за змiнною t i нескiнченно диференцiйовну за змiнною x, яка
задовольняє рiвняння (4) та спiввiдношення (5) у тому розумiннi, що u(t, ·) → f при
t → +0 у просторi G′

{1/2} (тобто в слабкому сенсi). Як вiдомо [2], розв’язок задачi Кошi
(4), (5) дається формулою

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

ck(f)e
−tk2+ikx, ck(f) = ⟨f, e−ikx⟩, (6)

тобто u збiгається з перетворенням Гаусса-Вейєрштрасса ряду Фур’є початкової уза-
гальненої функцiї f . Отже, властивiсть локалiзацiї для ряду (6) стосовно розв’язку
задачi Кошi (4), (5) формулюється так: якщо початкова функцiя f є елементом просто-
ру ультрарозподiлiв G′

{β} ⊂ G′
{1/2}, де β > 1, g – неперервна 2π-перiодична на R функцiя

i f = g на (a, b) ⊂ [0, 2π], то розв’язок u задачi (4), (5) володiє властивiстю локалiзацiї
(властивiстю локального покращення збiжностi): u(t, x) → g(x) при t → +0 рiвномiрно
на довiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ (a, b).

Наприклад, якщо f = δ, де δ – дельта-функцiя Дiрака, то

u(t, x) =
+∞∑

k=−∞

exp{−tk2 + ikx},

де δ ∈ G′
{β}, β > 1, δ = 0 на довiльному промiжку (a, b) ⊂ [0, 2π], який не мiстить точку

0. Отже, u(t, x) → 0 при t → +0 рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ [0, 2π], який
не мiстить точку 0.



38 Городецький В.В., Мартинюк О.В.

Список лiтератури

[1] Alimov Sh. A., Ilin V.A, Nykyshyn E.M. The questions of convergence of multiple trigonometric series
and spectral decompositions. Uspekhi mat. nauk, 1976. 3, (6). 28–33. (in Russian)

[2] Gorbachuk V.I., Gorbachuk M.L. The trigonometric series and generalized periodic functions. Dokl. AN
SSSR, 1981. 257, (4). 799–803. (in Russian)

[3] Izvekov I.G. The Riemann localization principle for Fourier series in spaces of generalized functions.
Dokl. AN USSR, Ser. A. 1986. 2. 5–8. (in Russian)

[4] Gorbachuk V.I., Gorbachuk M.L. The boundary value of solutions of differential-operator equations.
Naukova Dumka, Kyiv, 1984. (in Russian)

[5] Gorbachuk V.I. On the solvability of the Dirichlet problem for a second-order differential-operator equati-
on in different spaces. Pryamye i obratnye zadachi operatornoy teorii differentsialnyh operatorov. Kyiv,
1985. 8–22. (in Russian)

[6] Steyn I, Weis G. Introduction to harmonic analysis in Euclidean spaces. Mir, Moskva. 1974. (in Russian)

[7] Drin Ya.M. Study of an class of parabolic pseudodifferential operators in spaces of Helder functions.
Dop. AN URSR. Ser. A 1974. 1. 19–21. (in Ukrainian)

[8] Eidelman S.D. Parabolic systems. Nauka, Moskva. 1964. (in Russian)

[9] Gorodetskiy V.V., Zhytaryuk I.V. On the solutions of the Cauchy problem for equations of parabolic type
with degeneration. Dokl. AN URSR. Ser. A. 1989. 12. 5–8. (in Russian)

[10] Gelfand I.M., Shylov G.E. The spaces of main and generilized functions. Fizmatgiz, Moskva, 1958. (in
Russian)
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Gorodetskyi V.V., Martynyuk O.V. The localization principle for formal Fourier series summari-
zed by Gauss-Weierstrass method, Bukovinian Math. Journal. 7, 2 (2019), 30–38.

For formal series identifying linear continuous functionals given on the space of trigonometric
polynomials and summarized by Gauss-Weierstrass methods, we prove an analog of the Ri-
emann localization principle: if {f1, f2} ⊂ L1[0, 2π] are converge at the interval (a, b) ⊂ [0, 2π]

then at each segment [a+ ε, b− ε] ⊂ (a, b) their difference of Fourier series uniformly converges
to zero.

Generally speaking, the principle of localization for Fourier series of 2π-periodic generalized
functions is not fulfilled. When studying various problems of mathematical physics and analysis,
it is often used not the Fourier series itself, but the series summarized by one or another regular
method, so it is natural to fulfill the principle of localization for such series. For example, the
solution of the Dirichlet problem for the Laplace equation in a unit circle is represented by the
Fourier series of the boundary function summarized by the Abel-Poisson method; the solution of
the Cauchy periodic problem for the equation of thermal conductivity and the initial condition
in the space of generalized periodic functions is treated as a formal Fourier series of the initial
function summarized by the Gauss-Weierstrass method.

The paper investigates multiple Fourier series of periodic hyperfunctions and ultradistri-
butions.


