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Симотюк М. М.

ЗАДАЧА З ДВОМА КРАТНИМИ ВУЗЛАМИ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ

СИСТЕМ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Запроваджено класи H,Hδ, Sδ лiнiйних систем рiвнянь iз частинними похiдними. Цi
класи характеризуються нетривiальнiстю та наявнiстю степеневих оцiнок знизу для пев-
них симетричних многочленiв вiд коренiв характеристичних рiвнянь даних систем. На
пiдставi метричного пiдходу та теорiї симетричних многочленiв показано, що до запрова-
джених класiв належать майже всi системи рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими
коефiцiєнтами (стосовно мiри Лебега у просторi, натягнутому на коефiцiєнти системи).

Дослiджено задачу з двома кратними вузлами за видiленою змiнною t та умовами пе-
рiодичностi за iншими координатами x1, . . . , xp для лiнiйних систем рiвнянь iз частинними
похiдними, якi належать до описаних класiв. Встановлено умови розв’язностi задачi у про-
сторах гладких вектор-функцiй iз експоненцiйним спаданням вектор-коефiцiєнтiв Фур’є.
Доведено, що оцiнки знизу для малих знаменникiв, достатнi для iснування розв’язку за-
дачi, виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега та фрактальної мiри Гаусдорфа)
значень другого вузла iнтерполяцiї для лiнiйних систем з класiв H,Hδ, Sδ.
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малi знаменники, метричний пiдхiд.
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1. Вступ

Задачi з багатоточковими умовами для диференцiальних рiвнянь та їх систем актив-
но дослiджуються в останнi десятирiччя. Iнтерес до їх вивчення зумовлений як по-
требою побудови загальної теорiї багатоточкових задач, так i тим, що такi задачi є
моделями багатьох фiзичних процесiв. У роботах [1, 2, 3, 9, 11, 28, 29] переважно видi-
ленi випадки коректно поставлених багатоточкових задач для окремих класiв рiвнянь
iз частинними похiдними та диференцiально-операторних рiвнянь. Проте багатоточковi
задачi для загальних рiвнянь iз частинними похiдними в обмежених областях є, взагалi,
некоректними, а питання про їх розв’язнiсть у багатьох випадках пов’язане з пробле-
мою малих знаменникiв [4, 16], яка полягає у тому, що знаменники коефiцiєнтiв рядiв,
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якими зображуються розв’язки цих задач, можуть ставати як завгодно малими, що
спричиняє розбiжнiсть вказаних рядiв.

У працях [5, 7, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 33] для подолання
негативного впливу малих знаменникiв на збiжнiсть рядiв-розв’язкiв багатоточкових
задач використано метричний пiдхiд [4, 16] та результати метричної теорiї чисел [6]. Це
дозволило встановити розв’язнiсть багатоточкових задач з простими вузлами iнтерпо-
ляцiї для рiвнянь iз частинними похiдними та їх систем для майже всiх (стосовно мiри
Лебега) векторiв, складених зi значень вузлiв iнтерполяцiї та коефiцiєнтiв рiвнянь.

Поряд iз цим, недостатньо вивченими залишаються багатоточковi задачi з кратними
вузлами iнтерполяцiї для загальних безтипних систем рiвнянь iз частинними похiдними
зi сталими коефiцiєнтами. Це зумовлено, очевидно, складною нелiнiйною структурою
малих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язкiв таких задач, та вiдсутнiстю
ефективних пiдходiв для встановлення оцiнок знизу цих знаменникiв. Розробцi вказа-
них питань присвячена дана робота.

У роботi запроваджено класи H,Hδ, Sδ (δ ∈ R) систем рiвнянь iз частинними по-
хiдними зi сталими коефiцiєнтами. Цi класи характеризують наявнiсть певних дiофан-
тових властивостей у симетричних многочленiв, пов’язаних iз такими системами. За
допомогою метричного пiдходу та теорiї симетричних многочленiв доведено тверджен-
ня, якi вказують, що до класiв H,Hδ1 , Sδ2 (iз належно вибраними показниками δ1, δ2)
належать майже всi системи рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами
(стосовно мiри Лебега у просторi, натягнутому на коефiцiєнти системи). Встановлено
умови коректної розв’язностi задачi з локальними двоточковими умовами за видiле-
ною змiнною та умовами перiодичностi за рештою координат для систем рiвнянь, якi
належать до запроваджених класiв. Доведено, що оцiнки знизу для малих знаменни-
кiв, достатнi для iснування розв’язку задачi з двома кратними вузлами, виконуються
для майже всiх (стосовно мiри Лебега та фрактальної мiри Гаусдорфа) значень дру-
гого вузла iнтерполяцiї, якщо система належить до описаних класiв. Вiдзначимо, що
дана стаття доповнює дослiдження роботи [24], у якiй розглянуто задачу з двома кра-
тними вузлами для систем рiвнянь iз частинними похiдними, однорiдних за порядком
диференцiювання.

Зауважимо, що для випадку необмежених за просторовими координатами областях
класи єдиностi двоточкових задач для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними по-
хiдними встановлено у роботах [30, 31, 32], при цьому використано диференцiально-
символьний метод вiдокремлення змiнних [13].

2. Основнi позначення. Формулювання задачi

Нехай Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p; QT
p = (0, T ) × Ωp; k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp; |k| =

|k1|+. . .+|kp|; x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp;Dx =
(
−i ∂

∂x1
, . . . ,−i ∂

∂xp

)
; (t, x) = (t, x1, . . . , xp) ∈ QT

p ;
(k, x) = k1x1 + . . . + kpxp; W γ

α,β, α, β ∈ R, γ > 0, — простiр, отриманий поповненням
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простору скiнченних тригонометричних полiномiв φ(x) =
∑
φk exp(ik, x) за нормою

∥φ(x);W γ
α,β∥ =

√∑
|k|≥0

|φk|2(1 + |k|)2α exp(2β|k|γ);

Cn([0, T ];W γ
α,β) — простiр функцiй u(t, x) =

∑
|k|≥0

uk(t) exp(ik, x), uk(t) ∈ Cn[0, T ], k ∈ Zp,

таких, що при фiксованому t ∈ [0, T ] похiднi ∂ju(t, x)/∂tj ≡
∑
|k|≥0

u
(j)
k (t) exp(ik, x), 0 ≤

j ≤ n, належать до простору W γ
α,β i як елементи цього простору є неперервними за t на

[0, T ]; норму в просторi Cn([0, T ];W γ
α,β) задаємо формулою

∥u(t, x);Cn([0, T ];W γ
α,β)∥ =

n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju(t, x)∂tj
;W γ

α,β

∥∥∥∥ ;
W

m,γ

α,β (α, β∈R, γ > 0) — простiр вектор-функцiй φ⃗=col(φ1, . . . , φm) таких, що φj ∈ W γ
α,β,

j = 1, . . . ,m, з нормою

∥φ⃗(x);W m,γ

α,β ∥ = max
1≤j≤m

∥φj(x);W γ
α,β∥;

Cn([0, T ];W
m,γ

α,β ) — простiр вектор-функцiй u⃗(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)) таких, що
uj(t, x) ∈ Cn([0, T ];W γ

α,β), j = 1, . . . ,m, з нормою

∥u⃗(t, x);Cn([0, T ];W
m,γ

α,β )∥ = max
1≤j≤m

∥uj(t, x);Cn([0, T ];W γ
α,β)∥.

Розглядаємо задачу про знаходження розв’язку u⃗(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x))
лiнiйної системи рiвнянь iз частинними похiдними

L

(
∂

∂t
,Dx

)
u⃗(t, x) ≡

n∑
j=0

Aj(Dx)
∂ju⃗(t, x)

∂tj
= 0⃗, (t, x) ∈ QT

p , (1)

який справджує такi двоточковi умови
∂j−1u⃗(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=0

= φ⃗j(x), j = 1, . . . , r, x ∈ Ωp,

∂j−1u⃗(t, x)

∂tj−1

∣∣∣
t=t1

= φ⃗r+j(x), j = 1, . . . , n− r, x ∈ Ωp,

(2)

де 1 ≤ r < n, 0 < t1 ≤ T , Aj(ξ) = ∥ajq,r(ξ)∥mq,r=1, ξ = (ξ1, . . . , ξp), j = 0, 1, . . . , n, —
квадратнi матрицi розмiру m × m, елементи ajq,r(ξ), q, r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n − 1,
яких є многочленами вiд ξ1, . . . , ξp степеня не вищого, нiж N , N ∈ N, з комплексними
коефiцiєнтами вигляду

ajq,r(ξ) =
∑
|s|≤N

aj,sq,rξ
s1
1 . . . ξspp , a

j,s
q,r ∈ C, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp

+, |s| ≤ N, (3)

An(ξ) — одинична матриця розмiру m×m; φ⃗j(x) = col(φ1
j(x), . . . , φ

m
j (x)), j = 1, . . . , n.

При дослiдженнi задачi (1), (2) будемо використовувати такi позначення:
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• l(λ, k), k ∈ Zp, — визначник матрицi L(λ, k);

• l1,r(λ, k), r = 1, . . . ,m, k ∈ Zp, — алгебричне доповнення визначника матрицi
L(λ, k), що вiдповiдає викресленим першому рядку та r-ому стовпцю; зауважи-
мо, що для визначникiв l(λ, k), l1,r(λ, k), r = 1, . . . ,m, k ∈ Zp, справедливими є
такi розвинення:

l(λ, k) = λmn +B1(k)λ
mn−1 + . . .+Bmn(k), (4)

l1,r(λ, k) = δ1,rλ
mn−n + C1,r(k)λ

mn−n−1 + . . .+ Cmn−n,r(k),

r = 1, . . . ,m,
(5)

де
Bj(k) =

∑
0≤l1≤n,...,0≤lm≤n,
l1+...+lm=mn−j

det ∥alqq,r(k)∥mq,r=1, j = 1, . . . ,mn, (6)

Cj,r(k) = (−1)r−1
∑

0≤l1≤n,...,0≤lr−1≤n,

0≤lr+1≤n,...,0≤lm≤n,

l1+...+lr−1+lr+1+...+lm=mn−n−j

det ∥alqq,s(k)∥
q=1,...,r−1,r+1,...,m
s=2,...,m ,

j = 1, . . . ,mn− n, r = 1, . . . ,m,

(7)

• λ1(k), . . . , λmn(k), k ∈ Zp, — коренi рiвняння

l(λ, k) = 0; (8)

• Nj, j = 1, . . . ,mn, — степiнь Bj(k) як многочлена вiд k1, . . . , kp;

γ = max
1≤j≤mn

{Nj/j} ; (9)

зауважимо, що Nj ≤ mN , j = 1, . . . ,mn, γ ≤ mN ;

• вiдомо (див. роздiл 5, §7 у [26]), що скiнченними є числа

M1 = max
1≤j≤mn

sup
k∈Zp

{
|λj(k)|
1 + |k|γ

}
, M2 = max

{
0; max

1≤j≤mn
sup
k∈Zp

{
Reλj(k)
1 + |k|γ

}}
,

M3 = −min

{
0; min

1≤j≤mn
inf
k∈Zp

{
Reλj(k)
1 + |k|γ

}}
,

(10)

тому для всiх k ∈ Zp виконуються нерiвностi

|λj(k)| ≤M1 (1 + |k|γ) , j = 1, . . . ,mn, (11)

max
t∈[0,T ]

| exp(λj(k)t)| ≤ M̃2 exp (M2T |k|γ) , j = 1, . . . ,mn, M̃2 = exp(M2T ),

max
t∈[0,T ]

| exp(λj(k)t)| ≥ M̃3 exp (−M3T |k|γ) , j = 1, . . . ,mn, M̃3 = exp(−M3T );
(12)

• h⃗q(k), k ∈ Zp, — перший стовпець матрицi L∗(λq(k), k), яка є приєднаною до ма-
трицi L(λq(k), k), q = 1, . . . ,mn:

h⃗q(k) ≡ col(h1q(k), . . . , h
m
q (k)) = col(l1,1(λq(k), k), . . . , l1,m(λq(k), k)), q = 1, . . . ,mn;
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• H⃗q(k) ≡ col(H1
q (k), . . . , H

mn
q (k)) ∈ Cmn, q = 1, . . . ,mn, — вектор

col
(
h⃗q(k), λq(k)⃗hq(k), . . . , λ

n−1
q (k)⃗hq(k)

)
;

• C(mn, q), 1 ≤ q ≤ mn, — множина всiх наборiв (i1, . . . , iq), складених з натураль-
них чисел i1, . . . , iq таких, що 1 ≤ i1 < . . . < iq ≤ mn; для набору ω = (i1, . . . , iq) ∈
C(mn, q) символом setω позначатимемо множину {i1, . . . , iq};

• Λω(k) ≡ λi1(k) + . . .+ λiq(k), де ω = (i1, . . . , iq) ∈ C(mn, q), 1 ≤ q ≤ mn;

• означимо функцiї H(k), S(k), k ∈ Zp, такими рiвностями:

H(k) ≡ det(H⃗1(k), . . . , H⃗mn(k)), (13)

S(k) ≡
∏

σ,ω∈C(mn,mn−mr),σ ̸=ω

(Λσ(k)− Λω(k)), (14)

• hω(k), ω = (i1, . . . , iml) ∈ C(mn,ml), 1 ≤ l ≤ n− 1, — визначник, який отримується
з визначника H(k) викреслюванням перших ml рядкiв та ml стовпцiв, номери
яких складають множину setω = {i1, . . . , iml}.

3. Класи систем рiвнянь з дiофантовими умовами H, Hδ, Sδ

Запровадимо класи систем рiвнянь (1), якi справджують певнi дiофантовi умови H,
Hδ1 , Sδ2 , а також встановимо, що до цих класiв належать майже всi системи рiвнянь (1)
(стосовно мiри Лебега у просторi, натягнутому на коефiцiєнти рiвнянь).

Означення 1. Будемо говорити, що система (1) справджує умову H, якщо

∀ k ∈ Zp H(k) ̸= 0. (15)

Зауваження 1. Iз формули (13) випливає, що для кожного k ∈ Zp коренi рiвняння (8)
є простими для системи (1), яка справджує умовуH. Справдi, якщо для деякого k0 ∈ Zp

i деяких j, q, j ̸= q, справджується рiвнiсть λj(k0) = λq(k
0), то визначник H(k0) має два

однакових стовпцi H⃗j(k
0), H⃗q(k

0), а, отже, дорiвнює нулевi. Це суперечить виконанню
умови H.

Означення 2. Будемо говорити, що система (1) справджує умову Hδ, δ ∈ R, якщо для
всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть

|H(k)| > (1 + |k|)−δ. (16)

Означення 3. Будемо говорити, що система (1) справджує умову Sδ, δ ∈ R, якщо для
всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть

|S(k)| > (1 + |k|)−δ. (17)

Наведемо приклади систем, для яких щойно введенi умови виконуються, а також
приклади систем, для яких цi умови не виконуються.
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Приклад 1. Нехай у системi (1)

Aj(Dx) =


aj1,1(Dx) aj1,2(Dx) . . . aj1,m(Dx)

0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0

 , j = 1, . . . , n− 1,

A0(Dx) =


a01,1(Dx) a01,2(Dx) . . . a01,m−1(Dx) a01,m(Dx)

−1 0 . . . 0 0

0 −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . −1 0

 ,

де aj1,r(Dx) = αj
1,rb

nr−j(Dx), r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n − 1, b(Dx) — диференцiальний
оператор зi сталими коефiцiєнтами, а числа αj

1,r, r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n − 1, є
такими, що рiвняння

λmn +
n−1∑
j=0

m∑
r=1

αj
1,rλ

j+n(m−r) = 0

має рiзнi коренi µ1, . . . , µmn. Тодi коренi λ1(k), . . . , λmn(k) характеристичного рiвняння
(8) можна занумерувати так, щоб виконувалися рiвностi λj(k) = µjb(k), j = 1, . . . ,mn.
У даному випадку перший стовпець матрицi, яка є приєднаною до матрицi L(λq(k), k),
q = 1, . . . ,mn, має вигляд hq(k) = col (λn(m−1)

q (k), . . . , λnq (k), 1). Тодi

H⃗q(k)=col
(
λn(m−1)
q (k), . . . , 1, λn(m−1)+1

q (k), . . . , λq(k), λ
nm−1
q (k), . . . , λn−1

q (k)
)
, q=1, . . . ,mn.

Iз (13) дiстаємо, що в даному випадку визначник H(k) з точнiстю до знаку є визначни-
ком Вандермонда чисел λ1(k), . . . , λmn(k), тобто

H(k) = ±
∏

mn≥j>q≥1

(λj(k)− λq(k)) = ±bn2(k)
∏

mn≥j>q≥1

(µj − µq), (18)

де n2 = mn(mn− 1)/2. Оскiльки µj ̸= µq, mn ≥ j > q ≥ 1, то з формули (18) випливає,
що для даної системи умова (15) виконується тодi i тiльки тодi, коли оператор b(Dx) є
таким, що b(k) ̸= 0 для всiх k ∈ Zp. Прикладом такого оператора є оператор

b(Dx) =

(
β1

∂2

∂x21
+ . . .+ βp

∂2

∂x2p
− 1

)n1

, n1 ∈ N,

де β1, . . . , βp — будь-якi невiд’ємнi дiйснi числа. Якщо при цьому всi β1, . . . , βp є дода-
тними, то виконується нерiвнiсть |b(k)| ≥ C(1 + |k|)2n1 , k ∈ Zp, i тодi з формули (18)
випливає iстиннiсть нерiвностi (16) для всiх k ∈ Zp при δ > −2n1n2, тобто виконання
умови Hδ для δ > −2n1n2. Якщо ж серед чисел β1, . . . , βp хоча б одне є нулем, то система
з так вибраним оператором b(Dx) справджує умову Hδ тодi i тiльки тодi, коли δ < 0.

Розглянемо тепер оператор b(Dx) наступного вигляду

b(Dx) =

(
−iβ1

∂

∂x1
− . . .− iβp

∂

∂xp

)n1

, n1 ∈ N,
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де β1, . . . , βp — рацiонально незалежнi [27] дiйснi числа. Зауважимо, що якщо розгляду-
вана система з так вибраним оператором b(Dx) справджує умову Hδ, то δ ≤ (p−1)n1n2.
Обгрунтуємо це твердження. Добре вiдомо (див. задачу 43 у [22, с. 67]), що нерiвнiсть

|β1k1 + . . .+ βpkp| < β|k|1−p, β = 2

p∑
j=1

|βj|,

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k1, . . . , kp. Звiдси та з формули (18)
дiстаємо, що нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi (16), виконується для нескiнченної
кiлькостi k ∈ Zp, якщо δ > (p − 1)n1n2, тому для таких значень δ система не може
справджувати умову Hδ.

Приклад 2. Нехай у системi (1) диференцiальнi матрицi Aj(Dx), j = 0, 1, . . . , n − 1,
мають верхнiй трикутний вигляд

Aj(Dx) =


aj1,1(Dx) aj1,2(Dx) . . . aj1,m(Dx)

0 aj2,2(Dx) . . . aj2,m(Dx)

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ajm,m(Dx)

 , j = 0, 1, . . . , n− 1.

Легко перевiрити, що тодi

l(λ, k) = det ∥L(λ, k)∥ =
m∏
q=1

(
λn +

n−1∑
j=0

ajq,q(k)λ
j
)
, k ∈ Zp,

l1,1(λ, k) =
m∏
q=2

(
λn +

n−1∑
j=0

ajq,q(k)λ
j
)
, l1,r(λ, k) = 0, r = 2, . . . ,m, k ∈ Zp.

Для кожного k ∈ Zp хоча б один серед коренiв λ1(k), . . . , λmn(k) многочлена l(λ, k) є
коренем многочлена l1,1(λ, k): нехай для визначеностi l1,1(λq0(k), k) = 0, q0 = q0(k). Тодi
h⃗q0(k) = 0⃗, i, отже, H(k) = 0 для всiх k ∈ Zp. Таким чином, для розглядуваної системи
умова H не виконується.

Приклад 3. Розглянемо при n = m = 2 систему (1), у якiй

A1(D) =

(
a1(1−∆) b1(1−∆)3

0 0

)
, A0(D) =

(
a2(1−∆)2 b2(1−∆)4

1 0

)
,

де ∆ = ∂2

∂x2
1
+ . . .+ ∂2

∂x2
p

— p-вимiрний лапласiан, а числа a1, b1, a2, b2 визначаються рiвно-
стями a1 = (α−1− i), b1 = −β(α−1)− i(2α−1), a2 = β−α+ i(β−α+1), b2 = αβ(1+ i),
α, β ∈ R\{−1; 0; 1}. У даному випадку множина коренiв λ1(k), λ2(k), λ3(k), λ4(k) рiвня-
ння (8) спiвпадає з множиною {|k|2 + 1,−α(|k|2 + 1), i(|k|2 + 1),−iβ(|k|2 + 1)}, i тодi,
як легко перевiрити, нерiвнiсть (17) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
k ∈ Zp при δ > −2C2

4(C
2
4 − 1) = −60. Отже, дана система (1) справджує умову Sδ для

всiх δ > −2C2
4(C

2
4 − 1) = −60. Зазначимо також, що розглядувана система справджує

умову Hδ при δ > −12 (це випливає з того, що визначник H(k) з точнiстю до знаку є
визначником Вандермонда чисел λ1(k), λ2(k), λ3(k), λ4(k)).
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Нехай

Y⃗ ≡ col(Y1, . . . , Yν) ≡ col(aj,sq,r; |s| ≤ N, q, r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n− 1)−

вектор розмiру ν = nm2µ (де µ — кiлькiсть усiх розв’язкiв нерiвностi s1 + . . .+ sp ≤ N

у невiд’ємних цiлих числах s1, . . . , sp), складений з коефiцiєнтiв системи (1); при цьому
порядок слiдування коефiцiєнтiв aj,sq,r у векторi Y⃗ визначається за правилом: aj1,σq1,r1

, слiдує
за aj,sq,r, якщо перша вiдмiнна вiд нуля серед рiзниць j1−j, q1−q, r1−r, σ1−s1, . . . , σp−sp є
додатною. Кожнiй системi (1) вiдповiдає вектор Y⃗ ∈ Cν , компонентами якого є виписанi
у вказаному порядку коефiцiєнти aj,sq,r, |s| ≤ N , q, r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n − 1, цiєї
системи; i, навпаки, кожний вектор Y⃗ = col (Y1, . . . , Yν) ∈ Cν задає систему вигляду (1),
коефiцiєнти aj,sq,r, |s| ≤ N , q, r = 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n− 1, якої визначаються вказаним
способом за компонентами Y1, . . . , Yν .

Позначимо: mes CνM — мiра Лебега в Cν вимiрної множини M ⊂ Cν ; Πν(ρ) = {z⃗ =

(z1, . . . , zν) ∈ Cν : max
1≤j≤ν

|zj| ≤ ρ} — ν-вимiрний полiкруг радiуса ρ > 0; Π̃ν(ρ) — множина

тих векторiв Y⃗ ∈ Πν(ρ), для яких:
1) aj,sq,r = 0, |s| ≤ N , q = 2, . . . ,m, r = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n− 1,
2) a0,sq,r = 0, 1 ≤ |s| ≤ N , q = 2, . . . ,m, r = 1, . . . ,m,
3) a0,(0)q,r = 0, q = 2, . . . ,m, r = 1, . . . ,m, r ̸= q − 1,
4) a0,(0)q,q−1 = ρ, q = 2, . . . ,m;

Доведемо тепер, що множини векторiв Y⃗ ∈ Cν , що задають системи (1), для яких
виконуються запровадженi в означеннях 1, 2, 3 умови H, Hδ, Sδ є множинами повної
мiри Лебега (якщо показники δ належно вибранi).

Лема 1. [23] Нехай P (z1, . . . , zn) — вiдмiнний вiд тотожного нуля многочлен вiд змiнних
z1, . . . , zn з цiлими коефiцiєнтами i нехай αsz

s1
1 . . . zsnn , αs ∈ Z\{0}, s = (s1, . . . , sn), —

старший член (тобто одночлен, який стоїть на першому мiсцi при лексикографiчному
впорядкуваннi [25]) многочлена P (z1, . . . , zn). Тодi для довiльних ε, ρ > 0 та s ̸= (0)

mes Cn{z⃗ ∈ Πn(ρ) : |P (z1, . . . , zn)| ≤ ε} ≤ C(s, ρ) · ε2/(s1+...+sn),

а для довiльних ε ∈ (0, 1), ρ > 0 i s = (0)

mes Cn{z⃗ ∈ Πn(ρ) : |P (z1, . . . , zn)| ≤ ε} = 0.

Теорема 1. Множина тих векторiв Y⃗ ∈ Cν , що задають системи (1), для яких не
виконується умова H, має нульову мiру Лебега в Cν .

Доведення. Iз формул (5) випливають наступнi зображення:

H
m(q−1)+r
j (k) =

mn−n∑
l=0

Cl,r(k)λ
mn−n−l+q−1
j (k), k ∈ Zp,

j = 1, . . . ,mn, q, r = 1, . . . , n.

(19)
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З формул (3), (7) видно, що коефiцiєнти Cl,r(k), l = 0, 1, . . . ,mn − n, r = 1, . . . , n, у
зображеннях (19) є многочленами вiд Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами степеня не ви-
щого, нiж (m− 1). Тодi iз формул (13), (19) та елементарних властивостей визначника
випливає, що H(k), k ∈ Zp, можна подати у виглядi

H(k) =
∑

α=(α1,...,αmn),
α1+...+αmn≤mn(2mn−n−1)/2

pα(k)λ
α1
1 (k) . . . λαmn

mn (k),

де pα(k), α = (α1, . . . , αmn), — многочлени вiд Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами, степiнь
яких не перевищує mn(m− 1). Таким чином,

H2(k) =
∑

α=(α1,...,αmn),
α1+...+αmn≤mn(2mn−n−1)

p̃α(k)λ
α1
1 (k) . . . λαmn

mn (k), (20)

де p̃α(k), α = (α1, . . . , αmn), — многочлени вiд Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами, степiнь
яких не перевищує 2mn(m− 1).

Iз формули (13) випливає, що функцiяH2(k) є симетричним многочленом вiд коренiв
λ1(k), . . . , λmn(k). За основною теоремою теорiї симетричних многочленiв [25, глава XI]
функцiю H2(k) можна подати у виглядi

H2(k) =
∑

β=(β1,...,βmn),
β1+2β2+...+(mn)βmn≤mn(2mn−n−1)

gβ(k)B
β1

1 (k) . . . Bβmn
mn (k), (21)

де gβ(k), β = (β1, . . . , βmn), є цiлочисловими лiнiйними комбiнацiями многочленiв p̃α(k),
α = (α1, . . . , αmn), тому gβ(k), β = (β1, . . . , βmn), є многочленами вiд Y1, . . . , Yν з цiлими
коефiцiєнтами, степiнь яких не перевищує 2mn(m− 1). Iз рiвностей (3), (7) отримуємо,
що Bj(k), j = 1, . . . ,mn, є многочленами вiд Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами степеня
не вищого, нiж m. Тодi з (21) дiстаємо, що

H2(k) =
∑

r=(r1,...,rν ),

|r|≤2mn(mn−1)+m2n(2mn−n−1)

αr(k)Y
r1
1 . . . Y rν

ν , αr(k) ∈ Z. (22)

Доведемо, що для кожного k ∈ Zp функцiя H2(k) як многочлен змiнних Y1, . . . , Yν
є вiдмiнною вiд тотожного нуля в полiкрузi Πν(ρ), ρ > 0. Для цього розглянемо такий
вектор Y⃗0 = col(aj,sq,r) ∈ Π̃ν(ρ), ρ > 0, що:

aj,s1,r = 0, r = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n− 1, |s| ≤ N ;
a0,s1,r = 0, r = 1, . . . ,m− 1, |s| ≤ N ;
a0,s1,m = 0, s ̸= (0);
a
0,(0)
1,m ̸= 0.

Легко перевiрити, що для такого вектора Y⃗0

l(λ, k0) = λmn + (−ρ)m−1a
0,(0)
1,m , l1,1(λ, k0) = λmn−n.

Оскiльки a0,(0)1,m ̸= 0, ρ > 0, то коренi λ1(k0), . . . , λmn(k0) многочлена l(λ, k0) є вiдмiнними
вiд нуля. Тодi l1,1(λj(k0), k0) ̸= 0, j = 1, . . . ,mn, а тому вектори h⃗q(k0), q = 1, . . . ,mn,
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є ненульовими (бо мають вiдмiнну вiд нуля першу компоненту). Звiдси i з того, що
коренi λ1(k0), . . . , λmn(k0) є попарно рiзними (бо вони є рiзними коренями mn-го степеня
з ненульового числа (−ρ)ma0,(0)1,m ), випливає, що вектори H⃗q(k0) ∈ Cmn, q = 1, . . . ,mn, є
лiнiйно незалежними, i, отже, H(k0) ̸= 0.

Таким чином, для кожного k ∈ Zp многочлен H2(k) є вiдмiнним вiд тотожного нуля,
тобто цiлi числа αr(k) у (22) не можуть одночасно дорiвнювати нулевi. При заданому
k ∈ Zp виберемо старший член стосовно лексикографiчного впорядкування доданкiв у
розвиненнi (22), нехай вiн дорiвнює αs(k)Y

s1
1 . . . Y sν

ν , s = s(k). За лемою 1 для довiльних
ε ∈ (0; 1), ρ > 0, виконуються спiввiдношення

mes Cν

{
Y⃗ ∈ Πν(ρ) : |H2(k)| ≤ ε

}
= 0, коли s = (0),

mes Cν

{
Y⃗ ∈ Πν(ρ) : |H2(k)| ≤ ε

}
≤ C1ε

2/|s|, коли s ̸= (0),
(23)

де C1 = C1(ρ). Зi спiввiдношень (23) отримуємо, що для довiльного ρ > 0 множина
векторiв Y⃗ ∈ Πν(ρ), для яких рiвнiсть H(k) = 0 виконується при фiксованому k ∈
Zp, має нульову мiру Лебега в Cν . Звiдси випливає твердження теореми, бо множина
векторiв Y⃗ ∈ Cν , для яких не виконується умова (15), мiститься в об’єднаннi множин∪
k∈Zp

∞∪
ρ=1

{
Y⃗ ∈ Πν(ρ) : H(k) = 0

}
.

Теорема 2. Множина тих векторiв Y⃗ ∈ Cν , що вiдповiдають системам (1), для яких
не виконується умова Hδ, є множиною нульової мiри Лебега в Cν , якщо δ > γ1, де

γ1 =
p

4

(
2mn(mn− 1) +m2n(2mn− n− 1)

)
.

Доведення. Нехай EH
δ — множина векторiв Y⃗ ∈ Cν , для яких нерiвнiсть

|H(k)| ≤ (1 + |k|)−δ (24)

виконується для нескiнченної кiлькостi k ∈ Zp, EH
δ (ρ) = Πν(ρ) ∩ EH

δ , ρ > 0. Через
EH

δ (k, ρ), k ∈ Zp, позначимо множину тих векторiв Y⃗ ∈ Πν(ρ), для яких нерiвнiсть
(24) виконується при фiксованому k ∈ Zp. Iз доведення теореми 1 випливає, що H2(k),
k ∈ Zp, є ненульовим многочленом вiд Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами степеня не
вищого, нiж µ1 ≡ 2mn(mn− 1) +m2n(2mn− n− 1). Оскiльки

EH
δ (k, ρ) =

{
Y⃗ ∈ Πν(ρ) : |H2(k)| ≤ (1 + |k|)−2δ

}
, k ∈ Zp,

то, покладаючи у спiввiдношеннях (23) ε = (1 + |k|)−2δ, δ > γ1, дiстанемо, що для всiх
k ∈ Zp, ρ > 0 виконується нерiвнiсть

mes CνEH
δ (k, ρ) ≤ C2(1 + |k|)−4δ/µ1 = C2(1 + |k|)−p−ε1 , (25)

де ε1 =4(δ − γ1)/µ1> 0, C2 = C2(ρ). З оцiнок (25) випливає, що ряд
∑
k∈Zp

mes CνEH
δ (k, ρ)

є збiжним при δ > γ1, ρ > 0. Тодi iз леми Бореля–Кантеллi [16] отримуємо, що для

довiльного ρ > 0 mes CνEH
δ (ρ) = 0, коли δ > γ1. Враховуючи, що EH

δ =
∞∪
ρ=1

EH
δ (ρ),

дiстаємо, що mes CνEH
δ = 0, коли δ > γ1.
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Теорема 3. Множина тих векторiв Y⃗ ∈ Cν , що вiдповiдають системам (1), для яких
не виконується умова Sδ, є множиною нульової мiри Лебега в Cν , якщо δ > γ2, де
γ2 =

1
2
pmM , M = Cmr

mn(C
mr
mn − 1).

Доведення. Iз формули (14) видно, що функцiя S(k) є однорiдним симетричним мно-
гочленом вiд коренiв λ1(k), . . . , λmn(k) степеня M з цiлими коефiцiєнтами. З основної
теореми теорiї симетричних многочленiв [25, глава XI] випливає, що S(k) можна подати
у виглядi

S(k) =
∑

r=(r1,...,rmn),
r1+2r2+...+(mn)rmn≤M

βr(k)B
r1
1 (k) . . . Brmn

mn (k), (26)

де βr(k), r = (r1, . . . , rmn), — цiлi числа, що одночасно не дорiвнюють нулевi. Тодi iз
формул (3), (7), (26) випливає, що S(k) є многочленом вiд Y1, . . . , Yν степеня, не вищого,
нiж mM , з цiлими коефiцiєнтами такого вигляду:

S(k) =
∑

r=(r1,...,rν ),
|r|≤mM

αr(k)Y
r1
1 . . . Y rν

ν , αr(k) ∈ Z. (27)

Встановимо, що для кожного k ∈ Zp многочлен S(k) є вiдмiнним вiд тотожного
нуля в полiкрузi Πν(ρ), ρ > 0. Для цього покажемо, що S(k) є вiдмiнним вiд тотожного
нуля у Π̃ν(ρ) ⊂ Πν(ρ). Дiйсно, якщо Z⃗ = col(aj,sq,r) ∈ Π̃ν(ρ), то коефiцiєнти Bj(k, Z⃗),
j = 1, . . . ,mn, (див. формулу (6)) обчислюються за формулами

Bj(k, Z⃗) = (−ρ)r−1
∑
|s|≤N

anr−j,s
1,r ks11 . . . kspp ,

де iндекс r = r(j) однозначно визначається з умови n(r − 1) < j ≤ nr.
Якщо βs(k)B

s1
1 (k, Z⃗) . . . Bsmn

mn (k, Z⃗), βs(k) ̸= 0, s = s(k), — старший член стосовно
лексикографiчного впорядкування доданкiв у розвиненнi (26) для S(k, Z⃗), Z⃗ ∈ Π̃ν(ρ),
то ∣∣∣(ηs11 . . . ηsmn

mn )S(k, Z⃗)
∣∣∣ = ρmn(m−1)/2|βs(k)|s1! . . . smn! ̸= 0, (28)

де ηj ≡ (∂/∂a
nr−j,(0)
1,r ), j = 1, . . . ,mn, а iндекс r = r(j) однозначно визначається з умови

n(r − 1) < j ≤ nr. З нерiвностi (28) випливає, що для кожного k ∈ Zp функцiя S(k, Z⃗),
Z⃗ ∈ Π̃ν(ρ), не може тотожно дорiвнювати нулевi.

Отже, для кожного k ∈ Zp функцiя S(k), Y⃗ ∈ Πν(ρ), є ненульовим многочленом
змiнних Y1, . . . , Yν з цiлими коефiцiєнтами. Нехай αs(k)Y

s1
1 . . . Y sν

ν , αs(k) ̸= 0, s = s(k), –
старший член стосовно лексикографiчного впорядкування доданкiв у (27). Позначимо
через ES

δ множину тих векторiв Y⃗ ∈ Cν , для яких нерiвнiсть, протилежна до нерiв-
ностi (17), виконується для нескiнченної кiлькостi k ∈ Zp, а через ES

δ (k, ρ), k ∈ Zp, —
множину тих векторiв Y⃗ ∈ Πν(ρ), для яких нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi (17),
виконується при фiксованому k ∈ Zp.

Тодi за лемою 1 для довiльного ρ > 0 при δ > γ2 виконуються спiввiдношення

mes CνES
δ (k, ρ) = 0, коли s = (0), (29)
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mes CνES
δ (k, ρ) ≤ C3(1 + |k|)−2δ/|s| ≤

≤ C3(1 + |k|)−2δ/(mM) = C3(1 + |k|)−p−ε2 , коли s ̸= (0).
(30)

де ε2 = 2(δ − γ2)/(mM) > 0. Iз формул (29), (30), леми Бореля–Кантеллi [16] випливає,
що mes Cν (ES

δ ∩ Πν(ρ))=0, ρ > 0, коли δ > γ2. Отже, mes CνES
δ = 0 при δ > γ2.

4. Деякi властивостi систем з класiв Hδ, Sδ

Для систем (1), якi справджують умови Hδ, Sδ, δ ∈ R, правильними є наступнi
твердження.

Лема 2. Якщо система (1) справджує умову Hδ, то для кожного r, 1 ≤ r ≤ n− 1, iснує
число K1, що для всiх k ∈ Zp, |k| > K1, знайдуться такi набори ω1 ∈ C(mn,mr), ω2 ∈
C(mn,mn−mr), ωj = ωj(k), j = 1, 2, що setω1∩ setω2 = ∅, setω1∪ setω2 = {1, . . . ,mn},
для яких нерiвнiсть

|hω1(k)hω2(k)| ≥ C4(1 + |k|)−γ3(δ), C4 > 0, (31)

виконується для всiх k ∈ Zp, |k| > K1, при γ3(δ) = δ + γmr(n− r).

Доведення. Розкриваючи визначник H(k), k ∈ Zp, за правилом Лапласа, дiстанемо, що

H(k) =
∑

ω∈C(mn,mr)

± hω(k)hσ(ω)(k)g
r
σ(ω)(k), k ∈ Zp, (32)

де σ(ω) ∈ C(mn,mn − mr) — набiр, що однозначно визначається за набором ω ∈
C(mn,mr) умовою setσ(ω)∩ setω = ∅; gσ(ω)(k) =

∏
j∈set σ(ω)

λj(k). За умовою леми систе-

ма (1) справджує умову Hδ, тому iснує таке число K2, що нерiвнiсть (16) виконується
для всiх k ∈ Zp, |k| > K2. Тодi з формули (32) випливає, що нерiвнiсть∑

ω∈C(mn,mr)

|hω(k)| · |hσ(ω)(k)| · |gσ(ω)(k)|r > (1 + |k|)−δ (33)

є правильною для всiх k ∈ Zp, |k| > K2. Сума в лiвiй частинi нерiвностi (33) мiстить
Cmr

mn доданкiв, отже, хоча б один з них є бiльшим вiд (1 + |k|)−δ/Cmr
mn. Таким чином,

для всiх k ∈ Zp, |k| > K2, знайдуться попарно неперетиннi набори ω1 ∈ C(mn,mr),
ω2 ∈ C(mn,mn−mr), ωj = ωj(k), j = 1, 2, для яких справджується нерiвнiсть

|hω1(k)| · |hω2(k)| · |gω2(k)|r >
(1 + |k|)−δ

Cmr
mn

, |k| > K2. (34)

З оцiнок (11) випливає, що для довiльного набору ω ∈ C(mn,mn − mr) виконується
нерiвнiсть |gω(k)| ≤ C5(1+ |k|)γm(n−r), а тому |gω2(k)|r ≤ C6(1+ |k|)γmr(n−r). Враховуючи
цю нерiвнiсть, з формули (34) дiстаємо твердження леми 2.
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Для набору ω = (i1, . . . , imn−mr) ∈ C(mn,mn−mr) покладемо:

Pω(λ, k) =
∏

σ∈C(mn,mn−mr),σ ̸=ω

(λ− Λω(k)) , k ∈ Zp, (35)

Зауважимо, що степiнь многочлена Pω(µ, k), ω ∈ C(mn,mn−mr), за змiнною µ дорiвнює
d = Cmn−mr

mn − 1.

Лема 3. Нехай система (1) справджує умову Sδ. Тодi для довiльного набору ω ∈
C(mn,mn−mr) iснує таке число K3, що нерiвнiсть

|Pω(Λω(k), k)| ≥ C7(1 + |k|)−γ4(δ), C7 > 0, (36)

виконується для всiх k ∈ Zp, |k| > K3, при

γ4(δ) =
1

2
(δ + γM(M − 1))− γd, d = Cmn−mr

mn − 1, M = Cm
mn(C

m
mn − 1).

Доведення. Iз оцiнок (11) випливає, що для довiльних наборiв σ, ω ∈ C(mn,mn −mr)

виконуються нерiвностi |Λσ(k)− Λω(k)| ≤ C8(1 + |k|γ). Враховуючи формули (14), (35),
дiстанемо

|S(k)| ≤ C9(1 + |k|)2γ(M(M−1)/2−d)|Pω(Λω(k), k)|2. (37)

Оскiльки система (1) справджує умову Sδ, то iснує таке число K4, що нерiвнiсть (17)
виконується для всiх k ∈ Zp, |k| > K3. Тодi з нерiвностi (37) дiстанемо, що для всiх
k ∈ Zp, |k| > K4, виконуються нерiвностi

|Pω(Λω(k), k)| > C
−1/2
9 (1 + |k|)−η, η = (δ + γM(M − 1))/2− γd. (38)

5. Умови розв’язностi задачi (1), (2)

Встановимо умови розв’язностi задачi (1), (2). Розв’язок задачi (1), (2) з простору
Cn([0, T ];W

m,γ

α,β ) шукаємо у виглядi векторного ряду Фур’є

u⃗(t, x) =
∑
|k|≥0

u⃗k(t) exp(ik, x). (39)

Кожна вектор-функцiя u⃗k(t), k ∈ Zp, є розв’язком двоточкової задачi

L

(
d

dt
, k

)
u⃗k(t) = 0⃗, (40)

u⃗
(j−1)
k (0) = φ⃗jk, j = 1, . . . , r, u⃗

(j−1)
k (t1) = φ⃗r+j,k, j = 1, . . . , n− r, (41)

де u⃗k(t) = col(u1k(t), . . . , umk (t)), φ⃗j,k = col(φ1
j,k, . . . , φ

m
j,k), k ∈ Zp, — коефiцiєнти Фур’є

вектор-функцiй u⃗(t, x), φ⃗j(x), j = 1, . . . , n, вiдповiдно. Нехай система (1) справджує
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умовуH. Тодi коренi рiвняння (8) є простими, а розв’язок задачi (40), (41) зображується
формулою

u⃗k(t) =
mn∑
q=1

Ck,q exp(λq(k) t)⃗hq(k), (42)

де сталi Ck,q, q = 1, . . . ,mn, є розв’язками системи лiнiйних рiвнянь
mn∑
q=1

Ck,qλ
j−1
q (k)hsq(k) = φs

jk, s = 1,m, j = 1, r,

mn∑
q=1

Ck,qλ
j−1
q (k) exp(λq(k)t1)h

s
q(k) = φs

r+j,k, s = 1,m, j = 1, n− r.
(43)

Через ∆(k), k ∈ Zp, позначимо визначник системи (43):

∆(k) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h11(k) . . . h1mn(k)

. . . . . . . . .

hm1 (k) . . . hmmn(k)

. . . . . . . . .

λr−1
1 (k)h11(k) . . . λr−1

mn (k)h
1
mn(k)

. . . . . . . . .

λr−1
1 (k)hm1 (k) . . . λr−1

mn (k)h
m
mn(k)

h11(k)e
λ1(k)t1 . . . h1mn(k)e

λmn(k)t1

. . . . . . . . .

hm1 (k)e
λ1(k)t1 . . . hmmn(k)e

λmn(k)t1

. . . . . . . . .

λn−r−1
1 (k)h11(k)e

λ1(k)t1 . . . λmn(k)
n−r−1h1mn(k)e

λmn(k)t1

. . . . . . . . .

λn−r−1
1 (k)hm1 (k)e

λ1(k)t1 . . . λmn(k)
n−r−1hmmn(k)e

λmn(k)t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (44)

Теорема 4. Якщо система (1) справджує умову H, то для єдиностi розв’язку задачi
(1), (2) у просторi Cn([0, T ];W

m,γ

α,β ) необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) ̸= 0. (45)

Доведення теореми проводиться за схемою доведення теореми 3.1 на с. 39 у [16].
Припустимо, що умова (45) виконується. Застосовуючи для знаходження невiдомих

Ck,q, q = 1, . . . ,mn, системи (43) правило Крамера, пiдставляючи знайденi для них ви-
рази у формулу (42), на пiдставi (39) для розв’язку задачi (1), (2) отримуємо формальне
зображення у виглядi ряду

u⃗(t, x) =
∑
|k|≥0

exp(ik, x)
mn∑

j,q=1

∆j,q(k)

∆(k)
exp(λq(k) t)⃗hq(k)ψj,k, (46)

де col(ψ1,k, . . . , ψmn,k) = col(φ1
1,k, . . . , φ

m
1,k;φ

1
2,k, . . . , φ

m
2,k; . . . ;φ

1
n,k, . . . , φ

m
n,k), а ∆j,q(k), j, q =

1, . . . ,mn, — алгебричне доповнення елемента, що стоїть на перетинi j-го рядка та q-
го стовпця визначника ∆(k). Збiжнiсть ряду (46) у просторах Cn([0, T ];W

m,γ

α,β ), взагалi
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кажучи, пов’язана з проблемою малих знаменникiв, оскiльки |∆(k)|, будучи вiдмiнним
вiд нуля, може набувати як завгодно малих значень для нескiнченної множини векторiв
k ∈ Zp.

Позначимо:
α1 = nγ +mn(m− 1)(nγ +N) +m(C2

r + C2
n−r),

β1 = mnM2T + (mn−mr)M3T,
(47)

де N, γ,M2,M3 — сталi з формул (3), (9), (10).

Теорема 5. Нехай система (1) справджує умову H, виконується умова (45), i нехай
iснує така стала δ ∈ R, що для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp справджується нерiвнiсть

|∆(k)| ≥ (1 + |k|)−δ exp (−(mn−mr)M3T |k|γ) . (48)

Якщо φ⃗j ∈ W
m,γ

α+α1+δ,β+β1
, j = 1, . . . , n, де сталi α1, β1 визначенi формулою (47), то в про-

сторi Cn([0, T ];W
m,γ

α,β ) iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2), який зображується рядом
(46) i неперервно залежить вiд вектор-функцiй φ⃗j, j = 1, . . . , n.

Доведення. Iз формул (3), (5), (7)–(12), (44) випливає, що для всiх k ∈ Zp виконуються
нерiвностi

∥h⃗j(k)∥ ≤ C10(1 + |k|)(m−1)(nγ+N), j = 1, . . . ,mn, (49)

|∆j,q(k)| · ∥ exp(λq(k)t);Cn[0, T ]∥ · ∥h⃗q(k)∥ ≤

≤ C11(1 + |k|)nγ+m(C2
r+C2

n−r) exp(mnM3T |k|γ)
mn∏
j=1

∥h⃗j(k)∥ ≤

≤ C12(1 + |k|)α1 exp(mnM3T |k|γ), j, q = 1, . . . ,mn.

(50)

З нерiвностей (48)–(50) та формули (42) отримаємо

∥u⃗k(t)∥Cn[0,T ] ≤ C13(1 + |k|)α1+δ exp (β1|k|γ)
n∑

j=1

∥φ⃗j,k∥.

Таким чином, для ряду (46) одержуємо оцiнки

∥∥u⃗(t, x);Cn([0, T ];W
m,γ

α,β )
∥∥ ≤ C14

n∑
j=1

∥∥φ⃗j(x);W
m,γ

α+α1+δ,β+β1

∥∥ . (51)

З нерiвностi (51) випливає твердження теореми.

Для випадку, коли система (1) є гiперболiчною, числа M2,M3 дорiвнюють нулевi. У
цьому випадку iз теореми 5 можна отримати твердження про розв’язнiсть задачi (1),
(2) у просторах вектор-функцiй зi степеневою поведiнкою вектор-коефiцiєнтiв Фур’є.
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6. Метричнi оцiнки знизу малих знаменникiв

З’ясуємо питання про можливiсть виконання нерiвностi (48) для систем (1), якi
справджують умови Hδ1 , Sδ2 .

Теорема 6. Нехай система (1) справджує умови Hδ1 , Sδ2 . Тодi для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в R) чисел t1 ∈ (0, T ] нерiвнiсть (48) виконується для всiх (крiм, можливо,
скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при δ > (p+ γ) d+γ3(δ1)+γ4(δ2), де сталi d, γ3(δ1),
γ4(δ2) визначенi в лемах 2, 3.

Доведення. Оскiльки система (1) справджує умову Hδ1 , то за лемою 2 iснують такi
набори ω1 ∈ C(mn,mr), ω2 ∈ C(mn,mn−mr), ωj = ωj(k), j = 1, 2, для яких виконується
нерiвнiсть (31) з показником γ3(δ1) у нiй. Нехай Pω2(λ, k) — многочлен, визначений
за набором ω2 формулою (35). Iз теореми Лапласа про розклад визначника ∆(k) за
мiнорами перших mr рядкiв випливає така рiвнiсть:

∆(k) =
∑

ω=(i1,...,imr),
ω∈C(mn,mr)

(−1)ρωhω(k)hσ(ω)(k) exp(Λσ(ω)(k)t1), (52)

де ρω = 1 + . . . + mr + i1 + . . . + imr, а набiр σ(ω) ∈ C(mn,mn − mr) однозначно
визначається за набором ω ∈ C(mn,mr) умовою setσ(ω)∩ setω = ∅. Iз формул (52), на
основi тверджень леми 2 та леми 3, отримуємо, що

|Pω2(d/dt1, k)∆(k)| = |hω1(k)||hω2(k)||Pω2(Λω2(k), k)| exp(ReΛω2(k)t1) ≥

≥ C15(1 + |k|)−γ3(δ1)−γ4(δ2) exp(−(mn−mr)M3T |k|γ), k ∈ Zp. (53)

Розглянемо множини E(k) = { t1 ∈ (0, T ] : |∆(k)| < ν(k)}, k ∈ Zp, де

ν(k) = (1 + |k|)−γ3(δ1)−γ4(δ2)−(p+γ)d−ε exp(−(mn−mr)M3|k|γ), ε > 0.

Iз формул (52), (53) на основi твердження допомiжної леми з [18] одержимо, що

mes RE(k) ≤ C16(1 + |k|)γ d

√
ν(k)(1 + |k|)γ3(δ1)+γ4(δ2)

exp(−(mn−mr)M3|k|γ)
≤ C17

(1 + |k|)p+ε/d
, k ∈ Zp, (54)

З нерiвностей (54) випливає збiжнiсть ряду
∑
|k|≥0

mesRE(k). Тодi за лемою Бореля–

Кантеллi [16, с. 13] отримуємо, що мiра Лебега в R множини тих чисел t1, якi належать
до нескiнченної кiлькостi множин E(k), k ∈ Zp, дорiвнює нулевi.

У наступних теоремах застосовано поняття фрактальної мiри та розмiрностi Гаус-
дорфа [6] для опису „масивностi“ множини тих чисел t1 ∈ (0, T ], для яких нерiвнiсть,
протилежна до нерiвностi (48), виконується для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp

при δ > (p+ γ) d+ γ3(δ1) + γ4(δ2). Зi зростанням δ множина чисел t1 ∈ (0, T ], для яких
нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi (48), виконується для нескiнченної кiлькостi ве-
кторiв k ∈ Zp, очевидно звужується; однак в термiнах мiри Лебега це не знаходить
вiдображення, оскiльки для рiзних δ̃, ˜̃δ таких, що

δ̃ > (p+ γ) d+ γ3(δ1) + γ4(δ2),
˜̃
δ > (p+ γ) d+ γ3(δ1) + γ4(δ2),

вiдповiднi множини мають нульову мiру Лебега.
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Теорема 7. Нехай система (1) справджує умови Hδ1 , Sδ2 . Тодi для майже всiх (стосовно
ρ-мiри Гаусдорфа, 0 < ρ ≤ 1) чисел t1 ∈ (0, T ] нерiвнiсть (48) виконується для всiх (крiм,
можливо, скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при δ > (p+γ)d

ρ
+ γ3(δ1) + γ4(δ2), де сталi

d, γ3(δ1), γ4(δ2) визначенi в лемах 2, 3.

Теорема 8. Нехай система (1) справджує умови Hδ1 , Sδ2 . Якщо δ > (p+γ)d
ρ

+ γ3(δ1) +

γ4(δ2), де сталi d, γ3(δ1), γ4(δ2) визначенi в лемах 2, 3, то розмiрнiсть Гаусдорфа множини
тих чисел t1 ∈ (0, T ], для яких нерiвнiсть, протилежна до нерiвностi (48), виконується
для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp, не перевищує (p+γ)d

δ−γ3(δ1)−γ4(δ2)
.

Доведення теорем 7, 8 проводиться iз використанням мiркувань, наведених при до-
веденнi теореми 6, а також схеми доведення теореми 5.2 у [15].
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We introduce the classes H,Hδ, Sδ of linear systems of partial differential equations. Some
symmetric polynomials in the roots of the characteristic equations of the systems for these
classes are nontrivial and its allow power estimates from below. Based on the metric approach
and theory of symmetric polynomials we show that almost all systems of partial differenti-
al equations with constants coefficients (with respect to the Lebesgue measure in the space
spanned by system coefficients) belong to the introduced classes.

The problem with two multiple nodes on the selected variable t and periodicity conditions
in other coordinates x1, . . . , xp for linear systems of partial differential equations belonging to
the described classes H,Hδ, Sδ is investigated. The conditions of solvability problem in the
spaces of smooth vector-functions with exponential behavior of Fourier vector-coefficients are
established. It is proved that estimates for small denominators provided the existence of the
solution of the problem are performed for almost all (respect to the Lebesgue measure and the
Hausdorff fractal measure) of the values of the second interpolation node for linear systems
from the classes H,Hδ, Sδ.


