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ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ

ЗАПIЗНЮВАЛЬНИМ АРГУМЕНТОМ ТА ФУНКЦИОНАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ДО ПОБУДОВИ МОДЕЛЕЙ ЗОРЯНИХ СИСТЕМ

Наводиться закон всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченної швидкостi гравiтацiї,
окремим випадком якого є закон всесвiтнього тяжiння ньютонiвської механiки, що збiга-
ється з наведеним законом у граничному випадку. За допомогою цього закону та другого
закону Ньютона будується математична модель руху системи довiльного числа матерi-
альних точок, зокрема, математична модель Сонячної системи зi скiнченною швидкiстю
гравiтацiї, що не збiгаються з вiдповiдною математичною моделлю класичної небесної
механiки. Математична модель Сонячної системи ньютонiвської небесної механiки є ок-
ремим випадком побудованої математичної моделi Сонячної системи i збiгається з нею в
граничному випадку. В основу побудови цих моделей покладено нелiнiйнi диференцiальнi
рiвняння iз запiзнювальним аргументом та нелiнiйнi функцiональнi рiвняння.

Також наведено дослiдження руху двох тiл однакової маси зi скiнченною швидкiстю
гравiтацiї. Показано, що рух цих тiл не здiйснюється за законами Кеплера. При дослiд-
женнi руху тiл суттєвим є використання нелiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзню-
вальним аргументом та закону про зростання секторної швидкостi вiдносного руху тiл,
спричинене скiнченною швидкiстю гравiтацiї.

Ключовi слова i фрази: Закон всесвiтнього тяжiння, закон всесвiтнього тяжiння зi
скiнченною швидкiстю гравiтацiї, математична модель Сонячної системи зi скiнченною
швидкiстю гравiтацiї, задача двух тiл зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї.
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Вступ

У статтi наводиться закон всесвiтнього тяжiння з урахуванням скiнченної швидкостi
гравiтацiї. За допомогою цього закону та другого закону Ньютона будується математич-
на модель руху системи довiльного числа матерiальних точок, зокрема, математична
модель Сонячної системи зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї, що не збiгається з вiд-
повiдною математичною моделлю класичної небесної механiки. В основу побудови цих
моделей покладено диференцiальнi рiвняння iз запiзнювальним аргументом та фун-
кцiональнi рiвняння. Також придiлено увагу задачi двох тiл однакової маси.
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1 Закон всесвiтнього тяжiння зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї

Розглянемо двi матерiальнi точки M1 i M2 з масами m1 i m2 вiдповiдно. Згiдно iз
законом всесвiтнього тяжiння та другим законом Ньютона цi точки здiйснюють рух у
просторi. Рух точок будемо розглядати по вiдношенню до прямокутної системи коорди-
нат x, y, z з початком координат у деякiй точцi O. Вважатимемо, що система координат
є iнерцiальною i на кожну точку дiє тiльки сила тяжiння, породжена iншою точкою.
Положення точок M1 i M2 в момент часу t визначається їх радiусами-векторами r⃗1(t) i
r⃗2(t).

Для дослiдження руху точок M1 i M2 потрiбно знати сили, з якими кожна з цих
точок притягую iншу.

Якби швидкiсть гравiтацiї була нескiнченною, як у теорiї Ньютона, то на пiдставi
закону всесвiтнього тяжiння в момент часу t точка M2 притягувала б точку M1 iз силою

F⃗2,1,∞(t) =
Gm1m2

|r⃗2(t)− r⃗1(t)|2
r⃗2,1(t), (1)

де
r⃗2,1(t) =

1

|r⃗2(t)− r⃗1(t)|
(r⃗2(t)− r⃗1(t)) −

орт вектора r⃗2(t) − r⃗1(t), G – гравiтацiйна стала i |r⃗2(t) − r⃗1(t)| – евклiдова довжина
вектора r⃗2(t)− r⃗1(t). Напрямок цiєї сили збiгається з напрямком вектора r⃗2,1(t) [1], [2].

Аналогiчно в момент часу t точка M1 притягувала б точку M2 iз силою

F⃗1,2,∞(t) =
Gm1m2

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|2
r⃗1,2(t),

де
r⃗1,2(t) =

1

|r⃗1(t)− r⃗2(t)|
(r⃗1(t)− r⃗2(t)).

У реальному свiтi швидкiсть гравiтацiї не може бути нескiнченною, як у класичнiй
механiцi. Це твердження угоджується зi спецiальною теорiєю вiдносностi Ейнштейна
[3, c. 26] та з дослiдженнями Копейкiна С. М. i Фомалонта Е. стосовно фундаменталь-
ної межi швидкостi гравiтацiї [4].

Пояснимо вплив запiзнювання гравiтацiйного поля на сили, з якими притягуються
розглянутi точки M1 i M2.

Завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї на точку M1 дiє iнша сила

F⃗2,1,c(t) =
Gm1m2

|r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t)|2
r⃗2,1(t, τ2,1(t)), (2)

де
r⃗2,1(t, τ2,1(t)) =

1

|r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t)|
(r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t)) −

орт вектора r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t), запiзнення гравiтацiї τ2,1(t) в (2) задовольняє спiввiд-
ношення

cτ2,1(t) = |r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t)| (3)
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i c – швидкiсть гравiтацiї.
Справдi, нехай точки M2 i M1 рухаються по кривим, частини яких зображенi на

рис. 1, зi швидкостями v⃗2(t) = ˙⃗r2(t) i v⃗1(t) = ˙⃗r1(t) i в момент часу t− τ2,1(t), де τ2,1(t)

задовольняє (3), знаходяться в точках M∗
2 i M∗

1 вiдповiдно. Промiжку часу [t− τ2,1(t), t]

вiдповiдають кривi
⌣

M∗
2M2 i

⌣

M∗
1M1, по яким рухаються точки M2 i M1. Цього промiжку

часу достатньо, щоб згiдно з (3) гравiтацiйне поле зi швидкiстю c поширилося з точки
M∗

2 в точку M1. Отже, в момент часу t на точку M1 дiє не сила (1), а сила (2).
Зазначимо, що притягувальною точкою для точки M1 в момент часу t є не точка

M2, а точка M∗
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Рис. 1. Розташування точок M1 i M2 в моменти часу t i t− τ2,1(t).

r⃗2(t)− r⃗1(t)

r⃗2(t− τ2,1(t))− r⃗1(t)
���

Аналогiчно, завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї на точку M2 дiє сила

F⃗1,2,c(t) =
Gm1m2

|r⃗1(t− τ1,2(t))− r⃗2(t)|3
r⃗1,2(t, τ1,2(t)), (4)

де
r⃗1,2(t, τ1,2(t)) =

1

|r⃗1(t− τ1,2(t))− r⃗2(t)|
(r⃗1(t− τ1,2(t))− r⃗2(t)),

i притягувальною точкою для точки M2 в момент часу t є не точка M1, а точка, що
визначається вектором r⃗1(t− τ1,2(t)).

Запiзнення гравiтацiї τ1,2(t) в (4) задовольняє спiввiдношення

cτ1,2(t) = |r⃗1(t− τ1,2(t))− r⃗2(t)|. (5)

Iснування функцiй τ2,1(t) i τ1,2(t), що задовольняють спiввiдношення (3) i (5), показа-
но в [5]. Завдяки теоремам про неявну функцiю [6, с. 449–453] цi функцiї є неперервними
i диференцiйовними.

Зазначимо, що сили F⃗2,1,c(t) i F⃗1,2,c(t) можуть вiдрiзнятися за величиною i не бути
колiнеарними. Також на пiдставi (3) i (5) для кожного моменту часу t

lim
c→+∞

F⃗2,1,c(t) = F⃗2,1,∞(t) i lim
c→+∞

F⃗1,2,c(t) = F⃗1,2,∞(t).

Отже, закон всесвiтнього тяжiння Ньютона вiдкриває шлях бiльш загальному за-
кону (див. (2)–(5)) i збiгається з ним у граничному випадку (при c = +∞).
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Зазначимо, що для використання формул (2) i (4) потрiбна iнформацiя про векторнi
функцiї r⃗1(t) i r⃗2(t) та скалярнi функцiї τ2,1(t) i τ1,2(t). Цi функцiї можна знаходити,
використовуючи другий закон Ньютона (див пп. 2–4).

2 Математична модель руху скiнченного числа матерiальних точок

Придiлимо увагу руху точок Mi, i = 0, n, з масами mi, i = 0, n, вiдповiдно, де n –
довiльне натуральне число. Рух цих точок будемо розглядати вiдносно прямокутної
системи координат x, y, z з початком координат у деякiй точцi O. Вважатимемо, що ця
система є iнерцiальною.

Рух точок Mi, i = 0, n, можна описати деякими векторними функцiями r⃗i(t), i = 0, n,
вiдповiдно.

Зафiксуємо довiльнi точки Mi i Mj, де i, j ∈ {0, 1, 2, . . . , n} i i ̸= j. Згiдно з п. 1 точка
Mj притягує точку Mi з силою

F⃗j,i,c(t) =
Gmjmi

|r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|2
r⃗j,i(t, τj,i(t)), (6)

де

r⃗j,i(t, τj,i(t)) =
1

|r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|
(r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)) −

орт вектора r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t) i запiзнення гравiтацiї τj,i(t) в (6) задовольняє спiввiд-
ношення

cτj,i(t) = |r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|. (7)

Уведемо в розгляд множини

Ni,n = {0, 1, 2, . . . , n} \ {i}, i = 0, n.

Використаємо силу
∑

j∈Ni,n

F⃗j,i,c(t), що дiє на точку Mi, породжену точками Mj, j ∈ Ni,n.

Згiдно з другим законом Ньютона для векторних функцiй r⃗i(t), i = 0, n, справджу-
ються спiввiдношення

mi
d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈Ni,n

F⃗j,i,c(t), i = 0, n. (8)

Звiдси та (6) i (7) випливає, що векторнi функцiї r⃗i(t), i = 0, n, є розв’язками наступної
системи диференцiальних рiвнянь iз вiдхилювальним аргументом та функцiональних
рiвнянь 

d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈Ni,n

Gmj

|r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|2
r⃗j,i(t, τj,i(t)), i = 0, n,

cτj,i(t) = |r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|, i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j.

(9)

Очевидно, що для кожного значення t

lim
c→+∞

τj,i(t) = 0, i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j,
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lim
c→+∞

F⃗j,i,c(t) = F⃗j,i,∞(t), i = 0, n, j = 0, n, i ̸= j.

Тому система (9) є узагальненням наступної класичної моделi руху точок Mi, i = 0, n,
d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈Ni,n

Gmj

|r⃗j(t)− r⃗i(t)|2
r⃗j,i(t),

i = 0, n,

(10)

де
r⃗j,i(t) =

1

|r⃗j(t)− r⃗i(t)|
(r⃗j(t)− r⃗i(t)),

що отримується з (9) при c = ∞.
Система (9) є системою (n + 1)2 векторних i скалярних рiвнянь. Ураховуючи, що

кожне векторне рiвняння (8) можна подати у виглядi системи трьох скалярних рiвнянь,
отримуємо, що система (9) рiвносильна системi (n+ 2)2 − 1 скалярних рiвнянь.

Система (10) є системою n + 1 векторних рiвнянь i, отже, є системою 3(n + 1) ска-
лярних рiвнянь.

При знаходженнi траєкторiй руху точок Mi, i = 0, n, потрiбно крiм системи рiвнянь
(9) використовувати також початковi або крайовi умови (див. [5], [7], [8]). Система (9)
разом iз цими умовами є математичною моделлю руху точок Mi, i = 0, n, з урахуванням
скiнченної швидкостi гравiтацiї.

Очевидно, що систему рiвнянь (9) з урахуванням початкових умов можна викорис-
товувати в якостi математичної моделi зоряної системи з n планетами з масами mi,
i = 1, n, що рухаються в силовому полi, породженому зiркою з масою m0.

3 Математична модель Сонячної системи

При n = 9 система (9) має вигляд
d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈Ni,9

Gmj

|r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|2
r⃗j,i(t, τj,i(t)), i = 0, 9,

cτj,i(t) = |r⃗j(t− τj,i(t))− r⃗i(t)|, i = 0, 9, j = 0, 9, i ̸= j.

(11)

Ця система описує рух планет Сонячної системи зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї,
якщо не враховувати вплив на неї астероїдiв, комет, супутникiв планет та iнших скла-
дових Сонячної системи. У системi (11) m0 – маса Сонця i mi – маса планети, що зна-
ходиться на орбiтi з номером i (наприклад, Земля знаходиться на орбiтi з номером 3).

Оскiльки система (11) враховує скiнченнiсть швидкостi гравiтацiї, то вона точнiше
описує рух планет Сонячної системи, нiж наступна система

d2r⃗i(t)

dt2
=

∑
j∈Ni,9

Gmj

|r⃗j(t)− r⃗i(t)|2
r⃗j,i(t),

i = 0, 9,

що розглядається в класичнiй небеснiй механiцi. Так, похибка ньютонiвської теорiї руху
планет земної групи за 10 рокiв складає близько 1000 км [9, с. 66].

Очевидно, що при використаннi системи рiвнянь (11) потрiбно також враховувати
для векторних функцiй r⃗i(t), i = 0, 1, початковi або крайовi умови.
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4 Про рух двох тiл однакової маси

Розглянемо задачу двох тiл зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї. У загальному випад-
ку ця задача дослiджувалась в [7], [10], де показано новi властивостi руху тiл. Наведемо
дослiдження руху двох тiл, якщо маси їх однаковi. У цьому випадку дослiдження руху
тiл суттєво спрощується. Покажемо, що на пiдставi скiнченної швидкостi гравiтацiї рух
цих тiл не може здiйснюватися за жодним iз законiв Кеплера.

4.1 Закони Кеплера

Рух тiл (зокрема, рух планет) у класичнiй небеснiй механiцi [11], [12] здiйснюється
за трьома законами Кеплера (1571–1630):

1. Всi планети рухаються по елiпсах, в одному з фокусiв яких (спiльному для всiх
планет) знаходиться Сонце.

2. Площi, що описуються радiусами-векторами планет, проведеними iз Сонця, зро-
стають пропорцiйно часу.

3. Квадрати перiодiв обертання планет навколо Сонця вiдносяться як куби вели-
ких пiвосей їх орбiт.

Цим законам в небеснiй механiцi зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї властивi не-
точностi.

4.2 Неможливiсть руху тiл за другим законом Кеплера при русi їх по
елiпсу

Розглянемо рух двох точок M1 i M2, маси m1 i m2 яких однаковi i збiгаються з m, з
урахуванням скiнченної швидкостi гравiтацiї.

Припустимо, що точки M1 i M2 рухаються по елiпсу i за другим законом Кеплера.
Тодi рух точки M1 вiдносно точки M2 є перiодичним.
Використаємо рiвняння руху точки M1 вiдносно точки M2.
Оскiльки на точки M1 i M2 дiють лише сили, породженi самими точками, i цi сили

рiвнi за величиною i протилежнi за напрямком, то прискорення ¨⃗r1(t) i ¨⃗r2(t) руху точок
мають аналогiчнi властивостi, тобто

¨⃗r1(t) + ¨⃗r2(t) ≡ 0

i, отже,
˙⃗r1(t) + ˙⃗r2(t) ≡ v⃗, (12)

де v⃗ – сталий вектор. Спiввiдношення (12) означає, що центр мас точок M1 i M2, що

визначається функцiєю
1

2
(r⃗1(t) + r⃗2(t)), рухається по прямiй зi сталою швидкiстю.

Не обмежуючи загальностi, можна вважати, що початок координат iнерцiальної си-
стеми координат збiгається з центром мас точок M1 i M2. Тодi (12) подається у виглядi

˙⃗r1(t) + ˙⃗r2(t) ≡ 0
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(v⃗ = 0) i, отже, швидкостi v⃗1(t) = ˙⃗r1(t) i v⃗2(t) = ˙⃗r2(t) руху точок M1 i M2 однаковi за
величиною i протилежнi за напрямком.

На пiдставi наведених мiркувань та припущень точки M1 i M2 розмiщенi на елiпсi
(з великою вiссю A1A2) симетрично вiдносно його центра O (див. рис. 2).

Згiдно з п. 1 притягувальнi точки M∗
1 i M∗

2 для точок M2 i M1 вiдповiдно в момент
часу t також розмiщенi на елiпсi симетрично вiдносно його центра O.

rA1 -r
A2

XO

M1

v⃗1(t)

M2

v⃗2(t)

M∗
1

M∗
2

ttJJJ]

J
JĴ

r φ(t)

6Yr

r
tt

Рис. 2. Розмiщення точок M1, M2, M∗
1 i M∗

2 .

Координати точок M1, M2, M∗
1 i M∗

2 в момент часу t визначаються векторами r⃗1(t),
r⃗2(t), r⃗1(t− τ1(t)) i r⃗2(t− τ2(t)) вiдповiдно, для яких

cτ1(t) = |r⃗1(t− τ1(t))− r⃗2(t)|, cτ2(t) = |r⃗2(t− τ2(t))− r⃗1(t)|

i згiдно з рис. 2 справджуються рiвностi∣∣∣−−−−→M1M
∗
2

∣∣∣ = ∣∣∣−−−−→M2M
∗
1

∣∣∣ = |r⃗1(t)− r⃗2(t− τ2(t))| = |r⃗2(t)− r⃗1(t− τ1(t))|. (13)

Тому запiзнювання τ1(t) i τ2(t) є однаковими (їх будемо позначати через τ(t)) i рух
точок M1 i M2 описується системою рiвнянь

¨⃗r1(t) =
Gm

|r⃗2(t− τ(t))− r⃗1(t)|3
(r⃗2(t− τ(t))− r⃗1(t)),

¨⃗r2(t) =
Gm

|r⃗1(t− τ(t))− r⃗2(t)|3
(r⃗1(t− τ(t))− r⃗2(t)).

(14)

Якщо використати функцiю d(t) =
∣∣∣−−−−→M1M

∗
2

∣∣∣ i зображення векторних функцiй r⃗1(t) i
r⃗2(t) за допомогою координат

r⃗1(t) = (x1(t), y1(t)), r⃗2(t) = (x2(t), y2(t)),

то систему рiвнянь (14) можна подати у виглядi

ẍ1(t) =
Gm

d3(t)
(x2(t− τ(t))− x1(t)),

ÿ1(t) =
Gm

d3(t)
(y2(t− τ(t))− y1(t)),

ẍ2(t) =
Gm

d3(t)
(x1(t− τ(t))− x2(t)),

ÿ2(t) =
Gm

d3(t)
(y1(t− τ(t))− y2(t)).

(15)
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Оскiльки на пiдставi обмежень на траєкторiї руху точок M1 i M2

r⃗1(t) ≡ −r⃗2(t), (16)

тобто x1(t) ≡ −x2(t) i y1(t) ≡ −y2(t), то дослiдження системи рiвнянь (15) зводиться до
дослiдження системи рiвнянь

ẍ1(t) = − Gm

d3(t)
(x1(t− τ(t)) + x1(t)),

ÿ1(t) = − Gm

d3(t)
(y1(t− τ(t)) + y1(t)).

(17)

Використаємо одну важливу властивiсть розв’язкiв цiєї системи.
Розглянемо векторнi функцiї

r⃗(t) = r⃗1(t)− r⃗2(t) = 2(x1(t), y1(t)), (18)

v⃗(t) = ˙⃗r(t) = 2(ẋ1(t), ẏ1(t))

i скалярну функцiю

vσ(t) = 2

∣∣∣∣x1(t) y1(t)

ẋ1(t) ẏ1(t)

∣∣∣∣ .
Зазначимо, що vσ(t) > 0 для всiх t > t0, оскiльки орiєнтацiї пар векторiв r⃗(t) i v⃗(t),

t > t0, є правими.
Очевидно, що завдяки (17) функцiя (18) є розв’язком рiвняння

¨⃗r(t) = − Gm

d3(t)
(r⃗(t) + r⃗(t− τ(t))),

де на пiдставi (13) i (16)

d(t) = |r⃗1(t) + r⃗1(t− τ(t))| = |r⃗2(t) + r⃗2(t− τ(t))|.

У випадку класичної небесної механiки функцiя vσ(t) є секторною швидкiстю точки
M1 вiдносно точки M2 i

vσ(t) ≡ c, (19)

де c – стала [11, с. 134].
Завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї секторна швидкiсть vσ(t) точки M1 вiд-

носно точки M2 не є сталою.
Справдi, з урахуванням (17)

1

2

dvσ(t)

dt
=

d

dt

∣∣∣∣x1(t) y1(t)

ẋ1(t) ẏ1(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1(t) y1(t)

ẍ1(t) ÿ1(t)

∣∣∣∣ =
= − Gm

d3(t)

∣∣∣∣ x1(t) y1(t)

x1(t− τ(t)) + x1(t) y1(t− τ(t)) + y1(t)

∣∣∣∣ = − Gm

d3(t)

∣∣∣∣ x1(t) y1(t)

x1(t− τ(t)) y1(t− τ(t))

∣∣∣∣ .
Iз цих рiвностей, зокрема, отримуємо тотожнiсть (19), коли τ(t) ≡ 0.
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Отже, на пiдставi попереднiх рiвностей

d

dt

∣∣∣∣x1(t) y1(t)

ẋ1(t) ẏ1(t)

∣∣∣∣ = Gm

d3(t)
∆(t) (20)

для всiх t > t0, де t0 – довiльний момент часу з промiжку, протягом якого здiйснюється
рух точок M1 i M2, де

∆(t) =

∣∣∣∣x1(t− τ(t)) y1(t− τ(t))

x1(t) y1(t)

∣∣∣∣ .
З’ясуємо геометричний змiст спiввiдношення (20).
Використаємо рис. 3, на якому зображенi вектори r⃗(t), v⃗(t) i r⃗(t − τ(t)) та частина

траєкторiї руху точки M1 вiдносно точки M2. Точка M3 на цьому рисунку є кiнцем
вектора v⃗(t).

tM∗
1

t
M1

M2 t

*

1

v⃗(t)






�








rM3

*

@
@ r⃗(t− τ(t))@

@
@
@ r⃗(t)

Рис. 3. До зростання секторної швидкостi.

Звiдси та геометричного змiсту визначника другого порядку випливає, що площа
SM1M2M3(t) трикутника M1M2M3 є строго зростаючою функцiєю, швидкiсть змiни цiєї
площi пропорцiйна площi SM1M2M∗

1
(t) трикутника M1M2M

∗
1 i

dSM1M2M3(t)

dt
=

Gm

d3(t)
SM1M2M∗

1
(t), t > t0.

Ця властивiсть розв’язкiв системи (17) вказує на зростання секторної швидкостi
руху точки M1 вiдносно точки M2 (закон про зростання секторної швидкостi).

Отриманий висновок (завдяки скiнченнiй швидкостi гравiтацiї) суперечить перiо-
дичностi руху точки M1 вiдносно точки M2 (на пiдставi припущення про виконання
для точок M1 i M2 другого закону Кеплера i того, що точки M1 i M2 рухаються по
елiпсу).

Отже, припущення, що точки M1 i M2 рухаються по елiпсу i за другим законом
Кеплера, є хибним.

Таким чином, рух точки M1 (згiдно з п. 1) здiйснюється не навколо точки M2, а
навколо притягувальної точки M∗

2 (не виконується перший закон Кеплера стосовно
притягувальної точки), i секторна швидкiсть руху точки M1 вiдносно точки M2 не є
сталою, а строго зростає (не виконується другий закон Кеплера).

Щоб показати, що не виконується третiй закон Кеплера, достатньо показати, що
траєкторiя руху точки M1 вiдносно точки M2 не є елiпсом. Тодi для точок M1 i M2 не
буде виконуватися i перший закон Кеплера не тiльки стосовно притягувальних точок,
а i стосовно траєкторiй їх руху.
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4.3 Неможливiсть руху одного тiла вiдносно другого тiла по елiпсу

Припустимо, що точки M1 i M2 рухаються по елiпсу згiдно з рис. 2.
З’ясуємо, як змiнюється секторна швидкiсть vσ(t).
За законом зростання цiєї швидкостi

lim
t→+∞

vσ(t) < +∞ (21)

або
lim

t→+∞
vσ(t) = +∞. (22)

Припустимо, що виконується спiввiдношення (21). Тодi завдяки (20)

lim
t→+∞

t+1∫
t

aσ(s) ds = 0, (23)

де

aσ(t) =
Gm

d3(t)
∆(t). (24)

Функцiя aσ(t) має такi властивостi:
1) aσ(t) > 0 для всiх t > t0, оскiльки орiєнтацiя векторiв r1(t− τ(t)) i r1(t) є правою

для кожного t > t0;

2) функцiї aσ(t) i
daσ(t)

dt
є обмеженими на [t0,+∞) завдяки (24) та того, що точки

M1, M2, M∗
1 i M∗

2 знаходяться на елiпсi (рис. 2) для всiх t > t0 i величини швидкостей
руху цих точок не можуть бути бiльшими швидкостi гравiтацiї c.

Iз цих властивостей функцiї aσ(t) та рiвностi (23) випливає, що lim
t→+∞

aσ(t) = 0.

Оскiльки 0 < 2a 6 d(t) 6 2b, t > t0, де a i b – довжини малої та великої пiвосей
елiпса (рис. 2), то на пiдставi (24)

lim
t→+∞

∆(t) = 0. (25)

Ураховуючи, що площа S(t) паралелограма, побудованого на r⃗1(t) i r⃗1(t − τ(t)), збiга-
ється зi значенням визначника ∆(t) i

S(t) = |r⃗1(t)| · |r⃗1(t− τ(t))| sinφ(t),

де φ(t) – кут мiж векторами r⃗1(t− τ(t)) i r⃗1(t) (див. рис. 2), отримуємо на пiдставi (25),
що

lim
t→+∞

φ(t) = 0.

Звiдси випливає, що для вiдстанi d(M1,M
∗
1 ) мiж точками M1 i M∗

1

lim
t→+∞

d(M1,M
∗
1 ) = 0,
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що неможливо, оскiльки завдяки зростанню секторної швидкостi точки M1 вiдносно
точки M2

inf
t>t0

|v(t)| > 0.

Отже, припущення, що виконується спiввiдношення (21), хибне.
Спiввiдношення (22) також не може виконуватися, оскiльки в протилежному випад-

ку на пiдставi руху точок M1 i M2 по елiпсу

lim
t→+∞

|v(t)| = +∞,

що неможливо.
Таким чином, припущення, що можливий рух точок M1 i M2 по елiпсу, є хибним.
Отже, рух двох тiл однакової маси в реальному просторi не задовольняє законам

Кеплера.

5 Додатковi зауваження та лiтературнi вказiвки

Закон всесвiтнього тяжiння зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї уведено в розгляд
автором для побудови математичних моделей руху тiл небесної механiки з урахуванням
скiнченної швидкостi гравiтацiї i вивчення їх властивостей (див. [5], [7] i [10]).

Математична модель Сонячної системи зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї, що роз-
глянута в п. 3, детально дослiджена в статтi [5]. У цiй статтi, зокрема, показано, що
планети Сонячної системи рухаються навколо притягувальних точок, що не збiгаються
з центром Сонця.

Розглянута в п. 4 задача двох тiл зi скiнченною швидкiстю гравiтацiї в загальному
випадку (m1 ̸= m2) детально дослiджена в статтi [7]. У [7] показано, що рух двох тiл
не здiйснюється за законами Кеплера. Показано, що для двох тiл множина обмеже-
них траєкторiй без зiткнення є порожньою. Тому або вiдбувається зiткнення двох тiл
або вiдстань мiж тiлами на нескiнченному промiжку часу не може бути обмеженою.
Також показано нестiйкiсть необмежених траєкторiй руху тiл. Аналогiчну властивiсть
для необмежених траєкторiй руху довiльного числа тiл встановлено в [13].

Дослiдження системи двох диференцiальних рiвнянь iз запiзнюваннями й обмеже-
ннями на запiзнювання та похiднi розв’язкiв, що описує рух двох тiл iз довiльними
масами i скiнченною швидкiстю гравiтацiї, наведено в [8].
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The law of universal gravitation is given, taking into account the finite speed of gravity, the
special case of which is the law of universal gravitation of Newtonian mechanics, which coincides
with the law in the limiting case. Using this law and Newton’s second law, a mathematical
model of the motion of a system of arbitrary numbers of material points is constructed, in
particular, a mathematical model of the solar system with a finite speed of gravity, which does
not coincide with the corresponding mathematical model of classical celestial mechanics. The
mathematical model of the solar system of Newtonian celestial mechanics is a special case of
the mathematical model of the solar system constructed and coincides with it in the extreme
case. The basis for the construction of these models is based on nonlinear differential equations
with a delayed argument and nonlinear functional equations.

Also studies of the motion of two bodies of the same mass with finite speed of gravity are
given. It is shown that the movement of these bodies is not carried out by Kepler’s laws. In
the study of the motion of bodies, it is essential to use nonlinear differential equations with a
delayed argument for the law on increasing the sectoral velocity of relative motion of bodies
caused by the finite speed of gravity.


