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СЛАБКОНЕЛIНIЙНI КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ СИСТЕМ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ. КРИТИЧНИЙ ВИПАДОК

ДРУГОГО ПОРЯДКУ.

This research is based on the general theory of effective methods of finding solutions was

developed of autors for weakly nonlinear systems of integrodifferential equations and boundary-

value problems for them in the critical case of the first order. The previously obtained state-

ments for a weakly nonlinear boundary-value problem define the conditions of solvability at

rankB0 = r, that is, a first-order critical case. In this paper we are interested in the question

of what to do when a sufficient condition is not fulfilled? After all, then the weak nonlinear

boundary-value problem is not solvable and in the proposed form the solution does not exist.

The answer to this question is that rankB0 < r, hence PB0
6= 0. Then a sufficient condition for

the solution of weakly nonlinear boundary-value problem in the critical case of the first order

cannot be applied.

In the given research paper by means of Moore-Penrose pseudoinverse matrices and con-

structive methods nonlinear systems analysis there were investigated conditions for the exis-

tence and there were suggested iterative algorithms of constructing solutions of boundary-value

problems for weakly nonlinear system of integrodifferential equations. The existence conditions

and the structure of solutions of the weakly nonlinear boundary value problem in the critical

case of the second order are obtained. It was shown that the existence of a solution depends

on the conditions obtained by means of nonlinearities and the second approximation to the

desired solution.

We seek the solution of this problem in the class of vector functions x = x(t, ε) such that

x(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0].
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Такi задачi моделюють багато фiзичних, технiчних, економiчних, соцiальних процесiв.
Їх розробка для аналiзу лiнiйних та нелiнiйних крайових задач для широкого класу
диференцiальних, iнтегральних, функцiонально-диференцiальних, iнтегро-диференцiа-
льних систем, систем i рiвнянь iз запiзненням та iмпульсом займає одне з центральних
мiсць в якiснiй теорiї диференцiальних рiвнянь. Дана робота присвячена дослiдженню,
власне, крайовим задачам для iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Структура дослiдже-
нь такого типу задач засобами теорiї ортопроекторiв та псевдообернених за Муром –
Пенроузом матриць, була побудована A.М. Самойленко, О.А. Бойчуком, В.П. Жура-
вльовим, С.А. Кривошеєю та I.А. Бондар [1, 2]. Зокрема, умови iснування розв’язкiв
слабконелiнiйних крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь дослi-
джувалися у роботi [2] (критичний випадок першого порядку) та був запропонований
iтерацiйнi алгоритми побудови розв’язкiв таких задач. Також цiкавий випадок розгля-
дався у роботi [3], коли у нерозв’язну слабконелiнiйну крайову задачу вводили iмпульс,
щоб звести її до розв’язної (при цьому iмпульси задавалися не по всiх копонентах
невiдомої n-вимiрної вектор-функцiї x(t) = col(x1(t), x2(t), ..., xki(t), ..., xn(t)), а лише по
ki). Логiчно при подальших дослiдженнях виникає питання розв’язностi слабконелiнiй-
ної крайової задачi у критичному випадку другого порядку. Вирiшення даної проблеми
дозволить доповнити теорiю крайових задач для систем iнтегро-диференцiальних рiв-
нянь.

1 Постановка задачi

Розглянемо слабконелiнiйну систему iнтегро-диференцiальних рiвнянь

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)]ds = f(t) + ε

b∫
a

K(t, s)Z(x(s, ε), s, ε)ds, (1)

`x(·) = α + εJ(x(·, ε), ε), α ∈ Rq, (2)

де будемо використовувати припущення i позначення з робiт [1]–[3]: A(t), B(t), Φ(t),
K(t, s) — (m×n), (m×n), (n×m), (n×n) — вимiрнi матрицi, компоненти яких належать
простору L2[a, b]; вектор-стовпчики матрицi Φ(t) — лiнiйно-незалежнi на [a, b], f(t) —
n-вимiрна вектор-функцiя з L2[a, b]; ` — обмежений лiнiйний векторний функцiонал
визначений в D2[a; b], ` = col(`1, `2, `3, .., `q) : D2[a; b]→ Rq; Z(x(t, ε), t, ε) — нелiнiйна по
першiй компонентi n-вимiрна вектор-функцiя, неперервно диференцiйовна по x в околi
породжуючого розв’язку, iнтегровна з квадратом по t i неперервна по ε: Z(·, t, ε) ∈
C1[‖x− x0‖ ≤ µ], Z(x(·, ε), ·, ε) ∈ L2[a, b], Z(x(t, ·), t, ·) ∈ C[0, ε0]; J(x(·, ε), ε) — нелiнiйнi
обмеженi, вiдповiдно, q-вимiрнi вектор-функцiонали, неперервно диференцiйовнi по x
у розумiннi Фреше i неперервнi по ε в околi породжуючого розв’язку.

Розв’язок крайової задачi (1), (2) визначений у наступному класi вектор-функцiй
x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0],
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i який при ε = 0 перетворюється в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi

ẋ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)x(s) +B(s)ẋ(s)

]
ds = f(t), (3)

`x(·) = α. (4)

Далi, розв’язок породжуючої крайової задачi (3), (4) — x(t, 0) = x0(t, c
0
r), будемо нази-

вати породжуючим розв’язком слабконелiнiйної крайової задачi (1), (2), де c0r ∈ Rr —
невiдомий вектор констант, який буде визначений нижче.

У роботi [2] були встановленi умови iснування та запропоновано алгоритм побудови
розв’язку x(t, ε) задачi (1), (2), який записується наступним чином:

x(t, ε) = x0(t, c
0
r) + y(t, ε), (5)

де y(t, ε) : y(·, ε) ∈ D2[a, b], ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0, який при ε = 0

перетворюється у нульовий розв’язок крайової задачi:

ẏ(t) − Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y(s) + B(s)ẏ(s)

]
ds = ε

b∫
a

K(t, s)Z
(
x0(s, c

0
r) + y(s, ε), s, ε

)
ds, (6)

`y(·) = εJ
(
x0(·, c0r) + y(·, ε), ε

)
. (7)

Використовуючи неперервну диференцiйовнiсть вектор-функцiї Z(x, t, ε) та диференцi-
йовнiсть за Фреше векторного функцiонала J(x(·, ε), ε) по перших компонентах в околi
точки ε = 0, видiляємо у вектор-функцiї Z(x0 + y, t, ε) i у векторному функцiоналi
J
(
x0(·, c0r) + y(·, ε), ε

)
лiнiйну частину по y i члени нульового порядку по ε. Тодi має

мiсце розклад

Z(x0 + y, t, ε) = Z(x0(t, c
0
r), t, 0) + A1(t)y(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε), (8)

J
(
x0(·, c0r) + y(·, ε), ε

)
= J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε), (9)

де Z(x0(t, c
0
r), t, 0) ∈ C[a, b], J(x0(·, c0r)) = J(x0(·, c0r), 0), A1(t) = A1(t, c

0
r) = ∂Z(x,t,0)

∂x

∣∣∣
x=x0(t,c0r)

∈

C[a, b], L1y(·, ε) — лiнiйна частина векторного функцiоналу J
(
x0(·, c0r)+y(·, ε), ε

)
. Лiнiй-

ний оператор L1 = J ′(x0) є похiдною Фреше [1] вiд векторного функцiонала J
(
x(·, ε), ε

)
в

точцi x = x0(t, c
0
r). Нелiнiйна вектор-функцiя R(y(t, ε), t, ε) належить до класу

C1(‖y‖ ≤ q), L2[a, b], C[0, ε0]. При цьому маємо

R(0, t, 0) = 0,
∂R(0, t, 0)

∂y
= 0, R1(0, 0) = 0,

∂R1(0, 0)

∂y
= 0.

Наведемо вiдому [2] необхiдну умову розв’язностi слабконелiнiйної крайової задачi для
систем iнтегро-диференцiальних рiвнянь
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Теорема 1 (Необхiдна умова.) Нехай слабконелiнiйна крайова задача (1), (2) має
розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C(0, ε0]

який перетворюється при ε = 0 у породжуючий розв’язок x0(t, cr) з константою
cr = c0r (r = m+ n− rankD − rankQ).

Тодi, необхiдно, щоб вектор констант c0r був дiйсним коренем системи рiвнянь

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)Z(x0(τ, c
0
r), τ, 0)dτ

]
ds = 0, (10)

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r), 0)− L

( ·∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(t)

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)dsdτ+

+B(t)

b∫
a

K(t, s)Z(x0(s, c
0
r), s, 0)ds

]
dt

)}
= 0, (11)

d1 = m− rankD, d2 = q − rankQ.

Достатня умова iснування розв’язку слабконелiнiйної крайової задачi (1), (2) суттєво
залежить вiд побудованої ((d1 + d2)× r)-вимiрної матрицi

B0 :=

 PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds

PQ∗
d2

{
L1Xr(·)− LF 1

0 (·)
}

 ,
яка визначає систему, для вiдшукання невiдомого вектора-констант c = cr ∈ Rr, а саме

B0c = g, (12)

де ((d1 + d2)× 1)-вимiрна вектор-функцiя

g :=

 −PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)− LF 2

0 (·, ε)
}
 ,
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h(t, ε) = ε

b∫
a

K(t, s)
[
Z(x0(s, c

0
r), s, 0) + A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds =

= ε
(
h1(t) + h2(t, ε)

)
,

h1(t) =

b∫
a

K(t, s)A1(s)Xr(s)ds, h2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)

]
ds,

F0(t, ε) = h̃(t, ε) + Ψ0(t)D
+b̃0(ε) = F 1

0 (t) + F 2
0 (t, ε),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s) +B(s)h1(s)

]
ds,

F 2
0 (t, ε) = h̃2(t, ε) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds,

h̃(t, ε) =

t∫
a

h(s, ε)ds, h̃1(t) =

t∫
a

h1(s)ds, h̃2(t, ε) =

t∫
a

h2(s, ε)ds,

PD та PD∗ , вiдповiдно, ((m+ n)× (m+ n)), (m×m) - вимiрнi матрицi - ортопроектори
на ядро та коядро матрицi D; PDr (PD∗

d1
)- матриця, що складається iз повної системи

r (d1) лiнiйно незалежних стовпцiв (рядкiв) матрицi (ортопроектора) PD (PD∗), матриця
D+ (Q+) є псевдообернена за Муром-Пенроузом до матрицi D (Q). PQ та PQ∗ , вiдпо-
вiдно, (r× r) та (q× q)- вимiрнi матрицi - ортопроектори на ядро та коядро матрицi Q.
Матриця PQr (PQ∗

d2
) складається з повної системи r (d2) лiнiйно незалежних стовпцiв

(рядкiв) матрицi PQ (PQ∗); Q = `Xr(·) — (q × r)-вимiрна матриця, побудована у [1];

D =
[
Im −

b∫
a

[
A(s)Ψ(s) + B(s)Φ(s)

]
ds,−

b∫
a

A(s)ds
]
—(m × (m + n))- вимiрна матриця,

f̃(t) =
t∫
a

f(s)ds, b̃ =
b∫
a

[
A(s)f̃(s) + B(s)f(s)

]
ds, F (t) = f̃(t) + Ψ0(t)D

+b̃; Im та In-

одиничнi матрицi вiдповiдних розмiрностей; Ψ0(t) = [Ψ(t), In], Ψ(t) =
t∫
a

Φ(s)ds, Ψ0(t),

Ψ(t) — (n× (m+ n)) та (n×m)- вимiрнi матрицi, вiдповiдно.
Тодi наведемо вiдому [2] достатню умову iснування розв’язку крайової задачi (1),

(2).
Теорема 2 (Достатня умова.) Припустимо, що виконуються всi вище наведенi

умови, i система рiвнянь (10), (11) має хоча б один дiйсний корiнь, породжуюча
крайова задача (3), (4) має r-параметричну (r = m + n − rankD − rankQ) сiм’ю
розв’язкiв. Тодi, якщо виконуються умови

PB∗
0
N = 0, PB0 = 0, (13)
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для всiх дiйсних значень вектора cr = c0r ∈ Rr, що задовольняє систему рiвнянь
(10), (11), то слабконелiнiйна крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0].

При ε = 0 цей розв’язок перетворюється у породжуючий розв’язок x0(t, c
0
r) i визна-

чається за допомогою спiввiдношення

xk(t, ε) = x0(t, c
0
r) + yk(t, ε) (k = 0, 1, 2, ...)

та збiжного iтерацiйного процесу

yk+1(t, ε) = Xr(t)ck + ȳk+1(t, ε),

ck = B+
0


−PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)h̃k2(s, ε) +B(s)hk2(s, ε)

]
ds

−PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1ȳk(·, ε)+

+R1(yk(·, ε), ε)− LF 2
k (·, ε)

}

 , (14)

ȳk+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0r)) + L1yk(·, ε)+

+R1(yk(·, ε), ε)− LFk(·, ε)
}

+ Fk(t, ε).

У теоремi ((d1 × d2)× (m+ n))-вимiрна матриця N :=

[
PD∗

d1
(0)d1×m

(0)d2×n PQ∗
d2

]
,

Fk(t, ε) = h̃k(t, ε) + Ψ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)h̃k(s, ε) +B(s)hk(s, ε)

]
ds = F 1

0 (t) + F 2
k (t),

F 1
0 (t) = h̃1(t) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃1(s, c) +B(s)h1(s, c)

]
ds,

F 2
k (t, ε) = h̃k2(t, ε) + Ψ0(t)D

+

b∫
a

[
A(s)h̃k2(s, ε) +B(s)hk2(s, ε)

]
ds,

hk(t, ε) = ε
(
h1(t, c) + hk2(t, ε)

)
, h̃k(t, ε) =

t∫
a

hk(s, ε)ds,

hk2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)ȳk−1(s, ε) +R(yk−1(s, ε), s, ε)

]
ds, h̃k2(t, ε) =

t∫
a

hk2(s, ε)ds;
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(0)d1×m, (0)d2×n — нуль-матрицi вiдповiдних розмiрностей, PB∗
0
— ((d1 + d2)× (d1 + d2))-

вимiрна матриця (ортопроектор), що проектує простiр Rd1+d2 у нуль-простiр N(B∗0).

Запишемо ((d1 + d2)× 1)-вимiрну вектор-функцiю g як

g := Nḡ,

((m+ n)× 1)-вимiрна вектор-функцiя

ḡ :=

 −
b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

−
{
J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ·, ε)− `F 2

0 (·, ε)
}
 .

Тодi, якщо виконуються умови (13), то крайова задача (6), (7) має єдиний розв’язок

y(t, ε) = Xr(t)c+ y1(t, ε),

c = B+
0 g, (15)

y1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) + R1(y(·, ε), ε) − `F0(·, ε)

}
+ F0(t, ε),

де c0r ∈ Rr задовольняє систему рiвнянь для породжуючих векторних констант (10),
(11).

Вище наведенi твердження задають умови розв’язностi слабконелiнiйної крайової
задачi (1), (2) при rankB0 = r, тобто має мiсце критичний випадок першого порядку.
У данiй роботi нас цiкавить питання, що робити, коли достатня умова не виконується?

2 Основний результат

Припустимо, що rankB0 < r, тобто PB0 6= 0. Тодi достатню умову iснування розв’яз-
ку, слабконелiнiйної крайової задачi (1), (2) у критичному випадку першого порядку,
не можна застосувати.

Розглянемо задачу (1), (2) у тому випадку, який згiдно [1] будемо називати кри-
тичним випадком другого порядку. Вiн характерний тим, що вiдповiдь на питання
про iснування розв’язку вихiдної слабконелiнiйної крайової задачi дає пiсля аналiзу
крайової задачi вiдносно y(t, ε), яка дозволяє знайти друге наближення, а саме

ẏ(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y(s) +B(s)ẏ(s)

]
ds = p(t, ε), (16)

`y(·) = ε
{
J(x0(·, c0r)) + L1y(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)

}
, (17)

де p(t, ε) := ε
b∫
a

K(t, s)Z
(
x0(s, c

0
r) + y(s, ε), s, ε

)
ds.
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Далi буде показано, що iснування розв’язку вихiдної крайової задачi (1), (2) залежить
вiд умов, отриманих за допомогою нелiнiйностi i першого наближення до розв’язку
задачi (16), (17).

Нехай, як i у попередньому випадку, PQ 6= 0⇔ rankQ = n2 < r1, але, на вiдмiну вiд
попереднього, PB0 6= 0⇔ rankB0 < r.

Для спрощення записiв припустимо, що у розкладах (8), (9) вектор-функцiї
R(·, t, ε) ∈ C1[y], R(y, ·, ε) ∈ C[t], R(y, t, ·) ∈ C[ε], R1(y(·, ε), ε) ∈ C1[y],

R1(y, ·) ∈ C[ε], такi, що виконуються умови

R(0, t, 0) = 0, ∂R(0, t, ε)/∂y = 0,

R1(0, 0) = 0, ∂R1(0, ε)/∂y = 0.

Друге рiвняння системи (15) буде розв’язним тодi та тiльки тодi, коли виконується
умова

PB∗
0
g = 0 (18)

i при цьому матиме розв’язок у виглядi прямої суми

c = c(0) + c(1), (19)

де
c(0) = B+

0 g = (Ir − PB0)c
(0) ∈ Rr 	N(B0), (20)

c(1) — довiльна r-вимiрна константа iз N(B0) :

c(1) = PB0c = PB0c
(1) ∈ N(B0). (21)

Враховуючи представлення (19) iз третього рiвняння операторної системи (15) от-
римаємо наступний вираз:

y(1)(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+L1{Xr(·)}PB0c

(1) + y(2)(t, ε), (22)

де вектор-функцiя y(2)(t, ε) має представлення

y(2)(t, ε) := εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0r)) + L1

(
Xr(·)(Ir − PB0)c

(0)+

(εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1) + y(2)(·, ε))
)
+

R1(y(·, ε), ε)− `F0(·, ε)
}

+ F0(t, ε). (23)

Врахувавши запис (22) iз умов розв’язностi (18) другого рiвняння (15) приходимо до
алгебраїчної системи для визначення c(1) ∈ N(B0) :

PB∗
0

 PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1y

(1)(·, ε) +R1(y(·, ε), ε)− `F 2
0 (·, ε)

}
 = 0,
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PB∗
0


PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds

PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1[εΨ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0c
(1)+

+y(2)(s, ε)] +R1(y(·, ε), ε)− `F 2
0 (·, ε)

}

 = 0,

h2(t, ε) =

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y

(1)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
ds =

= ε

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)Ψ0(s)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dsc(1)+

+

b∫
a

K(t, s)
[
A1(s)y

(2)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
ds,

h̃2(t, ε) = ε

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)
[
A1(s)Ψ0(s)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dsdτc(1)+

+

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)
[
A1(s)y

(2)(s, ε) +R(y(s, ε), s, ε)
]
dsdτ

PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)h̃2(s, ε) +B(s)h2(s, ε)

]
ds =

= εB1c
(1) + PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dt
]
ds,

де (d1 × r)-вимiрна матриця B1 має вигляд

B1 := PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)
[
A1(t)Ψ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, t)
[
A1(t)Ψ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

]
dt
]
ds,
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PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1[εΨ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0c
(1) + y(2)(s, ε)] +R1(y(·, ε), ε)−

− `F 2
0 (·, ε)

}
= εB2c

(1) + PQ∗
d2

{
J(x0(·, c0r)) + L1(y

(2)(·, ε)) +R1(y(·, ε), ε)− `F 2
0 (·, ε)

}
де B2 := PQ∗

d2
L1

{
Ψ0(·)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0

}
— (d2 × r)-вимiрна матриця.

Отримаємо алгебраїчну систему вiдносно невiдомого вектора-констант c(1) :

εB3c
(1) = −PB∗

0
g1, (24)

тут g1 — ((d1 + d2)× 1)-вимiрний векторний функцiонал

g1 := N



b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dtdτ+

+B(s)
b∫
a

K(s, t)
[
A1(t)y

(2)(t, ε) +R(y(t, ε), t, ε)
]
dt
]
ds

{
J(x0(·, c0r)) + L1(y

(2)(·, ε)) +R1(y(·, ε), ε)− `F 2
0 (·, ε)

}


,

а B3 — ((d1 + d2)× r)-вимiрна матриця

B3 := PB∗
0

 B1

B2

 , (25)

матриця N побудована вище. Позначимо через PB3 — (r × r)-вимiрну матрицю (орто-
проектор), що проектує r-вимiрний евклiдовий простiр Rr на нуль-простiр N(B3) ((d1 +

d2) × r)-вимiрної матрицi B3, а через PB∗
3
— ((d1 + d2) × (d1 + d2))-вимiрну матрицю

(ортопроектор), що проектує (d1 + d2)-вимiрний простiр Rd1+d2 на нуль-простiр N(B∗3)

(r × (d1 + d2))-вимiрної матрицi B∗3 . Тодi необхiдна та достатня умова розв’язностi
системи (24) матиме вигляд:

PB∗
3
PB∗

0
g1 = 0. (26)

При цiй умовi система (24) розв’язна вiдносно εc(1) ∈ N(B3) :

εc(1) = −B+
3 PB∗

0
g1 + c(2), (27)

де c(2) —довiльний вектор-констант iз N(B0) ∩ N(B3), c
(2) = PB3c

(1) = PB3PB0c
(1) ∈

N(B0) ∩N(B3).

Припустимо, що перетин нуль-просторiв N(B0) та N(B3) нульовий, тодi (24) має
єдиний розв’язок (c(2) = 0).

Достатньою умовою виконання рiвностi (26) є вимога

PB∗
3
PB∗

0
N = 0. (28)

Таким чином, при умовах

PB0 6= 0, PB0PB3 = 0, PB∗
3
PB∗

0
N = 0, (29)
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вiд системи (15) приходимо до наступної операторної системи

y(t, ε) = Xr(t)(Ir − PB0)c
(0) + εΨ0(t)PDr1

Q+L1{Xr(·)}PB0c
(1) + y(2)(t, ε),

c(0) = B+
0 g, εc(1) = −B+

3 PB∗
0
g1 + c(2), (30)

y(2)(t, ε) = εΨ0(t)PDr1
Q+
{
J(x0(·, c0r)) + L1

(
Xr(·)(Ir − PB0)c

(0)+

(εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1) + y(2)(·, ε))
)

+R1(y(·, ε), ε)− `F0(·, ε)
}

+ F0(t, ε).

У випадку PB0 6= 0 операторна система (15) не належить класу систем, для розв’язання
яких можна застосувати метод простих iтерацiй. Видiляючи додаткову змiнну, система
(15) при умовi (18) зводиться (регуляризується) до вигляду (30). При цьому r-вимiрна
векторна константа розкладається у пряму суму двох величин, якi по-рiзному визна-
чаються, i вимiрнiсть операторної системи (15) пiдвищується на r = dimN(Q). Це дає
можливiсть за умов (29) замiсть (2n+ r)-вимiрної операторної системи (15) розглядати
2(n + r)-вимiрну операторну систему (30), для розв’язання якої можна застосовувати
збiжний медот простих iтерацiй.

Iтерацiйний алгоритм. По аналогiї з [3], за допомогою метода простих iтерацiй
для операторної системи (30) побудуємо iтерацiйний процес для вiдшукання розв’язку
y(t, ε) : y(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], y(t, 0) = 0, крайової задачi
(16), (17). Перше наближення y(2)1 (t, ε) до y(2)(t, ε) покладемо:

y
(2)
1 (t, ε) = Ψ0(t)PDr1

Q+(δ1(ε)− LF1(·, ε)) + F1(t, ε), (31)

де δ1(ε) = εJ
(
x0(·, c0r), 0

)
, F1(t, ε) = p̃1(t, ε) + Ψ0(t)D

+b̃1(ε),

p̃1(t, ε) =
t∫
a

p1(s, ε)ds, b̃1(ε) =
b∫
a

[
A(s)p̃1(s, ε) +B(s)p1(s, ε)

]
ds,

p1(t, ε) = ε
b∫
a

K(t, s)Z
(
x0(s, c

0
r), s, 0

)
ds.

Вектор-функцiя y(2)1 (t, ε) це розв’язок крайової задачi

ẏ1(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y1(s) +B(s)ẏ1(s)

]
ds = p1(t, ε), (32)

`y1(·) = δ1(ε). (33)

Такий розв’язок iснує в силу вибору c0r ∈ Rr iз системи рiвнянь для породжуючих
констант [2].

Перше наближення y1(t, ε) до шуканого розв’язку y(t, ε) крайової задачi (16), (17)
рахуємо рiвним y

(2)
1 (t, ε) : y1(t, ε) = y

(2)
1 (t, ε).

Друге наближення y(2)2 (t, ε) до y(2)(t, ε) є розв’язком крайової задачi

ẏ2(t)− Φ(t)

b∫
a

[
A(s)y2(s) +B(s)ẏ2(s)

]
ds = p2(t, ε), (34)
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`y2(·) = δ2(ε), (35)

де

p2(t, ε) := ε

b∫
a

K(t, s)
[
Z
(
x0(s, c

∗
r), s, 0

)
+ A1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+

+R(y
(2)
1 (s, ε), s, ε)

]
ds,

δ2(ε) := ε
{
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+R1(y

(2)
1 (s, ε), ε)

}
i яка згiдно теореми 1 є розв’язною тодi та тiльки тодi, коли виконуються наступнi
умови

PD∗
d1
b̃2 = 0, PQ∗

d2
(δ2 − `F2(·)) = 0, (36)

де p̃2(t, ε) =
t∫
a

p2(s, ε)ds, b̃2 =
b∫
a

[
A(s)p̃2(s, ε)+B(s)p2(s, ε)

]
ds, F2(t) = p̃2(t, ε)+Ψ0(t)D

+b̃2.

Пiдставивши цi значення в умови (36), отримаємо

PD∗
d1
b̃2 = PD∗

d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

p2(τ, ε)dτ +B(s)p2(s, ε)
]
ds =

= εPD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir−PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε)+R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+ A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 + A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds = 0,
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PQ∗
d2

(δ2 − `F2(·)) =

= PQ∗
d2

(
ε
{
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+R1(y

(2)
1 (s, ε), ε)

}
−

− `(p̃2(·, ε) + Ψ0(·)D+b̃2)
)

=

= εPQ∗
d2

({
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
1 + y

(2)
1 (s, ε)

)
+R1(y

(2)
1 (s, ε), ε)

}
−

− `(
s∫

a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1Xr(τ)(Ir − PB0)c

(0)
1 + A1y

(2)
1 (τ, ε)+

+R(y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1Xr(τ)(Ir−PB0)c
(0)
1 +A1y

(2)
1 (τ, ε)+R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+B(s)

b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+ A1Xr(τ)(Ir − PB0)c
(0)
1 + A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds)
)

= 0

отримаємо алгербаїчну систему для визначення c(0)1 ∈ Rr

B0c
(0)
1 = g2, (37)

де ((d1 + d2)× r)-вимiрна матриця B0 має вигляд

B0 :=



PD∗
d1

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)A1Xr(τ)(Ir − PB0)dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)A1Xr(τ)(Ir − PB0)dτ
]
ds

PQ∗
d2

({
L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)

)}
− `(

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
A1Xr(τ)(Ir − PB0)

]
dτdt+

+Ψ0(·)D+
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
A1Xr(τ)(Ir − PB0)

]
dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)
[
A1Xr(τ)(Ir − PB0)

]
dτ
]
ds)
)



,
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((d1 + d2)× 1)-вимiрний вектор-стовпчик

g2 := N



−
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds

{
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
y
(2)
1 (s, ε)

)
+R1(y

(2)
1 (s, ε), ε)

}
−

−`(
s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
1 (τ, ε)+

+R(y
(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1y
(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
1 (τ, ε) +R(y

(2)
1 (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds)



Iснування розв’язку y(2)2 (t, ε) = y(2)(t, ε) крайової задачi (34), (35) забезпечується вибором
векторної константи c(0)1 ∈ Rr iз умови розв’язностi даної задачi

PB∗
0
g2 = 0, (38)

але враховуючи вигляд вектор-функцiї g2 ∈ Rd1+d2 , умову (38) досить складно перевiрити,
тому для iснування розв’язку c(0)1 системи (37) достатньо, щоб виконувалася умова

PB∗
0
N = 0. (39)

Тодi система (37) буде мати розв’язок c
(0)
1 = B+

0 g2, що є першим наближенням до
c(0) ∈ Rr. Розв’язок y

(2)
2 (t, ε) крайової задачi (34), (35) визначається наступним чином

y
(2)
2 (t, ε) = Ψ0(t)PDr1

PQrc
(0)
1 + Ψ0(t)PDr1

Q+(δ2(·)− `F2(·)) +F2(t). Тодi друге наближення
y(2)(t, ε) до розв’язку крайової задачi (16), (17) матиме вигляд

y(2)(t, ε) = Xr(t)
(
Ir − PB0

)
c
(0)
1 + y

(2)
2 (t, ε). (40)

З операторної системи (30) для визначення розв’язку y(t, ε) крайової задачi (6), (7)
отримаємо наступний iтерацiйний процес:

εc
(1)
k−1 = −B+

3 PB∗
0
gk+1, (41)

c
(0)
k = B+

0 gk+1,
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y
(2)
k+1(t, ε) = εΨ0(t)PDr1

Q+

(
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (s, ε)

)
+R1(y

(2)
k (s, ε), ε)

)
+

+ ε

t∫
a

b∫
a

K(τ, s)

[
Z
(
x0(s, c

∗
r), s, 0

)
+ A1

(
Xr(s)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (s, ε)

)
+R(y

(2)
k (s, ε), s, ε)

]
dsdτ+

+ εΨ0(t)D
+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(τ, t)

[
Z
(
x0(t, c

∗
r), t, 0

)
+ A1

(
Xr(t)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (t, ε)

)
+R(y

(2)
k (t, ε), s, ε)

]
dtdτ+

+B(s)

b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(s, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1

(
Xr(τ)(Ir − PB0)c

(0)
k +

+ εΨ0(t)PDr1
Q+L1Xr(·)PB0c

(1)
k−1 + y

(2)
k (τ, ε)

)
+R(y

(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτ

]
ds,

yk+1(t, ε) = Ψ0(t)PDr1
PQrc

(0)
k + Ψ0(t)PDr1

PQrc
(1)
k−1 + y

(2)
k+1(t, ε),

k = 0, 1, 2, ..., y0(t, ε) = y
(2)
0 (t, ε) = 0,

((d1 + d2)× 1) — вимiрний вектор-стовпчик

gk+2 := N



−
b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
k (τ, ε) +R(y

(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
k (τ, ε) +R(y

(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds

{
J(x0(s, c

∗
r), 0) + L1

(
y
(2)
k (s, ε)

)
+R1(y

(2)
k (s, ε), ε)

}
−

−`(
s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
k (τ, ε)+

+R(y
(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+ Ψ0(·)D+

b∫
a

[
A(s)

s∫
a

b∫
a

K(t, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+

+A1y
(2)
k (τ, ε) +R(y

(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτdt+

+B(s)
b∫
a

K(s, τ)
[
Z
(
x0(τ, c

∗
r), τ, 0

)
+ A1y

(2)
k (τ, ε) +R(y

(2)
k (τ, ε), τ, ε)

]
dτ
]
ds)



Збiжнiсть iтерацiйного процесу (41) доводиться методом мажоруючих рiвнянь Ляпунова.
Для встановлення факту iснування розв’язку слабконелiнiйної крайової задачi для
iнтегро-диференцiальних систем рiвнянь (1), (2) достатньо встановити умови її зведення
до операторної (30). Таким чином справедливе наступне твердження.
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Теорема 3. Нехай слабконелiнiйна крайова задача для системи iнтегро-диференцiальних
рiвнянь (1), (2) задовольняє вказанi вище умови так, що має мiсце критичний випадок
(rankQ = n2 ≤ r1) i вiдповiдна породжуюча крайова задача (3), (4) при умовах

PD∗
d1
b̃ = 0, PQ∗

d2
(α− `F (·)) = 0 (d1 = m− rankD, d2 = q − rankQ),

i лише при них має r-параметричну сiм’ю породжуючих розв’язкiв

x(t, cr) = Ψ0(t)PDr1
PQrcr + Ψ0(t)PDr1

Q+(α− `F (·)) + F (t), ∀cr ∈ Rr.

Нехай також
PB0 6= 0, PB0PB3 = 0. (42)

Тодi для кожного значення вектора cr = c∗r ∈ Rr, (r = r1−rankQ, r1 = m+n−rankD, )

що задовольняє систему рiвнянь для породжуючих констант, при виконаннi умови

PB∗
3
PB∗

0
N = 0,

має єдиний розв’язок y = y(t, ε) :

y(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẏ(·, ε) ∈ L2[a, b], y(t, ·) ∈ C[0, ε0], ε ∈ [0, ε0],

який при ε = 0 перетворюється в нуль. Цей розв’язок можна знайти за допомогою
збiжного на [0, ε0] iтерацiйного процесу (41). Крайова задача (1), (2) має при цьому
єдиний розв’язок x = x(t, ε) :

x(·, ε) ∈ D2([a, b]), ẋ(·, ε) ∈ L2[a, b], x(t, ·) ∈ C[0, ε0], ε ∈ [0, ε0],

який перетворюється у породжуючий x0(t, c0r).Цей розв’язок визначається за допомогою
iтерацiйного процесу (41) i формули

xk(t, ε) = x0(t, c
0
r) + yk(t, ε), k = 0, 1, 2, ....
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Встановлено умови iснування та структуру розв’язкiв слабконелiнiйної крайової за-
дачi у критичному випадку другого порядку. За допомогою теорiї ортопроекторiв та
псевдообернених за Муром – Пенроузом матриць дослiджено достатню умову iснування
розв’язкiв таких задач, запропоновано iтерацiйний алгоритм їх побудови. Показано, що
iснування розв’язку вихiдної крайової задачi залежить вiд умов, отриманих за допомогою
нелiнiйностi i другого наближення до шуканого розв’язку.


