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СЛАБКI R-ПРОСТОРИ I РIВНОМIРНА ГРАНИЦЯ

ПОСЛIДОВНОСТЕЙ ФУНКЦIЙ ПЕРШОГО КЛАСУ БЕРА

Вводиться клас слабких R-просторiв, який включає в себе опуклi пiдмножини нор-
мованих просторiв, i доводиться, що рiвномiрна границя f послiдовностi fn : X → Y

функцiй першого класу Бера мiж топологiчним простором X i слабким R-простором Y ,
також належить до першого класу Бера.
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1 Вступ

Нехай X та Y – топологiчнi простори. Функцiя f : X → Y називається B1-функцiєю,
або функцiєю першого класу Бера, якщо iснує послiдовнiсть (fn)

∞
n=1 неперервних фун-

кцiй fn : X → Y , така, що
lim
n→∞

fn(x) = f(x)

для кожного x ∈ X. Сукупнiсть всiх функцiй першого класу Бера мiж просторами X

та Y позначатимемо через B1(X, Y ).
Добре вiдомо, що рiвномiрна границя послiдовностi дiйснозначних неперервних фун-

кцiй, визначених на довiльному топологiчному просторi, також є неперервною функцi-
єю, а рiвномiрна границя f : X → R послiдовностi функцiй fn : X → R першого класу
Бера залишається функцiєю першого класу Бера [4]. Втiм, не завжди рiвномiрна збi-
жнiсть гарантує збереження тих чи iнших властивостей дограничних функцiй. Так, в
[3] був наведений приклад множини Y ⊆ R2 i послiдовностi функцiй fn : [0, 1] → Y пер-
шого класу Бера, яка рiвномiрно збiгається на вiдрiзку [0,1] до функцiї f : [0, 1] → Y ,
що не належить до першого класу Бера.

Отже, актуальним є наступне питання.
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Питання 1. Нехай X – топологiчний простiр. Для яких метричних просторiв Y клас
B1(X,Y ) замкнений вiдносно рiвномiрних границь?

Виявилося, що сприятливими в дослiдженнi цього питання є так званi R-простори,
введенi в [2]. Наведемо означення R-простору.

Означення 1. Метричний простiр (X, d) називається R-простором, якщо для довiль-
ного ε > 0 iснує неперервна функцiя Rε : X ×X → X, така, що

1) якщо d(x, y) ≤ ε, то Rε(x, y) = x,

2) d(Rε(x, y), y) ≤ ε,

для довiльних елементiв x, y ∈ X.

Нескладно переконатися в тому, що довiльна опукла пiдмножина Y нормованого
простору (X, ∥ · ∥) є R-простором, де вiдображення rε визначається так:

rε(x, y) =

{
y + (ε/∥x− y∥) · (x− y), ∥x− y∥ > ε,

x, iнакше.

При дослiдженнi питання 1 були отриманi такi два результати (див. [2] та [3]).

Теорема 1. Нехай X – топологiчний простiр, Y – метричний простiр. Якщо

а) Y – R-простiр, або

б) Y – лiнiйно зв’язний i локально зв’язний простiр,

то клас B1(X,Y ) замкнений вiдносно рiвномiрних границь.

Отже, в свiтлi вищезгаданої теореми природно поставити задачу про вивчення зв’яз-
кiв мiж R-просторами та лiнiйно зв’язними i локально зв’язними просторами.

Результати цiєї статтi доповiдалися другим спiвавтором на Мiжнароднiй Лiтнiй
Школi ”Analysis, Topology and Applications” [1].

2 Одиничне коло є R-простором

В цьому пунктi ми доведемо, що одиничне коло на площинi є R-простором.
Позначимо

S = {z ∈ C : |z| = 1}.

Лема 1. Функцiя f : S× S → S, яка задається формулою

f(z, w) =

{
z, якщо Re w

z
≥ 0,

−w2z, якщо Re w
z
< 0,

неперервна за сукупнiстю змiнних.
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Доведення. Покладемо
g(z, w) = z, h(z, w) = −w2z.

Оскiльки g(z, w) неперервна на вiдкритiй множинi

G1 = {(z, w) ∈ S× S : Re
w

z
> 0},

а функцiя h(z, w) неперервна на вiдкритiй множинi

G2 = {(z, w) ∈ S× S : Re
w

z
< 0},

то для неперервностi функцiї f(z, w) потрiбно перевiрити рiвнiсть g(z, w) = h(z, w),
якщо Rew

z
= 0.

Отже, нехай числа z i w такi, що z, w ∈ S i Rew
z
= 0. Тодi Argw

z
= ±π

2
= Arg(±i).

Врахувавши, що |w
z
| = 1 та | ± i| = 1, ми отримаємо, що w

z
= ±i. Звiдси випливає, що

w = iz або w = −iz. Тодi

h(z, w) = −w2z = −(±iz)2z = −i2z2z =

= z2z = |z|z = z = g(z, w).

Таким чином, функцiя f(z, w) неперервна на S× S.

Позначимо
A(z, w) = arg z − argw.

Лема 2. Функцiя gε(z, w) : S → S, яка задається формулою:

gε(z, w) =


z, якщо |A(z, w)| ≤ ε,

cos(argw + ε
|A(z,w)|(A(z, w)))+

+i sin(argw + ε
|A(z,w)|(A(z, w))), якщо |A(z, w)| > ε,

неперервна за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Позначимо
h1(z, w) = z,

h2(z, w) = cos(argw + ε
|A(z,w)|(A(z, w))) + i sin(argw + ε

|A(z,w)|(A(z, w))).

Цi функцiї є неперервними на множинах

G1 = (z, w) ∈ S× S : |A(z, w)| ≤ ε,

G2 = (z, w) ∈ S× S : |A(z, w)| > ε

вiдповiдно. Тому для неперервностi функцiї gε(z, w) досить перевiрити чи h1(z, w) =

h2(z, w) при |A(z, w)| = ε.
При |A(z, w)| = ε функцiя h2(z, w) набуває вигляду h2(z, w) = cos(arg z)+sin(arg z) =

z = h1(z, w), що i доводить лему.
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Теорема 2. Коло S є R-простором, на якому для ε > 0 функцiя Rε(z, w) задається
наступним чином:

Rε(z, w) = gε(f(z, w), w).

Доведення. Функцiя Rε(z, w) є неперервною як композицiя неперервних функцiй gε(z, w)

i f(z, w), що доведено у попереднiх двох лемах.
Перевiримо умови на функцiю Rε(z, w) з означення R-простору.
Зафiксуємо 0 < ε < π

2
.

Крок. Якщо |A(z, w)| ≤ ε, то Rε(z, w) = z.
Доведення. Справдi, з того, що |A(z, w)| ≤ ε випливає, що d(z, w) ≤ ε, тодi Rew

z
≥ 0,

тодi f(z, w) = z, а з того, що |A(z, w)| ≤ ε випливає, що gε(z, w) = z, тобто Rε(z, w) = z.
Якщо |A(z, w)| > ε, то отримаємо два випадки.
I) ε < d(z, w) < π

2
. Тодi з того, що d(z, w) < π

2
випливає f(z, w) = z, а з того, що

d(z, w) > ε випливає, що

d(Rε(z, w) = gε(f(z, w), w) = gε(z, w) = cos(argw +
ε

|A(z, w)|
A(z, w))+

+i sin(argw +
ε

|A(z, w)|
A(z, w)).

Покажемо, що d(Rε(z, w), w) < ε. Зауважимо, що

d(Rε(z, w), w) =
√

(Re(gε(z, w))−Re(w))2 + (Im(gε(z, w))− Im(w))2

i позначимо
A = Re(gε(z, w))−Re(w), B = Im(gε(z, w))− Im(w).

|A| = | cos(argw +
ε

|A(z, w)|
A(z, w))− cos(argw)| =

= |2 sin( εA(z, w)

2|A(z, w)|
) sin(argw +

εA(z, w)

2|A(z, w)|
)|.

Крiм того, покладемо

α =
εA(z, w)

2|A(z, w)|
,

β = argw +
εA(z, w)

2|A(z, w)|
.

Тодi A2 = (−2 sinα sin β)2, B2 = (2 sinα cos β)2,

d(Rε(z, w), w) =
√
A2 +B2 =

=
√
(−2 sinα sin β)2 + (2 sinα cos β)2 =

√
4 sin2 α sin2 β + 4 sin2 α cos2 β =

=
√
4 sin2 α <

√
4
ε2(A(z, w))2

4|A(z, w)|2
=

√
ε2 = ε.

Отже, d(Rε(z, w), w) < ε.
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II) d(z, w) > π
2
. Тодi Re z

w
< 0, а функцiя f(z, w) набуває вигляду

f(z, w) = −w2z.

З означення функцiї f(z, w) = −w2z знаємо, що вона вiдображає точку z симетрично
вiдносно дiаметра спряженого до точки w, тобто Re−w2z

w
≥ ε i ми отримуємо знову

два випадки аналогiчнi до 1) i 2I), де пiд аргументом z у функцiї Rε(z, w) розумiємо
−w2z.

3 Слабкi R-простори

Якщо ми захочемо перевiрити, чи є iншi замкненi кривi на площинi R-просторами,
то одразу виявляється, що нi, навiть, якщо вони гомеоморфнi до одиничного кола.
Вiзьмемо, до прикладу, елiпс

E = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2

4
= 1}

з метрикою d, iндукованою з R2. Припустимо, що E є R-простором. Тодi для ε = 2 iснує
така неперервна функцiя R : E × E → E, така, що

1) якщо d(u, v) ≤ 2, то R(u, v) = u,

2) d(R(u, v), v) ≤ 2,

для довiльних елементiв u, v ∈ E. Зафiксуємо точку v0 = (1, 0) ∈ E i розглянемо
неперервну функцiю однiєї змiнної r : E → E,

r(u) = R(u, v0)

для всiх u ∈ E. Позначимо

B = {u ∈ E : d(u, v0) ≤ 2}

i зауважимо, що множина B не зв’язна, бо мiстить iзольовану точку {(−1, 0)}. З вла-
стивостi 1) випливає, що r(u) = u для всiх u ∈ B. А з другої властивостi маємо, що
d(r(u), v0) = d(R(u, v0), v0) ≤ 2 для всiх u ∈ E, звiдки маємо, що r(E) = B. Таким чи-
ном, незв’язна множина B є неперервним образом зв’язної множини E, що призводить
до суперечностi [5, c.518].

Щоб уникнути такої неузгодженостi, ми ввели послаблене поняття R-простору i
довели для нього теорему про рiвномiрну границю B1-функцiй.

Означення 2. Метричний простiр (X, d) називається слабким R-простором, якщо
iснують послiдовнiсть (εn)

∞
n=1 додатних чисел та послiдовнiсть (Rn)

∞
n=1 функцiй Rn :

X ×X → X, такi, що

1) якщо d(x, y) ≤ εn, то Rn(x, y) = x,

2) d(Rn(x, y), y) ≤ εn,
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3)
∞∑
n=1

εn < +∞

для довiльних x, y ∈ X.

Теорема 3. Якщо (Y, d) – слабкий R-простiр, то рiвномiрна границя f послiдовностi
функцiй fn ∈ B1(X, Y ), n ∈ N, також належить до B1(X,Y ).

Доведення. Нехай (εn)
∞
n=1 – послiдовнiсть додатних чисел, а (Rn)

∞
n=1 – послiдовнiсть

вiдображень Rn : Y 2 → Y з означення слабкого R-простору.
З того, що ряд

∑∞
n=1 εn збiжний випливає, що εn → 0 при n → ∞. Позначимо n1 = 1 i

виберемо номер n2 > n1, такий, що εn2 <
εn1

3
. Далi, виберемо натуральне число n3 > n2,

таке, що εn3 <
εn2

3
. Продовжуючи цей процес до нескiнченностi, ми отримаємо строго

зростаючу послiдовнiсть номерiв n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < . . . , таку, що

εnk+1
<

εnk

3
(1)

для всiх k ∈ N. Покладемо
δk = εnk

i Tk = Rnk

для кожного k ∈ N.
Оскiльки fk ⇒ f на просторi X, то, видiляючи при необхiдностi пiдпослiдовнiсть,

будемо вважати, що
d(fk(x), fk+1(x)) ≤ δk+1

для всiх x ∈ X та k ∈ N.
Оскiльки кожна функцiя fk : X → Y належить до першого класу Бера, то виберемо

для кожного k ∈ N таку послiдовнiсть (gk,m)
∞
m=1 неперервних функцiй gk,m : X → Y , що

lim
m→∞

gk,m(x) = fk(x)

для всiх x ∈ X.
Покладемо для всiх x ∈ X i m ∈ N

φ1,m(x) = g1,m(x),

φk,m(x) = Tk−1(gk,m(x), φk−1,m(x)), k > 1

Тодi кожне вiдображення φk,m : X → Y неперервне як композицiя неперервних вiдобра-
жень. З умови 2) означення слабкого R-простору маємо, що

d(φk+1,m(x), φk,m(x)) ≤ δk (2)

для всiх k,m ∈ N та x ∈ X.
Покажемо, що кожного x ∈ X i для кожного k ∈ N iснує таке натуральне число mk,

що
φk,m(x) = gk,m(x)

для всiх m ≥ mk.
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Зафiксуємо x ∈ X. При k = 1 твердження, очевидно, вiрне для m1 = 1. Припустимо,
що для деякого k > 1 iснують такi номери m1, . . . ,mk−1, що φi,m(x) = gi,m(x) при m ≥ mi

для всiх 1 ≤ i < k. Зокрема,
φk−1,m(x) = gk−1,m(x)

для кожного m ≥ mk−1.
Оскiльки limm→∞ gk,m(x) = fk(x), а limm→∞ gk−1,m(x) = fk−1(x), то iснує натуральне

число m0, таке, що

d(gk,m(x), fk(x)) ≤ δk+1 i d(gk−1,m(x), fk−1(x)) ≤ δk+1

для кожного m ≥ m0. Покладемо mk = max{m0,mk−1}. Тодi для всiх m ≥ mk будемо
мати, що

d(gk,m(x), φk−1,m(x)) = d(gk,m(x), gk−1,m(x)) ≤
≤ d(gk,m(x), fk(x)) + d(fk(x), fk−1(x)) + d(fk−1(x), gk−1,m(x)) ≤

≤ δk+1 + δk + δk+1 = 2δk+1 + δk.

З нерiвностi (1) та визначення чисел δk випливає, що

2δk+1 + δk < 3δk < δk−1.

Таким чином,
d(gk,m(x), φk−1,m(x)) < δk−1

для всiх m ≥ mk. Тодi з умови 1) означення слабкого R-простору випливає, що

φk,m(x) = Tk−1(gk,m(x), φk−1,m(x)) = gk,m(x)

для всiх m ≥ mk.
Звiдси негайно отримуємо, що

lim
m→∞

φk,m(x) = fk(x)

для всiх k ∈ N.
Тепер доведемо, що

lim
m→∞

φm,m(x) = f(x)

для кожного x ∈ X.
Зафiксуємо ε > 0 та x ∈ X. Користуючись збiжнiстю ряду

∑∞
k=1 δk та рiвнiстю

limk→∞ fk(x) = f(x), виберемо такий номер k0, що
∞∑

k=k0

δk <
ε

3
i d(fk0(x), f(x)) <

ε

3
. (3)

Оскiльки lim
m→∞

φk0,m(x) = fk0(x), то iснує m0 > k0, таке, що для всiх m ≥ m0 виконується
нерiвнiсть

d(φk0,m(x), fk0(x)) <
ε

3
. (4)
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Тодi при m ≥ m0 маємо

d(φm,m(x), f(x)) ≤ d(φm,m(x), φm−1,m(x)) + d(φm−1,m(x), φm−2,m(x)) + · · ·+
+d(φk0+1,m(x), φk0,m(x)) + d(φk0,m(x), fk0(x)) + d(fk0(x), f(x)).

Використаємо нерiвностi (2), (3), (4) i отримаємо, що

d(φm,m(x), f(x)) < δm−1 + δm−2 + · · ·+ δk0 +
ε

3
+

ε

3
<

<
∞∑

k=k0

δk +
2ε

3
<

ε

3
+

2ε

3
= ε

для всiх m ≥ m0.
Отже, f ∈ B1(X,Y ).

Зауваження 1. Довiльний елiпс

X = {(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+

y2

b2
= 1},

надiлений метрикою d, iндукованою з R2, є слабким R-простором. Справдi, позначи-
мо δ = 1

2
min{a, b} i розглянемо послiдовнiсть εn = δ

2n
. Тодi побудову вiдображення

Rn : X2 → X з потрiбними властивостями з означення слабкого R-простору можна
здiйснити цiлком аналогiчно до побудови, описаної в теоремi 2.
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A function f : X → Y between topological spaces X and Y is called a Baire-one function,
if there exists a sequence of continuous functions fn : X → Y such that limn→∞ fn(x) = f(x)

for every x ∈ X. We denote the collection of all Baire-one functions between X and Y by
B1(X,Y ). It is know that the class B1(R,R) is closed under uniform limits. Moreover, Karlova
and Mykhaylyuk proved in 2006 that the class B1(X,Y ) is closed under uniform limits if X is a
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topological space and Y is metrizable path-connected and locally path-connected space. From
the other hand, it was shown by Karlova and Mykhaylyuk that there exist a path-connected (but
not locally path-connected) subset Y ⊆ R2 and a sequence of Baire-one functions fn : [0, 1] → Y

which tends uniformly to a function f : [0, 1] → Y such that f does not belong to the first
Baire class.

Therefore, it is actual to study spaces Y for which the class B1(X,Y ) is closed under
uniform limits. The notion of an R-space was introduced by Karlova, who proved that if Y is
an R-space, then B1(X,Y ) is closed under uniform limits for an arbitrary topological space X.
Unfortunately, the definition of an R-space is rather strong in order to include many curves on
the plane. For example, a unit circle is an R-space, but an ellipse is not. Consequently, we need
to find a weaker condition on the space Y under which Y remains favorable for the question
on uniform limits of Baire-one functions.

We introduce a class of weak R-spaces which includes convex subsets of normed spaces and
some other curves than a circle on the plane, and prove that the uniform limit f of a sequence
of Baire-one functions fn : X → Y between a topological spaces X and a weak R-space Y

belongs to the first Baire class.


