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Турчина Н. I.

ПРО ВЕКТОР-ФУНКЦIЇ ҐРIНА ПIВПРОСТОРОВИХ ЗАДАЧ ДIРIХЛЕ

ТА НЕЙМАНА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

З ОСОБЛИВОСТЯМИ I ВИРОДЖЕННЯМИ

Розглядаються задачi Дiрiхле та Неймана в пiвпросторi за x для двох параболiчних
рiвнянь другого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами i виродженнями при t = 0. Побу-
довано та дослiджено властивостi вектор-функцiї Ґрiна цих задач.
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Вступ

У теорiї випадкових процесiв i статистичнiй радiотехнiцi [1, 9, 10] виникають парабо-
лiчнi рiвняння другого порядку, в яких коефiцiєнти при похiдних першого порядку
за просто-ровими змiнними є лiнiйними функцiями цих змiнних, а iншi коефiцiєнти є
сталими. Цi рiвняння є рiвняннями Фоккера–Планка–Колмогорова нормальних марко-
вських процесiв [10] (с. 177–179). Серед таких рiвнянь є рiвняння

(Lu)(t, x) := ∂tu(t, x)−
n∑

j,l=1

ajl∂xj
∂xl
u(t, x)−

n−1∑
j=1

aj∂xj
u(t, x)− a0u(t, x)−

−b
n∑

j=1

∂xj
(xju(t, x)) = f(t, x), t > 0, x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn, (1)

в якому ajl, aj, a0 i b – заданi дiйснi числа, причому b ̸= 0, а матриця A0 := (ajl)
n
j,l=1 симе-

трична та додатно визначена. Зауважимо, що iснує обернена мариця A−1
0 := (ajl)nj,l=1. У
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працi [3] для рiвняння (1) наведено результати дослiдження фундаменталь-ного розв’яз-
ку задачi Кошi (ФРЗК), коректної розв’язностi та iнтегрального зображен-ня розв’язкiв
задачi Кошi. При цьому отримано таку явну формулу для ФРЗК:

Z(t, x, ξ) = (4πq(t))−n/2(detA0)
−1/2 exp{(a0 + nb)t−

− 1

4q(t)

n∑
j,l=1

ajl(Xj(t)− ξj)(Xl(t)− ξl)}, t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, (2)

де Xj(t) := x̄j(t) + ajp(t), j ∈ {1, . . . , n− 1}, Xn(t) := x̄n(t), x̄j(t) := ebtxj, j ∈ {1, . . . , n},
p(t) := 1

b
(ebt − 1), q(t) := 1

2b
(e2bt − 1), t > 0.

У статтi [11] для частинного випадку рiвняння (1), коли ajl = a2δjl, де δjl – сим-
вол Кронекера, побудовано вектор-функцiї Ґрiна (ВФҐ) пiвпросторових задач Дiрiхле
i Неймана та дослiджено властивостi елементiв ВФҐ. У працi [6] цi результати застосо-
вуються до повного описання деяких класiв розв’язкiв розглянутих в [11] задач у при-
пущеннi, що рiвняння i крайовi умови однорiднi.

Дана стаття присвячена узагальненню результатiв з [11] на загальне рiвняння (1).
Крiм того, отримуються аналогiчнi результати для рiвняння з виродженнями на почат-
ковiй гiперплощинi вигляду

(L0u)(t, x) := ∂tu(t, x)− α(t)

( n∑
j,l=1

ajl∂xj
∂xl
u(t, x) +

n−1∑
j=1

aj∂xj
u(t, x)+

+b
n∑

j=1

∂xj
(xju(t, x))

)
− a0β(t)u(t, x) = f(t, x), t ∈ (0, T ], x ∈ Rn, (3)

де ajl, aj, a0 i b – такi самi сталi, що й в рiвняннi (1), T – задана додатна стала, α –
неперервна на [0, T ] функцiя така, що α(0) = 0, α(t) > 0 для t > 0, функцiя β : (0, T ] → R
неперервна i |β(t)| → ∞ при t→ 0.

Особливiстю рiвнянь (1) i (3) є те, що в них коефiцiєнти при похiдних першого
порядку за просторовими змiнними необмежено зростають при |x| → ∞, а рiвняння
(3), крiм того, мiстить ще виродження при t = 0.

1 Постановка задач i допомiжнi вiдомостi

Користуватимемося такими позначеннями: Zn
+ – сукупнiсть усiх n-вимiрних муль-

тиiндексiв k := (k1, . . . , kn); |k| := k1+ · · ·+ kn, якщо k ∈ Zn
+; x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x′ :=

(x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1, x0 := (x′, 0), де, як звичайно, Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдовий
простiр, n – задане натуральне число; Rn

+ := {x ∈ Rn|xn > 0}, Rn
0 := {x ∈ Rn|xn = 0},

ΠH := {(t, x) ∈ Rn+1|t ∈ H, x ∈ Rn}, Π′
H := {(t, x′) ∈ Rn|t ∈ H, x′ ∈ Rn−1}, якщо

H ⊂ R1; ∂kx := ∂k1x1
. . . ∂knxn

, ∂k′x′ := ∂k1x1
. . . ∂kn−1

xn−1
, якщо k ∈ Zn

+, k
′ ∈ Zn−1

+ , x ∈ Rn i x′ ∈ Rn−1,

де ∂ly := ∂l

∂yl
, l – натуральне число, y ∈ R1; A(t, τ) :=

t∫
τ

α(γ)dγ, B(t, τ) :=
t∫
τ

β(γ)dγ;

a⃗ := (a1, . . . , an−1); X(t) := (X1(t), . . . , Xn(t)), x̄(t) := (x̄1(t), . . . , x̄n(t)).
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Нехай Ω – область в Rn з межею S, ν⃗(y) – орт зовнiшньої стосовно Ω нормалi до S у
точцi y ∈ S, νj(y), j ∈ {1, . . . , n}, – координати вектора ν⃗(y). Як вiдомо (див., наприклад,
[8] (с. 15–16)), конормаллю для рiвняння (1), коефiцiєнти групи старших членiв якого
утворюють матрицю A0, у точцi y ∈ S називається вектор

ν⃗A0(y) :=

( n∑
j=1

aj1νj(y), . . . ,
n∑

j=1

ajnνj(y)

)
, (4)

а конормальною похiдною у точцi y ∈ S вiд функцiї u(t, x), t > 0, x ∈ Ω, називається
функцiя

∂ν⃗A0
(y)u(t, x) :=

n∑
j,l=1

ajlνj(y)∂xl
u(t, x), t > 0, x ∈ Ω. (5)

Якщо Ω = Rn
+, то S = Rn

0 i для будь-якого y ∈ Rn
0 νj(y) = 0, j ∈ {1, . . . , n−1}, νn(y) =

−1. Тодi формули (4) i (5) набудуть вiдповiдно вигляду

ν⃗A0(y) = (−an1, . . . ,−ann), y ∈ Rn
0 , (6)

i

∂ν⃗A0
(y)u(t, x) := −

n∑
l=1

anl∂xl
u(t, x), t > 0, x ∈ Rn

+, y ∈ Rn
0 . (7)

Нехай L – диференцiальний вираз з (1), а L∗ – вiдповiдний йому спряжений вираз,
тобто вираз

(L∗v)(τ, ξ) := −∂τv(τ, ξ)−
n∑

j,l=1

ajl∂ξj∂ξlv(τ, ξ) +
n−1∑
j=1

aj∂ξjv(τ, ξ)− a0v(τ, ξ)+

+b
n∑

j=1

ξj∂ξjv(τ, ξ). (8)

Правильною є така дивергентна рiвнiсть:

(vLu− uL∗v)(τ, ξ) = ∂τ (uv)(τ, ξ)−
n∑

j=1

∂ξj

n∑
l=1

ajl(v∂ξlu− u∂ξjv)(τ, ξ)−

−
n−1∑
j=1

∂ξj(ajuv)(τ, ξ)− b

n∑
j=1

∂ξj(ξjuv)(τ, ξ). (9)

Зiнтегрувавши рiвнiсть (9) за τ ∈ (t1, t2), t1 < t2 i за ξ ∈ Rn
+, для пiдходящих функцiй u

i v отримаємо формулу Грiна–Остроградського

t2∫
t1

dτ

∫
Rn
+

(vLu− uL∗v)(τ, ξ)dξ =

∫
Rn
+

(uv)|τ=t2
τ=t1dξ−

−
t2∫

t1

dτ

∫
Rn
0

(v∂ν⃗A0
u− u∂ν⃗A0

v)(τ, ξ0)dξ0, (10)
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де ν⃗A0 визначається рiвнiстю (6) i не залежить вiд ξ0 := (ξ′, 0), а dξ0 = dξ′.
Для рiвнянь (1) i (3) розглядатимемо вiдповiдно такi задачi:

(Lu)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+
(0,T ],

(B(l)u)(t, x)|xn=0 = g(t, x′), (t, x′) ∈ Π′
(0,T ],

u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn
+,

(11l)

i 
(L0u)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π+

(0,T ],

(B(l)u)(t, x)|xn=0 = g(t, x′), (t, x′) ∈ Π′
(0,T ],

(u(t, x) exp{a0B(T, t)})|t=0 = φ(x), x ∈ Rn
+,

(12l)

де l ∈ {1, 2}, B(1) = 1 (умова Дiрiхле), B(2) = ∂ν⃗A0
(умова Неймана), початкова умова в

задачах (12l) зводиться до звичайної умови, якщо iнтеграл B(T, 0) збiгається.
Для побудови ВФҐ цих задач використовується ФРЗК для рiвнянь (1) i (3). Як

зазначено у вступi, ФРЗК Z для рiвняння (1) має вигляд (2). У статтi [3] установлено,
що функцiя Z має властивiсть нормальностi, тобто функцiя Z(t − τ, x, ξ), в якiй τ, ξ

– основнi, а t, x – параметричнi змiннi, є ФРЗК для рiвняння (8); для похiдних вiд Z

справджуються оцiнки

|∂kx∂sξZ(t, x, ξ)| ≤ Cks(q(t))
−(n+|k|+|s|)/2 exp

{
− c

|x̄(t)− ξ|2

q(t)

}
,

0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {k, s} ⊂ Zn
+, (13)

в яких Cks i c – додатнi сталi, T – фiксоване додатне число; є правильними рiвнiсть∫
Rn

Z(t, x, ξ)dξ = e(a0+nb)t, t > 0, x ∈ Rn, (14)

i формула згортки

Z(t− τ, x, ξ) =

∫
Rn

Z(t− γ, x, y)Z(γ − τ, y, ξ)dy, τ < γ < t, {x, ξ} ⊂ Rn; (15)

для довiльних гладких i фiнiтних функцiй f i φ розв’язок задачi Кошi для рiвняння (1)
в областi Π(0,T ] з початковою умовою u(t, x)|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, визначається формулою

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ +

∫
Rn

Z(t, x, ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ]. (16)

Знайдемо формулу, аналогiчну формулi (16), для розв’язкiв рiвняння (3) з початко-
вою умовою

(u(t, x) exp{a0B(T, t)})|t=0 = φ(x), x ∈ Rn, (17)
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i тим самим отримаємо ФРЗК для рiвняння (3). Для цього вiзьмемо довiльно фiксоване
число t0 ∈ (0, T ) i розв’яжемо задачу Кошi{

(L0u)(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Π(t0,T ],

u(t, x)|t=t0 = φ(x), x ∈ Rn,
(18)

в якiй f i φ є досить "хорошi"функцiї, зокрема для них iснує перетворення Фур’є

g(t, σ) := Fx→σ[f(t, x)], ψ(σ) := Fx→σ[φ(x)], σ ∈ Rn, (19)

де

Fx→σ[h(x)] :=

∫
Rn

exp{−i(x, σ)}h(x)dx.

Розв’язок задачi (18) шукаємо у виглядi

u(t, x) = F−1
σ→x[v(t, σ)] := (2π)−n

∫
Rn

exp{i(x, σ)}v(t, σ)dσ, (t, x) ∈ Π(t0,T ]. (20)

Пiдставивши вираз (20) у (18) i скориставшись властивостями перетворень Фур’є, для
функцiї v отримаємо задачу

∂tv(t, σ) + bα(t)
n∑

j=1

σj∂σj
v(t, σ) = α(t)

(
−

n∑
j,l=1

ajlσjσl + i
n−1∑
j=1

ajσj

)
v(t, σ)+

+a0β(t)v(t, σ) + g(t, σ), (t, σ) ∈ Π(t0,T ],

v(t, σ)|t=t0 = ψ(σ), σ ∈ Rn.

Розв’язавши цю задачу методом характеристик подiбно до того, як у [3] розв’язувалась
аналогiчна задача для однорiдного рiвняння (1), отримаємо формулу

v(t, σ) = exp

{ n∑
j,l=1

ajlq0(t, t0)σjσl − i
n−1∑
j=1

ajp0(t, t0)σj + a0B(t, t0)

}
ψ(e−bA(t,t0)σ)+

+

t∫
t0

exp

{ n∑
j,l=1

ajlq0(t, τ)σjσl − i
n−1∑
j=1

ajp0(t, τ)σj + a0B(t, τ)

}
g(τ, ebA(t,τ)σ)dτ,

(t, σ) ∈ Π(t0,T ], (21)

де p0(t, t0) := 1
b
(ebA(t,t0) − 1), q0(t, t0) := 1

2b
(e2bA(t,t0) − 1). Тодi за допомогою (20) i (21)

маємо

u(t, x) = (2π)−n

∫
Rn

exp

{
i(x, σ) +

n∑
j,l=1

ajlq0(t, t0)σjσl − i

n−1∑
j=1

ajp0(t, t0)σj + a0B(t, t0)

}
×

×ψ(e−bA(t,t0)σ)dσ + (2π)−n

t∫
t0

dτ

∫
Rn

exp

{
i(x, σ) +

n∑
j,l=1

ajlq0(t, τ)σjσl − i

n−1∑
j=1

ajp0(t, τ)σj+

+a0B(t, τ)

}
g(τ, ebA(t,τ)σ)dσ, (t, x) ∈ Π(t0,T ].
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Зробивши в останнiх iнтегралах замiну змiнної iнтегрування σ вiдповiдно за формула-
ми e−bA(t,t0)σ = η i e−bA(t,τ)σ = η, скориставшись рiвностями (19) i змiнивши порядок
iнтегрування, прийдемо до формули

u(t, x) =

∫
Rn

Z0(t, x; t0, ξ)φ(ξ)dξ +

t∫
t0

dτ

∫
Rn

Z0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(t0,T ], (22)

в якiй

Z0(t, x; τ, ξ) := (2π)−nea0B(t,τ)+nbA(t,τ)

∫
Rn

exp

{
i(ebA(t,τ)x+ a⃗p0(t, τ)− ξ, η)−

−(q0(t, τ)A0η, η)

}
dη, t0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

де a⃗ := (a1, . . . , an−1). Iнтеграл з цiєї формули обчислюємо за допомогою формули (22)
з [3] (див. також [2] (c. 172)) i, врахувавши довiльнiсть t0, отримуємо таку формулу,
аналогiчну формулi (2):

Z0(t, x; τ, ξ) = (4πq0(t, τ))
−n/2(detA0)

−1/2 exp{a0B(t, τ) + nbA(t, τ)−

− 1

4q0(t, τ)

n∑
j,l=1

ajl(X
(0)
j (t, τ)− ξj)(X

(0)
l (t, τ)− ξl)},

0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, (23)

де X(0)
j (t, τ) := ebA(t,τ)xj + ajp0(t, τ), j ∈ {1, . . . , n− 1}, X(0)

n (t, τ) := ebA(t,τ)xn.
Тепер нехай u – розв’язок у Π(0,T ] задачi (3), (17) з досить гладкими та фiнiтними

функцiями f i φ. Функцiя u є, очевидно, розв’язком задачi (18) при будь-якому t0 > 0 i
φ(x) = u(t0, x), x ∈ Rn. Тому для неї правильне зображення (22). Перейшовши в ньому
до границi при t0 → 0 i скориставшись умовою (17), отримаємо формулу

u(t, x) =

∫
Rn

Z1(t, x; ξ)φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z0(t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ], (24)

в якiй

Z1(t, x; ξ) := lim
t0→0

(Z0(t, x; t0, ξ) exp{−a0B(T, t0)}, 0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (25)

На пiдставi (23) Z1 набуває вигляду

Z1(t, x; ξ) = (4πq0(t, 0))
−n/2(detA0)

−1/2 exp{−a0B(T, t) + nbA(t, 0)−

− 1

4q0(t, 0)

n∑
j,l=1

ajl(X
(0)
j (t, 0)− ξj)(X

(0)
l (t, 0)− ξl)},

0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn.
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Отже, побудовано вектор-функцiю (Z0, Z1), яка є ВФҐ задачi Кошi (3), (17), при
цьому Z0 є ФРЗК для рiвняння (3).

Функцiя Z0 має властивостi, подiбнi до наведених вище властивостей ФРЗК Z для
рiвняння (1), зокрема, для неї справджуються оцiнки

|∂kx∂sξZ0(t, x; τ, ξ)| ≤ Cks(q0(t, τ))
−(n+|k|+|s|)/2 exp

{
a0B(t, τ) + (n+ |k|)bA(t, τ)+

+δ0|⃗a|2p20(t, τ)/(4q0(t, τ))− c
|ebA(t,τ)x− ξ|2

q0(t, τ)
, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn, {k, s} ⊂ Zn

+, (26)

де δ0 – найменше власне число матрицi A0, та рiвнiсть

Z0(t, x; τ, ξ) =

∫
Rn

Z0(t, x; γ, y)Z0(γ, y; τ, ξ)dy, 0 < τ < γ ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn. (27)

2 Означення вектор-функцiй Ґрiна. Потенцiали простого i
подвiйного шарiв

Користуватимемося таким означенням: ВФҐ задач (11l) i (12l) називається така
ветор-функцiя (G

(l)
0 , G

(l)
1 , G

(l)
2 ), що для довiльних нескiнченно диференцiйовних i фiнiт-

них функцiй f, g i φ розв’язок цих задач зображується у виглядi

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn
+

G
(l)
0 (t, x; τ, ξ)f(τ, ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

G
(l)
1 (t, x; τ, ξ′)g(τ, ξ′)dξ′+

+

∫
Rn
+

G
(l)
2 (t, x; ξ)φ(ξ)dξ, (t, x) ∈ Π(0,T ].

ФункцiяG(l)
0 називається однорiдною функцiєю Ґрiна, фнкцiяG(l)

1 – ядром Пуассона,
а функцiя G(l)

2 – функцiя впливу початкового миттєвого точкового джерела вiдповiдних
задач. Легко переконатись (див., наприклад, [4] (c.60–62)), а також формули (24) i (25)
для задачi Кошi), що для задач (11l) справджуються рiвностi

G
(l)
2 (t, x; ξ) = G

(l)
0 (t, x; 0, ξ), 0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+, (28)

а для задач (12l) – рiвностi

G
(l)
2 (t, x; ξ) = lim

t0→0
(G

(l)
0 (t, x; t0, ξ) exp{−a0B(T, t0)}), 0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+. (29)

З огляду на це досить побудувати й дослiдити функцiї G(l)
0 i G(l)

1 .
Оскiльки для побудови G(l)

0 використовуються ядра Пуассона G(l)
1 , то спочатку треба

зайнятися цими ядрами. Вони будуються за допомогою потенцiалу подвiйного шару для
задач Дiрiхле i потенцiалу простого шару для задач Неймана.
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Для задач (11l) потенцiал подвiйного шару має вигляд

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

∂ν⃗A0
(ξ0)Z(t− τ, x, ξ)|ξn=0µ(τ, ξ

′)dξ′, (t, x) ∈ Π+
(0,T ], (30)

потенцiал простого шару – вигляд

v(t, x) =

t∫
t0

dτ

∫
Rn−1

Z(t− τ, x, ξ)|ξn=0η(τ, ξ
′)dξ′, (t, x) ∈ Π+

(0,T ], (31)

а його конормальна похiдна – вигляд

∂ν⃗A0
(x0)v(t, x) =

t∫
t0

dτ

∫
Rn−1

∂ν⃗A0
(x0)Z(t− τ, x, ξ)|ξn=0η(τ, ξ

′)dξ′, (t, x) ∈ Π+
(0,T ]. (32)

За допомогою формул (2) i (7) знаходимо, що

∂ν⃗A0
(x0)Z(t, x, ξ)|ξn=0 = −

n∑
l=1

anl∂xl
Z(t, x, ξ)|ξn=0 =

=: K1(t, x, ξ
′) := Z ′(t, x, ξ′)x̄n(t) (33)

∂ν⃗A0
(ξ0)Z(t, x, ξ)|ξn=0 = −

n∑
l=1

anl∂ξlZ(t, x, ξ)|ξn=0 =

=: K2(t, x, ξ
′) := −Z ′(t, x, ξ′)xn, (34)

де

Z ′(t, x, ξ′) := 2−n−1π−n/2(detA0)
−1/2(q(t))−n/2−1 exp

{
(a0 + nb+ b)t−

− 1

4q(t)

n∑
j,l=1

ajl(Xj(t)− ξj)(Xl(t)− ξl)|ξn=0

}
.

Для побудови ядер Пуассона треба знайти границi при xn → 0 функцiй (30) i (32).
Почнемо з функцiї (32). Припустимо, що функцiя η обмежена в Π′

(0,T ] i задовольняє
умову

∃C > 0 ∃α ∈ (0, 1] ∀{(t, x′), (τ, ξ′)} ⊂ Π′
(0,T ] :

|η(t, x′)− η(τ, ξ′)| ≤ C
(
(q(t− τ))α/2 + |x̄′(t− τ)− ξ′|α

)
. (35)

Запишемо (32) у виглядi

∂ν⃗A0
(x0)v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

K1(t− τ, x, ξ′)(η(τ, ξ′)− η(t, x′))dξ′+

+η(t, x′)

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

K1(t− τ, x, ξ′)dξ′ =: v1(t, x) + η(t, x′)v2(t, xn). (36)
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Щоб дослiдити поведiнку при xn → 0 функцiй v1 i v2, оцiнимо спочатку ядро K1. З
додатної визначеностi матрицi A0 випливає, що

n∑
j,l=1

ajlXj(t)Xl(t)|ξn=0 ≥ δ0|X(t)− ξ|2|ξn=0 ≥
δ0
2
|x̄(t)− ξ|2|ξn=0 − δ0 |⃗a|2p2(t).

Звiдси з урахуванням нерiвностi p(t) = 2q(t)
ebt+1

≤ 2q(t) отримуємо оцiнку

|K1(t, x, ξ
′)| ≤ C(q(t))−n/2−1x̄n(t) exp

{
− c

q(t)
(|x̄′(t)− ξ′|2 + (x̄n(t))

2)
}
,

0 < t ≤ T, x ∈ Rn
+, ξ

′ ∈ Rn−1. (37)

З нерiвностей (35) i (37) випливає оцiнка

|K1(t− τ, x, ξ′)(η(τ, ξ′)− η(t, x′))| ≤ C3(q(t− τ))−n/2−1(x̄n(t− τ))ε×

×
(
x̄n(t− τ)√
q(t− τ)

)1−ε(
q(t− τ))(1−ε+α)/2

(
1 +

(
|x̄′(t− τ)− ξ′|√

q(t− τ)

)α)
×

× exp

{
− c

((
|x̄′(t− τ)− ξ′|√

q(t− τ)

)2

+

(
x̄n(t− τ)√
q(t− τ)

)2)}
≤

≤ C4(q(t− τ))−(n−1+α−ε)/2−1(x̄n(t− τ))ε exp

{
− c1

|x̄′(t− τ)− ξ′|2

q(t− τ)

}
, (38)

де ε – довiльно взяте число з промiжку (0, α), а c1 ∈ (0, c). На пiдставi (36) i (38) маємо

|v1(t, x)| ≤ C4x
ε
n

t∫
0

(q(t− τ))−1+(α−ε)/2ebε(t−τ)dτ

∫
Rn−1

(q(t− τ))−(n−1)/2×

× exp

{
− c1

|x̄′(t− τ)− ξ′|2

q(t− τ

}
dξ′ −−−→

xn→0
0, (39)

бо останнiй iнтеграл збiгається.
Залишилось знайти limxn→0 v2(t, xn). Згiдно з формулами (19) i (24) з [1] (c.168) та

означення функцiй K1 i Z ′ маємо

K1(t, x, ξ
′) = (2q(t))−1xn exp{(a0 + nb+ 2b)t}F−1

η→X(t)−ξ[e
−(q(t)A0η,η)]|ξn=0.

Тому

v2(t, xn) =
xn
2

t∫
0

(q(t− τ))−1 exp{(a0 + nb+ 2b)(t− τ)}I(t− τ, xn)dτ, (11)

де

I(t, xn) :=

∫
Rn−1

F−1
η→X(t)−ξ[e

−(q(t)A0η,η)]|ξn=0dξ
′ =

= FX′(t)−ξ′→0′ [F
−1
η′→X′(t)−ξ′F

−1
ηn→Xn(t)

[e−(q(t)A0η,η)] =

= F−1
ηn→Xn(t)

[e−(q(t)A0η,η)]|η′=0′ = F−1
ηn→Xn(t)

[e−ann(q(t)η2n ].
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Скориставшись формулою (27) з [2] (c.168), отримаємо

I(t, xn) =
1

2
√
πannq(t)

exp

{
− 1

4annq(t)
e2b(t−τ)x2n

}
i, отже,

v2(t, xn) =
xn

4
√
πann

t∫
0

(q(t− τ))−3/2 exp{(a0 + nb+ 2b)(t− τ)− 1

4annq(t− τ)
e2b(t−τ)x2n}dτ.

У цьому iнтегралi зробимо замiну змiнної iнтегрування τ за формулою

eb(t−τ)xn(2
√
annq(t− τ))−1 = γ, (40)

при цьому γ → ∞, якщо τ → t, i γ = ebtxn(2
√
annq(t))

−1 =: c(t, xn) при τ = 0. Маємо

eb(t−τ) =

(
4annγ

2

4annγ2 − 2bx2n

)1/2

, dτ =
2x2n

γ(4annγ2 − 2bx2n)
dγ,

v2(t, xn) =
1√
π
(4ann)

(a0/b+n+1)/2

∞∫
0

exp{−γ2} γa0/b+n+1

(4annγ2 − 2bx2n)
(a0/b+n+1)/2

χ[c(t,xn),∞)(γ)dγ,

де χQ – характеристична функцiя множини Q. Використовуючи спiввiдношення

lim
xn→0

exp{−γ2} γa0/b+n+1

(4annγ2 − 2bx2n)
(a0/b+n+1)/2

χ[c(t,xn),∞)(γ) =

= (4ann)
−(a0/b+n+1)/2 exp{−γ2}, γ > 0,

i рiвнiсть
∞∫
0

exp{−γ2}dγ = π
2
, за допомогою теореми Лебега про мажорантну збiжнiсть

отримуємо

lim
xn→0

v2(t, xn) =
1

2
. (41)

З формул (36), (39) i (41) випливає рiвнiсть

lim
xn→0

∂ν⃗A0
(x0)v(t, x) =

1

2
η(t, x′), (t, x′) ∈ Π(0,T ]. (42)

Для знаходження границi при xn → 0 функцiї (30) запишемо її у такому виглядi,
аналогiчному до (36):

u(t, x) = u1(t, x) + µ(t, x′)u2(t, xn), (43)

де

u1(t, x) :=

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

K2(t− τ, x, ξ′)(µ(τ, ξ′)− µ(t, x′))dξ′,

u2(t, xn) :=

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

K2(t− τ, x, ξ′)dξ′.
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Припускаючи, що функцiя µ обмежена й задовольняє умову (35), так само, як для v1 i
v2, доводяться спiввiдношення

u1(t, x) −−−→
xn→0

0, u2(t, xn) −−−→
xn→0

−1

2
,

а звiдси на пiдставi (43) випливає рiвнiсть

lim
xn→0

u(t, x) = −1

2
µ(t, x′), (t, x′) ∈ Π′

(0,T ]. (44)

Для задач (12l) використовуватимемо потенцiал подвiйного й простого шарiв вiдпо-
вiдно в такому виглядi:

u0(t, x) =

t∫
t0

∫
Rn−1

∂ν⃗A0
(ξ0)Z0(t, x; τ, ξ)|ξn=0α(τ) exp{a0B(τ, t0)}µ0(τ, ξ

′)dξ′, (45)

v0(t, x) =

t∫
t0

∫
Rn−1

Z0(t, x; τ, ξ)|ξn=0α(τ) exp{a0B(τ, t0)}η0(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+
(t0,T ], (46)

де Z0 – функцiя, означена формулою (23), а t0 – довiльно фiксоване число з промiжку
(0, T ).

Подiбно до того, як доводились рiвностi (42) i (44), за допомогою формул для Z0 та
оцiнок (26) доводяться рiвностi

lim
xn→0

∂ν⃗A0
(x0)v0(t, x) =

1

2
η0(t, x

′), lim
xn→0

u0(t, x) = −1

2
µ0(t, x

′), (t, x′) ∈ Π′
(t0,T ]. (47)

3 Ядра Пуассона

Для знаходження ядер Пуассона задач (111) i (112) розглянемо цi задачi для випадку,
коли f = 0 i φ = 0, та шукатимемо їх розв’язки вiдповiдно у виглядi (30) i (31) з
невiдомими функцiями µ i η. Цi функцiї треба обрати так, щоб задовольнялися крайовi
умови. На пiдставi рiвностей (44) i (42) отримаємо, що µ = −2g i η = 2g. Тому розв’язки
u(l) розглядуваних задач (11l) мають вигляд

u(l)(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn−1

G
(l)
1 (t− τ, x, ξ′)g(τ, ξ′)dξ′, (t, x) ∈ Π+

(0,T ], l ∈ {1, 2},
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де

G
(1)
1 (t, x, ξ′) := 2−nπ−n/2(detA0)

−1/2(q(t))−n/2−1xn exp

{
(a0 + nb+ b)t−

− 1

4q(t)

n∑
j,l=1

ajl(Xj(t)− ξj)(Xl(t)− ξl)|ξn=0

}
,

G
(2)
1 (t, x, ξ′) := 2−n+1π−n/2(detA0)

−1/2(q(t))−n/2 exp

{
(a0 + nb)t−

− 1

4q(t)

n∑
j,l=1

ajl(Xj(t)− ξj)(Xl(t)− ξl)|ξn=0

}
,

(t, x) ∈ (0, T ], x ∈ Rn
+, ξ

′ ∈ Rn−1. (48)

Аналогiчно знаходяться ядра Пуассона задач (121) i (122) (їх позначатимемо через
G

(1)
10 i G(2)

10 ), при цьому використовуються потенцiали (45) i (46) та рiвностi (23) i (47).
Функцiї G(1)

10 i G(2)
10 визначаються формулами

G
(1)
10 (t, x; τ, ξ

′) := 2−nπ−n/2(detA0)
−1/2(q0(t, τ))

−n/2−1 exp

{
a0B(t, τ) + (n+ 1)bA(t, τ)−

− 1

4q0(t, τ)

n∑
j,l=1

ajl(X
(0)
j (t, τ)− ξj)(X

(0)
l (t, τ)− ξl)|ξn=0

}
α(τ),

G
(2)
10 (t, x; τ, ξ

′) := 2−n+1π−n/2(detA0)
−1/2(q0(t, τ))

−n/2 exp

{
a0B(t, τ) + nbA(t, τ)−

1

4q0(t, τ)

n∑
j,l=1

ajl(X
(0)
j (t, τ)− ξj)(X

(0)
l (t, τ)− ξl)|ξn=0

}
α(τ),

0 < τ < t ≤ T, x ∈ Rn
+, ξ

′ ∈ Rn−1. (49)

Використовуючи формули (48) i (49), додатну визначенiсть матрицi A0 i, отже, ма-
трицi A−1

0 , а також твердження

∀r > 0 ∃Cr > 0 ∀z ∈ Rn : |z|r exp{−c′|z|2} ≤ Cr exp{−c|z|2},

де c – стала з промiжку (0, c′), отримуються такi оцiнки для ядер Пуассона задачi (11l)
i (12l), l ∈ {1, 2}:

|∂kx∂s
′

ξ′G
(1)
1 (t, x, ξ′)| ≤ Cks′(q(t))

−(n+|k|+|s′|)/2−1 exp
{
− c

q(t)
(|ebtx′ − ξ′|2 + e2btx2n)

}
,

|∂kx∂s
′

ξ′G
(2)
1 (t, x, ξ′)| ≤ Cks′(q(t))

−(n+|k|+|s′|)/2 exp
{
− c

q(t)
(|ebtx′ − ξ′|2 + e2btx2n)

}
,

0 < t ≤ T, {x′, ξ′} ⊂ Rn−1, xn > 0; (50)
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|∂kx∂s
′

ξ′G
(1)
10 (t, x; τ, ξ

′)| ≤ Cks′(q0(t, τ))
−(n+|k|+|s′|)/2−1 exp

{
a0B(t, τ)−

− c

q0(t, τ)
(|ebA(t,τ)x′ − ξ′|2 + e2bA(t,τ)x2n)

}
,

|∂kx∂s
′

ξ′G
(2)
10 (t, x; τ, ξ

′)| ≤ Cks′(q0(t, τ))
−(n+|k|+|s′|)/2 exp

{
a0B(t, τ)−

− c

q0(t, τ)
(|ebA(t,τ)x′ − ξ′|2 + e2bA(t,τ)x2n)

}
,

0 < τ < t ≤ T, {x′, ξ′} ⊂ Rn−1, xn > 0. (51)

В оцiнках (50) i (51) k i s′ – довiльнi мультиiндекси вiдповiдно з Zn
+ i Zn−1

+ , Cks′ i c –
деякi додатнi сталi.

4 Однорiднi функцiї Ґрiна

Як i в працях [4, 5], однорiднi функцiї Ґрiна G(l)
0 i G(l)

00 задач (11l) i (12l), l ∈ {1, 2},
визначаються формулами

G
(l)
0 (t, x, ξ) = Z(t, x, ξ)− V (l)(t, x, ξ), 0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+,

G
(l)
00(t, x; τ, ξ) = Z0(t, x; τ, ξ)− V

(l)
0 (t, x; τ, ξ), 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+, (52)

де Z i Z0 – ФРЗК для вiдповiдно рiвнянь (1) i (3), а

V (l)(t, x, ξ) :=

t∫
0

dγ

∫
Rn−1

G
(l)
1 (t− γ, x, y′)B(l)Z(γ, (y′, 0), ξ)dy′, 0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+,

V
(l)
0 (t, x; τ, ξ) :=

t∫
τ

dγ

∫
Rn−1

G
(l)
10(t, x; γ, y

′)B(l)Z0(γ, (y
′, 0), ξ)dy′,

0 < t < τ ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn
+, (53)

Якщо для функцiй Z,Z0, i G(l)
1 , G

(l)
10 є вiдповiдно явнi вирази (2), (23) i (48), (49),то

для функцiй V (l) i V (l)
0 отримати явнi вирази, взагалi кажучи, не можна. Але для окре-

мих частинних випадкiв це вдається зробити. Так, у працi [11] це зроблено для рiвняння
(1) у випадку, коли ajl = a2δjl, {j, l} ⊂ {1, . . . , n}, as = 0, s ∈ {0, 1, . . . , n}.

За допомогою оцiнок (13), (26), (50) i (51) та формул (53) способом, подiбним до
використаного в [4, 7], отримуються такi оцiнки для V (l) i V (l)

0 :

|∂kx∂sξV (l)(t, x, ξ)| ≤ Cks(q(t))
−(n+|k|+|s|)/2 exp

{
− c

q(t)
(|ebtx− ξ|2 + e2btx2n + ξ2n)

}
,

0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn
+;

|∂kx∂sξV
(l)
0 (t, x; τ, ξ)| ≤ Cks(q0(t, τ))

−(n+|k|+|s|)/2 exp
{
a0B(t, τ)−

− c

q0(t, τ)
(|ebA(t,τ)x− ξ|2 + e2bA(t,τ)x2n + ξ2n)

}
, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+,

де k i s – довiльнi мультиiндекси з Zn
+, l ∈ {1, 2}, Cks i c – деякi додатнi сталi.
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З рiвностей (52) та оцiнок (13), (26) i (54) випливають такi оцiнки для однорiдних
функцiй Ґрiна:

|∂kx∂sξG
(l)
0 (t, x, ξ)| ≤ Cks(q(t))

−(n+|k|+|s|)/2 exp
{
− c

q(t)
(|ebtx− ξ|2

}
,

0 < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn
+;

|∂kx∂sξG
(l)
00(t, x; τ, ξ)| ≤ Cks(q0(t, τ))

−(n+|k|+|s|)/2 exp
{
a0B(t, τ)−

− c

q0(t, τ)
(|ebA(t,τ)x− ξ|2)

}
, 0 < τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn

+.

У цих оцiнках k i s – довiльнi мультиiндекси з Zn
+, l ∈ {1, 2}, Cks i c – деякi додатнi

сталi.
Функцiї G(l)

0 i G(l)
00 мають властивостi, характернi для нормальних параболiчних кра-

йових задач, якими є задачi (11l) i (12l). Цi властивостi (нормальнiсть i формула згор-
тки) є аналогами вiдповiдних властивостей ФРЗК Z i Z0, наведених вище (див. зокрема,
формули (15) i (27)). Вони доводяться аналогiчно, при цьому використовується форму-
ла Ґрiна–Остроградського (10) i подiбна формула для рiвняння (3).

Зауваження. Випадок, коли в рiвняннях (1) i (3) коефiцiєнтом при похiднiй за xn
першого порядку є bxn+ an, an ̸= 0, розглядається аналогiчно, тiльки в цьому випадку
не отримується явних формул для ядер Пуассона.

5 Висновки

Одержанi в статтi результати для елементiв вектор-функцiї Ґрiна крайових задач
для параболiчних рiвнянь другого порядку зi зростаючими коефiцiєнтами та вироджен-
нями на початковiй гiперплощинi певним чином показують, як впливають на властиво-
стi вектор-функцiй Ґрiна наявнiсть зростаючих коефiцiєнтiв i вироджень при t = 0

у рiвняннях. Цi результати можуть використовуватися для встановлення коректної
розв’язностi задач (11l) i (12l), iнтегрального зображення та властивостей їх розв’язкiв.
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In this paper, we consider the Dirichlet and Neumann problems in the domain Π+
(0,T ] :=

{(t, x) ∈ (0, T ], x ∈ Rn
+}, Rn

+ := {x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn|xn > 0}, for two second-order
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parabolic equations. In both equations, the coefficients at the second-order derivatives with
respect to x are constant, and the coefficients at the first-order derivatives with respect to xj

are functions bxj+aj , j ∈ {1, . . . , n} where {b, aj} ⊂ R1, moreover b ̸= 0 and an = 0. The second
equation also contains degeneration at t = 0. For such problems, Green’s vector functions are
constructed, estimates of the components of these functions and their derivatives are obtained.
In order to construct the Green’s vector functions we use the fundamental solutions of the
Cauchy problem for the equations and parabolic potentials of the simple and double layers.
The obtained results could be used for establishing the correct solvability of the boundary value
problems, integral representation and the properties of their solutions.


