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НЕЛОКАЛЬНА ЗАДАЧА З БАГАТОТОЧКОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ
ПЕРIОДИЧНИХ УМОВ ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ОПЕРАТОРНИХ

РIВНЯНЬ ПАРНОГО ПОРЯДКУ

Для диференцiального рiвняння, коефiцiєнти якого є самоспряженими операторами, до-
слiджено задачу з багатоточковими умовами, якi мiстять перiодичнi умови. Встановлено, що
оператор задачi має два iнварiантнi пiдпростори, породженi оператором iнволюцiї та двi пiд-
системи системи власних функцiй, якi є ортонормованими базами в кожному з пiдпросторiв.
Для диференцiально-операторного рiвняння парного порядку вивчена задача з несамоспря-
женими багатоточковими крайовими умовами, якi є збуреннями перiодичних умов. Дослi-
джено випадки, коли збуренi умови є регулярними, але не сильно регулярними за Бiркгофом.
Визначено власнi значення i елементи системи кореневих функцiй V оператора задачi, яка є
повною та має нескiнчене число приєднаних функцiй. Отримано достатнi умови за яких систе-
ма V є базою Рiса. Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi з однорiдними
крайовими умовами, який побудовано у виглядi розвинення в ряд за системою V .

Ключовi слова: задача з багатоточковими умовами, перiодичнi умови, iнварiантнi пiдпро-
стори, регулярнi збурення.

For a differential equation whose coefficients are self-adjoint operators, a problem with multipoi-
nt conditions that contain periodic conditions is investigated. It is established that the operator of
the problem has two invariant subspaces generated by the involution operator and two subsystems
of the system of eigenfunctions, which are orthonormal bases in each of the subspaces. For an
operator-differential equation of even order, a problem with non-self-adjoint multipoint boundary
conditions, which are perturbations of periodic conditions, was studied. The cases when the
perturbed conditions are regular but not strongly regular behind Birkhoff are investigated. The
eigenvalues and elements of the system of root functions V of the operator of the problem, which
is complete and contains an infinite number of associated functions, are defined. Sufficient condi-
tions are obtained under which the system V is the Riesz base. The conditions of existence and
uniqueness of the solution of the problem with homogeneous boundary conditions, constructed in
the form of expansion in a series in the system V , are established

Keywords: problem with multipoint condition, periodic condition, invariant subspaces,
perturbed conditions.

Вступ Основи теорiї диференцiальних
рiвнянь з необмеженими операторними кое-
фiцiєнтами розвинуто в роботах Хiлле i Йо-
сiда. Вони встановили i довели першi тео-
реми про iснування розв’язку задачi Кошi
для лiнiйного однорiдного диференцiально-
го рiвняння для функцiй зi значеннями в ба-
нахових просторах. Серед робiт на цю тему
слiд вiдзначити працi Т. Като, С. Г. Крейна,
С. Мiзохата, Р. С. Фiллiпса. Вагомi резуль-
тати, що стосуються теорiї крайових задач
для диференцiально- операторних рiвнянь,
отриманi в роботах М.I. Вiшiка, М. Бохнера,
В. I. Горбачук i М. Л. Горбачука, В. В. Горо-
децького, О. О. Дезiна, Ю. В. Дубiнського,

А. Н. Кочубея, Ж. Л. Лiонса , Ф. Е. Ло-
мовцева, В. А. Михальця, В. К. Романко, Х.
Трiбеля , В. Б. Шахмурова, М. Й. Юрчука,
С. Я. Якубова та iнших.

В роботах [1, 4–6, 9] вивчались задачi з
багатоточковими умовами. Працi [2, 7, 10,
13, 15] присвяченi дослiдженню задач з не-
локальними крайовими умовами, в [3, 11]
розглядались задачi з iнтегральними умова-
ми. В роботах [6, 9, 13, 15] дослiджувались
властивостi нелокальних задач для елiпти-
чних диференцiально-операторних рiвнянь,
в працях [1, 10] – для гiперболiчних рiв-
нянь, в статтi [10] вивчалось диференцiаль-
не рiвняння iз операторними коефiцiєнтами,
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якi мають змiннi областi визначення. Стат-
тi [4, 5] присвяченi дослiдженню диференцi-
ального рiвняння, коефiцiєнти якого зале-
жать вiд оператора iнволюцiї.

Надалi використаємо такi позначення:
Нехай H0 := L2(0, 1), H – сепарабельний

гiльбертовий простiр, H1 := L2((0, 1);H),
Dt – сильна похiдна в H1;

Нехай A : H → H, A – додатний са-
моспряжений оператор з точковим спектром
σp(A) = {zk : zk ∼ a(kα), k → ∞, a, α >
0}, V (A) = {vk ∈ H : k = 1, 2, ...} – система
власних функцiй, яка утворює ортонормо-
вану базу у просторi H;
H(As) := {v ∈ H : Asv ∈

H}, ||u, (As)||2 := ||u,H||2 + ||Asu,H||2;
H2 := {v ∈ H1, D

2n
t v ∈ H1, A

2nv ∈ H1};
∥v;H2∥2 := ∥v;H1∥2 + ∥D2n

t v;H1∥2 +
∥A2nv;H1∥2, n ∈ N – фiксоване;
E – тотожне перетворення в просторiH0,

I : H0 → H0 – оператор iнволюцiї;
Iu (x) := u (1− x) , u (x) ∈ H0;
p0 :=

1
2
(E + I) ; p1 :=

1
2
(E − I) ;

H0,j := {y ∈ H0 : y ≡ pjy} ;
H1,j := {y (x) ∈ H1 : y (x) ≡ pjy (x)},j =

0, 1;
W := W 2n

2 (0, 1);
[H] – алгебра лiнiйних обмежених опера-

торiв A : H → H, H1 := H1,0 ⊕H1,1,
H1,0 := {v(t) ∈ H1 : v(t) ≡ (1−t)}, H1,1 :=

{v ∈ H1 : v(t) ≡ − v(1− t)}.
1. Основнi результати роботи Розгля-

немо багатоточкову задачу

L(−D2
t , A)u :=

n∑
r=0

βr(−1)rA2n−2rD2r
t u(t) =

= f(t), t ∈ (0, 1), (1)

ℓju := D2j−1
t u(0)− D2j−1

t u(1) = 0, (2)

ℓn+ju := D2j−2
t u(0)− D2j−2

t u(1) + ℓ1ju = 0,
(3)

де

ℓ1ju :=

k0∑
m=0

kj∑
s=0

bj,s,m Ds
tu(tm) (4)

0 = t0 < t1 < . . . < tk0 < 1, βr ∈ R,
bj,s,m ∈ R, f(t) ∈ H1, r = 0, 1, . . . , n, s =
0, 1, ..., kj, j = 1, 2, ..., n, m = 0, 1, ..., k0.

Означення 1. Розв’язком задачi (1) –
(4) будемо називати функцiю u ∈ H2, яка
справджує рiвностi:

∥Lu− f ;H1∥ = 0, ∥ℓju;H(Amj)∥ = 0,

де mq = 2n− 2q+ 1
2
, mn+q = 2n− 2q+ 3

2
, j =

1, 2, . . . , 2n, q = 1, 2, ..., n.

Для коефiцiєнтiв та параметрiв виразу
(4) розглянемо наступнi умови:

Умова P1 : tm = 1 − tk0−m, bj,s,m =
(−1)sbj,s,k0−m;

Умова P2 : kj ≤ 2j − 2, j = 1, 2, ..., n;
Умова P3 : C1|q + zk|2n ≤ |λq,k|, q ∈

N0, k ∈ N, 0 < C1 <∞;
Розглянемо оператор L задачi (1) – (4):
L(−D2

t , A
2)u :=

n∑
r=0

βr(−1)rA2n−2rD2r
t u, u ∈ D(L);

D(L) := {u ∈ H2 : ℓmu = 0, m =
1, 2, . . . , 2n}.

Теорема 1. Нехай справджується умова
P1. Тодi для будь яких βr ∈ R,
βn ̸= 0, bj,s,m ∈ R, оператор L має власнi

значення

λq,k :=
n∑
r=0

βrz
2n−2r
k ρ2rq , ρq = 2qπ, (5)

q = 0, 1, ..., k = 1, 2, ...

та систему V (L) кореневих функцiй, яка є
повною та мiнiмальною в просторi H1.

Теорема 2. Нехай справджуються умови
P1 −P3. Тодi для будь яких
βr ∈ R, βn ̸= 0, bj,s,m ∈ R, cистема

функцiй V (L) є базою Рiса [8] в просторi H1.

Теорема 3. Нехай справджуються умови
P1 −P3. Тодi для будь яких
βr ∈ R, βn ̸= 0, bj,s,m ∈ R , f ∈ H1 iснує

єдиний розв’язок задачi (1) – (4).

2. Спектральна задача з перiодични-
ми умовами Розглянемо задачу на власнi
значення

L(−D2
t , A)u :=

n∑
r=0

(−1)rβrA
2n−2rD2r

t u =

= λu, µ ∈ C, (6)
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ℓ0,ju := D2j−1
t u(0)− D2j−1

t u(1) = 0, (7)

j = 1, 2, ..., n,

ℓ0,n+ju := D2j−2
t u(0)− D2j−2

t u(1) = 0, (8)

j = 1, 2, ..., n.
Нехай L0 : H0 → H0 оператор задачi (6)

– (8):

L0y := L(−D2
t , A)y, y ∈ D(L0),

D(L0) := {y ∈ H2 : ℓ0,jy = 0, j = 1, 2},

T := {τs,q(t) ∈ H0 : τ1,q(t) =
√
2 sin 2qπ,

τ0,0(t) = 1, τ0,q(t) =
√
2 cos 2qπt, q = 1, 2, ...}.

Розв’язок цiєї задачi шукаємо у виглядi до-
бутку

u(t) = y(t)vk , y(t) ∈ W, vk ∈ V (A),
(9)

k ∈ N. Для визначення невiдомої функцiї
y(t) отримуємо задачу на власнi значення

n∑
r=0

βr(−1)rz2n−2r
k y(2r)(t) = λy(t), λ ∈ C,

(10)
ℓ0,jy := y(2j−1)(0)− y(2j−1)(1) = 0, (11)

j = 1, 2, ..., n,

ℓ0,n+jy := y(2j−2)y(0)− y(2j−2)(1) = 0, (12)

j = 1, 2, ..., n. Нехай L0,k – оператор задачi
(10)– (12),

L0,ky :=
n∑
r=0

βr(−1)rz2n−2r
k y(2r)(t), y ∈ D(L0,k),

D(L0,k) := {y ∈ W : ℓ0,jy = 0, j = 1, 2n}.
Корненi ρj(λ) рiвняння
n∑
r=0

βr(−1)rz2n−2r
k ρ2r = λ, яке є характе-

ристичним для рiвняння (10), визначимо
спiввiдношеннями

ℜρn(ρ) ≤ Reρn−1(ρ) ≤ ... ≤ ℜρ1(ρ) ≤ 0.

Фундаментальну систему розв’язкiв рiв-
няння (10) означимо у виглядi наступних ви-
разiв

Yj(t, ρ) :=
1

2
(exp ρjt+ exp ρj(1− t)) ∈ H0,0,

j = 1, 2, ..., n,

Yn+j(t, ρ) :=
1

2
(exp ρjt− exp ρj(1−t)) ∈ H0,1,

(13)
j = 1, 2, ..., n. Пiдставляючи загальний
розв’язок

y(t, ρ) =
2n∑
s=1

csYs(t, ρ), cs ∈ R (14)

диференцiального рiвняння (10) у крайовi
умови (11), (12), для визначення cs отриму-
ємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
порядку 2n.

Враховуючи рiвностi ℓ0,rYn+j =
0, ℓ0,n+rYj = 0, j, r = 1, 2, ..., n, визна-
чник системи можна подати у виглялi
добутку

∆(ρ) = ∆0(ρ)∆1(ρ) = 0, (15)

де ∆s(ρ) = det(ℓsn+rYsn+j)
n
r,j=1, s = 0, 1.

Рiвняння (14) має коренi ρq = 2qπ, q ∈
Z0, якi лежать на прямiй Imρ = 0. При
цьому оператор L0,k має власнi значення (5),
коли q = 0, 1, ... та систему власних функцiй
T .

Лема 1. Оператор L0 має власнi зна-
чення (5) та систему власних функцiй
V (L0) := {vs,q,k(t, L0) ∈ H1 : vs,q,k(t, L0) :=
τs,q(t)vk, s = 0, 1, q = 0, 1, ..., k = 1, 2, ...},
яка є ортонормованою базою простору H1.

Доведення. Нехай B : H0 → H0 – са-
моспряжений оператор задачi
By(t) := −y(2)(t), y ∈ D(B),
D(B) := {y ∈ W 2

2 (0, 1) : y
(1)(0)− y(1)(1) =

0, y(0)− y(1) = 0}.
Простiр H1 – iзоморфний гiльбертовому

тензорному добутку H0 ⊗ H гiльбертових
просторiв H0 та H.

Нехай A0 := E0 ⊗A, : B0 := B ⊗E – опе-
ратори, визначенi в просторi H1, де E0, E
– тотожнi переторення в H0, H вiдповiдно.
Тому оператор L0 можна подати як много-

член
n∑
r=0

βrA
2n−2r
0 B2r

0 вiд операторiв A0, B0.

Беручи до уваги, що V (L0) – ортонормована
база в просторi H1, отримуємо твердження
леми.
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Розглянемо для рiвняння (6) задачу з не-
локальними умовами

ℓ1,ju := D2j−1
t u(0)− D2j−1

t u(1) = 0, (16)

j = 1, 2, ..., n,

ℓ1,n+ju := D2j−2
t u(0)− D2j−2

t u(1) = 0, (17)

j ̸= p, j = 1, 2, ..., n,

ℓ1,n+pu := D2p−2
t u(0)− D2p−2

t u(1)+ ℓ1p,su, = 0,
(18)

де

ℓ1p,su := b(Ds
tu(0) + (−1)sDs

tu(1)) = 0, b ∈ R.
(19)

Нехай L1 := L1,p,s,b – оператор задачi (6),
(16)–(19)

L1u :=
n∑
r=0

(−1)rβrA
2n−2rD2r

t u, u ∈ D(L1),

D(L1) := {u ∈ H2 : ℓ1,mu = 0, m = 1, 2n}.
Розв’язок цiєї задачi шукаємо у виглядi

добутку (9), де невiдома функцiя y ∈ W
є розв’язком задачi на власнi значення для
рiвняння (10) з умовами

ℓ1,jy := y(2j−2)(0) + y(2j−2)(1) = 0, (20)

j = 1, 2, ..., n,

ℓ1,n+jy := y(2j−2)(0)− y(2j−2)(1) = 0, j ̸= p,
(21)

j = 1, 2, ..., n,

ℓ1,n+py := y(2p−2)(0)− y(2p−2)(1) + ℓ1p,su = 0,
(22)

де

ℓ1p,sy := b(y(s)(0) + (−1)sy(s)(1)) = 0, (23)

s ∈ {0, 1, ..., 2n − 1}. Нехай L1,k = L1,p,s,b,k –
оператор задачi (10), (20) – (23);

L1,kz :=
n∑
r=0

(−1)rβrz
2n−2r
k z(2r)(t), z ∈ D(L1,k),

D(L1,k) :=
{
y ∈ W : ℓ1,jy = 0, j = 1, 2n

}
.

Нехай L2,k = L2,k,p,b – оператор задачi (6),
(16) – (19), коли s = 2p− 2.

Нехай ωr,q,k, r = 1, 2, ..., n, – коренi рiв-
няння L(−ω2, zk) = λq,k, вибранi так, що

ℜωn,q,k ≤ ℜωn−1,q,k, ≤ ... ≤ ℜω1,q,k =
0, ω1,q,k = ıρq, ρq := π2q, k = 1, 2, . . . .

Розглянемо системи функцiй

z0,1(t, q, k) :=
√
2(1− 2t) cos ρqt ∈ H0,1, (24)

q = 1, 2, . . . ,

expωr,q,k(1− t)) ∈ H0,1, q = 1, 2, . . . ,

z0,r(t, q, k) :=
1

2
(1− expωr,q,k)

−1(expωr,q,kt−

− expωr,q,k(1− t)) ∈ H0,1, q = 1, 2, . . . , (25)

та квадратну матрицю порядку n, елемен-
ти якої визначимо наступним способом : p –
а стрiчка визначається функцiями (24), (25),
елементи iнших рядкiв визначаються числа-
ми

cr,p,q,k := ρ2−2p
q ℓ2,pz1,r(t, q, k), r = 2, 3, .., n,

cr,p,q,k = ρ2−2p
q ω2p−2

r,q,k , r = 2, 3, .., n,

c1,p,q,k = (−1)p−12
√
2, q = 1, 2, . . . .

Визначник отриманої матрицi позначимо
через z1,p,q,k(t), k = 1, 2, . . . . Розвинемо цей
визначниу по p – iй стрiчцi:

z1,p,q,k(t) :=
n∑
j=1

∆j,p,q,kz0,j(t, q, k).

Зауваження 1. Для будь якого фiксованого
k ∈ N, при q → ∞ отримуємо
δ1,q,k = ω1,q,kρ

−1
q = 1, δr,q,k = ωr,q,kρ

−1
q =

εr(1 +O(q)−1),
де εq – коренi рiвняння ε2n = 1, ℑεq < 0,

r = 2, 3, . . . , n.

Пiдставляючи функцiю z1,p,q,k(t) в крайо-
вi умови (13)–(15), маємо рiвностi

ℓ2,sz1,p,q,k(t) = 0, j ̸= n+ p, (26)

ℓ2,n+pz1,p,q,k(t) := cq,kρ
2p−2
q , cq,k = −Wq,k,

(27)
де Wq,k – визначник Вандермонда порядку
n, побудований за числами δ2r,q,k, r = 1, n.
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Зауваження 2. Для будь якого фiксованого
k ∈ N числова послiдовнiсть {Wq,k}∞q=1 збi-
жна при q → ∞ до визначника Вандермон-
да Wk = W (ε21, . . . , ε

2
n), який побудований за

числами ε21, . . . , ε
2
n;

послiдовнiсть {δj,q,k}∞q=1 збiжна до
εj, j = 1, 2, ..., n; послiдовнiсть {∆j,p,q,k}∞q=1

збiжна до ∆j,p, де ∆j,p, – мiнор елемента
ε2p−2
j , j = 1, 2, ..., n, визначника ∆j,p.

Тому
0 < C2 ≤ |cq,k|−1 ≤ C3 <∞.
C4 ≤ ∆j,p,q,k ≤ C5.
Нехай

z2,p,q,k(t) = c−1
q,kz1,p,q,k(t), q = 1, 2, ....

Враховуючи формули (27), отримаємо

ℓ2,jz2,p,q,k(t) = 0, ℓ2,n+pz2,p,q,k(t) = ρ2p−2
q ,

j = 1, 2, ...2n,

j ̸= n+ p, q = 1, 2, ....

Визначимо кореневi функцiї оператора
L2,k.

Безпосередньою пiдстановкою переконує-
мося, що оператор L2,k має власнi функцiї

v0,0,k(t, L2,k) = 1 + b(2t− 1)δ1,p,

v1,q,k(t, L2,k) = τ1,q(t), q = 1, 2, .... (28)

Приєднану функцiю оператора L2,k означи-
мо сумою

v0,q,k(t, L2,k) =
√
2 cos ρqt+ ηp,q,kz2,p,q,k(t).

(29)
Для визначення невiдомих параметрiв ηp,q,k
пiдставимо вираз (29) у крайовi умови (20)
– (23).

Беручи до уваги формули (26), (27),
отримаємо

ηp,q,k = −b, q = 1, 2, .... (30)

Отже, оператор L2,k має систему корене-
вих функцiй (28) –(30).

Система V (L2,k) є повною та мiнiмальною
в просторi H0, оскiльки для задачi (10), (21)
– (23) iснує спряжена крайова задача [12].
Отже, правильною є наступна

Лема 2. Для будь яких βr ∈ R, βn ̸= 0,
b ∈ R, оператор L2,k має власнi значення
(5), де q = 0, 1, ..., та систему кореневих
функцiй V (L2,k), яка є повною i мiнiмаль-
ною в просторi H0.

Лема 3. Для будь яких βr ∈ R, β0βn ̸= 0,
b ∈ R, s ∈ {0, 1, ..., 2n−1}, система корене-
вих функцiй V (L2,k) є базою Рiса в просторi
H0.

Доведення. Нехай Vq,k,p(L2,k) – корене-
вий пiдпростiр оператора L2,k, який вiдпо-
вiдає власному значенню λq,k, q = 0, 1, ... .

Розглянемо двi допомiжнi системи фун-
кцiй V 1(L2,k), V

2(L2,k).
Система V 1(L2,k) утворена функцiями

v11,q,k(t, L2,k) := v1,q,k(t, L2,k),

v10,0,k(t, L2,k) := v0,0,k(t, L2,k); q = 1, 2, ...,

v10,q,k(t, L2,k) := v0,q,k(t, L2,k)−
−ϱp,q,kv1,q,k(t, L2,k), q = 1, 2, ...

ϱp,q,k := (v0,q,k(t, L2,k), v1,q,k(t, L2,k;H0), q =
1, 2, ....

Функцiї з V 2(L2,k) отримуємо нормуван-
ням функцiй iз V 1(L2,k).

Елементи системи V 1(L2,k) утво-
рюють ортогональнi бази просторiв
Vq,k,p(L2,k), q = 0, 1, ..., а елементи си-
стеми V 2(L2,k) складають ортонормованi
бази цих просторiв.

Тому, згiдно теореми А.А. Шкалiкова
[14], та теореми система V 2(L2,k) є базою
Рiса простору H0. Вiдображення V 1(L2,k) →
V 2(L2,k), породжене нормуванням функцiй
iз V 1(L2,k), є iзоморфiзмом простору H0.

Отже, за означенням, повна i мiнiмальна
система V 1(L2,k) є базою Рiса в H0.

Тому, за теоремою Н.К. Барi [8], вона є
системою Беселя. Тобто iснує додатнє число
C6, що для будь якої функцiї ϕ ∈ H0, вико-
нується нерiвнiсть

Σs,k|(ϕ, v11,q,k(t, L2,k); )|2 ≤ C4∥ϕ;H0∥2. (31)

Враховуючи, що v0,q,k(t, L2,k) =
v10,q,k(t, L2,k) + ϱp,q,kv1,q,k(t, L2,k), оцiнимо
суму ряду

Σs,k|(ϕ, v11,q,k(t, L2,k); )|2 ≤
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≤ C7Σs,k|(ϕ, v11,q,k(t, L2,k); )|2,

C7 = 1 + 2max |ϱp,q,k|2.

Беручи до уваги нерiвнiсть (31), отримаємо
оцiнку

Σs,k|(ϕ, v11,q,k(t, L2,k); )|2 ≤

≤ C8Σs,k|(ϕ, v11,q,k(t, L2,k); )|2, C8 = C6C7.

Розглянемо оператор R(L2,k) : H0 ∈ H0,
R(L2,k)τj,q(t) := vj,q,k(t, L2,k), j = 0, 1, q =
0, 1, ..., k = 1, 2, . . . .

Iз визначення оператора R(L2,k) := E0 +
S(L2,k) маємо: S(L2,k) : H0,0 → H0,1, H0,1 →
0, S2(L1,k) = 0.

Беручи до уваги лему 2, маємо щiльнiсть
областi визначення оператора R(L2,k) у про-
сторi H0.

Тому iснує щiльно визначений оператор
R−1(L2,k) = E0 + S(L2,k) : H0 → H0. Iз бесе-
левостi системи V (L2,k) маємо обмеженiсть
оператора R∗(L2,k), : H0 → H0, спряженого
до R(L2,k).

Отже, оператор R(L2,k) : H0 ∈ H0 є iзо-
морфiзмом та система V (L2,k) є базою Рiса
в просторi H0.

Лема 4. Для будь яких βr ∈ R, β0βn ̸= 0,
b ∈ R, s ∈ {0, 1, ..., 2n − 1}, оператор L1,k

має власнi значення (5) для q = 0, 1, ..., та
систему кореневих функцiй V (L1,k), яка є
повною i мiнiмальною в просторi H0.

Доведення. Визначимо кореневi фун-
кцiї оператора V (L1,k). Безпосередньою пiд-
становкою переконуємося, що функцiї

v0,0,k(t, L1,k) := 1 + b(2t− 1)δ1,p,

v1,q,k(t, L1,k) = τ1,q(t), q = 1, 2, . . . ,

є власними. Приєднану функцiю оператора
L1,k означимо сумою

v0,q,k(t, L1,k) = τ0,q(t) + ηp,s,q,kz2,p,q,k(t), (32)

q = 1, 2, . . . . Для визначення невiдомих
параметрiв ηp,s,q,k, пiдставимо вираз (32) у
крайовi умови (20) – (23). Одержимо

ηp,s,q,k = ρs−2p+2
q .

Система V (L1,k), кореневих функцiй опера-
тора L1,k, повна та мiнiмальна в просторi
H0, оскiльки iснує бiортогональна система
W (L1,k), елементи якої є кореневими фун-
кцiями спряженої задачi.

3. Узагальненi оператори перетворе-
ння для диференцiальних рiвнянь ви-
щого порядку Виберемо будь яку послi-
довнiсть дiйсних чисел Θ := {θq}∞q=0 та роз-
глянемо оператор Bp,Θ, власнi значення яко-
го спiвпадають з власними значеннями опе-
ратора B, а власнi функцiї визначаються
спiввiдношеннями

v0,0(t, Bp,Θ) := 1 + θ0(1− 2t),

v1,q(t, Bp,Θ) := τ1,q(t), q = 1, 2, ..., (33)

v0,q(t, Bp,Θ) = τ0,q(t) + θqz2,p,q,k(t), q = 1, 2, ....
(34)

Нехай оператор R(Bp,Θ) := E0 + S(Bp,Θ) :
H0 → H0 вiдображає тригонометричну
систему функцiй T в систему V (Bp,Θ),
S(Bp,Θ) : H0,1 →, H0,0 → H1,0.

Iз означення оператора S(Bp,Θ), отриму-
ємо S2(Bp,Θ) = 0.

Тому iснує оператор R−1(Bp,Θ) = E0 −
S(Bp,Θ).

Лема 5. Для будь якої послiдовностi Θ cи-
стема функцiй V (Bp,Θ) є повною та мiнi-
мальною в просторi H0.

Система функцiй V (Bp,Θ) є базою Рiса в
просторi H0 тодi та лише тодi, коли послi-
довнiсть {θq}∞q=1 – обмежена.

Доведення леми проводиться аналогiчно
доведенню леми 2. Сукупнiсть усiх операто-
рiв R(Bp,Θ), власнi функцiї яких визначе-
нi рiвностями (33) – (34), позначимо через
Γ(p, k).

Зауваження 3. Для оператора
R(Bp,Θ) = E0 + S(Bp,Θ), який вiдобра-
жає V (B) → V (Bp,Θ), справджується
включення R−1(Bp,Θ) ∈ Γ(p, k).

Виберемо n послiдовнiстей дiйсних чисел
Θp := {θq,p}∞q=1, p = 1, 2, ..., n, та розглянемо
оператор BΘ, власнi значення якого спiвпа-
дають з власними значеннями оператора B,
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а кореневi функцiї визначаються спiввiдно-
шеннями
v0,0(t, BΘ) := 1 +

n∑
p=1

θp,0(1 −

2t), v1,q(t, BΘ) = τ1,q(t), q = 1, 2, ...,

v0,q(t, BΘ) = τ0,q(t) +
n∑
p=1

θp,qz2,p,q,k(t), q =

1, 2, ....

Лема 6. Для будь яких послiдовностей дiй-
сних чисел Θp, p = 1, 2, ..., n, cистема фун-
кцiй V (BΘ) є повною та мiнiмальною в
просторi H0.

Система функцiй V (BΘ) є базою Рiса в
просторi H0 тодi та лише тодi, коли ко-
жна iз послiдовнiстей Θp, p = 1, 2, ..., n, є
обмеженою.

Доведення леми проводиться аналогiчно
доведенню леми 5.

Нехай оператор R(BΘ) = Ej + S(BΘ) :
H0 → H0 вiдображає систему функцiй
V (B) в систему V (BΘ). Iз означення опе-
ратора S(BΘ), отримуємо S2(BΘ) = 0.

Тому iснує оператор R−1(BΘ) = E0 −
S(BΘ), V (L0,k) → V (BΘ), який визнвчений
на щiльнiй в просторi H0 множинi.

Сукупнiсть усiх операторiв R(BΘ) таких,
що корененi функцiї опеатора BΘ визначе-
нi рiвностями (33) – (34), позначимо через
Γ(k).

Зауваження 4. Для оператора R(BΘ) =
E + S(BΘ) ∈ Γ(k) справджується вклю-
чення R−1(BΘ) ∈ Γ(k).

Зауваження 5. Множина Γ(k) є абеле-
вою групою вiдносно множення та будь-
який оператор R(BΘ) ∈ Γ(k) є добутком
операторiв R(Bp,Θ) ∈ Γ(p, k), R(BΘ) =
n∑
p=1

R(Bp,Θ).

Теорема 4. Нехай виконується умова P1.
Тодi система кореневих функцiй V (L2) опе-
ратора L2 є повною та мiнiмальною в про-
сторi H1.

Якщо виконується умова P3, тодi си-
стема функцiй V (L2) є базою Рiса в про-
сторi H1.

Доведення. Власнi функцiї оператора
L2 визначаємо у виглядi

vj,q,k(t, L2) := vj,q,k(t, L2,k)vk, k, q ∈ N,

j ∈ {0, 1}, q ∈ N0. Елементи бiортогональ-
ної системи W (L2) визначимо спiввiдношен-
нями

wj,q,k(t, L2) := wj,q,k(t, L2,k)vk, k,∈ N,

j ∈ {0, 1}, q ∈ Z0. Система функцiй
V (L2) є повною та мiнiмальною в просторi
H1, оскiльки iснує бiортогональна система
W (L1).

Нехай pk – ортопроектор в просторi H,
pkf := (f, vk;H)vk, k = 1, 2, ..., f ∈ H.

Визначимо оператор R(L2) : H1 →
H1, R(L2) = E + S(L2), R(L2)vj,q,k(t, L0) :=
vj,q,k(t, L2), j = 0, 1, k, ∈ N, q ∈ Z0.

Оскiльки R(L2) =
∞∑
k=1

R(L2,k)pk, то

∥R(L2); [H1]∥ ≤ max ∥R(L2,k); [H0]∥.
Подамо функцiю z2,p,q,k(t) у виглядi на-

ступної суми

z2,p,q,k(t) = ∆1,1,q,k(1− 2t))τ0,q(t)+

+
n∑
r=2

∆1,r,q,kz1,r(t, q, k),

де ∆1,r,q,k – визначник Вандермонда порядку
n− 1, побудований за числами

{δ2r,q,k}
q ̸=r
q=1,2,...,n.

Будь-яка послiдовнiсть {δ2r,q,k}
q ̸=r
q=1,2,...,n,

має скiнчену границю при q → ∞. Отже,
є обмеженою.

Тому послiдовнiсть |∆1,1,q,k| є обмеженою
при q → ∞.

Розглянемо сукупнiсть функцiй V 1(L2,k)

v11,q,k(t, L2,k) ∈ H0 : v
1
1,m,k(t, L2,k) := τ1,m(t),

v10,q,k(t, L2,k) := (1− b∆1,1,k,q(1− 2t))τ0,q(t),

та оператор
R1(L2,k) : H0 → H0, R1(L2,k) = E +

S(L2,k), R1(L2,k)τj,q(t) := v12,q,k(t, L2,k), j =
0, 1, m = 1, 2, ..., q = 0, 1, ..., ∈ N.

Iз формул (24) маємо нерiвнiсть
∥R1(L2,k);H0∥2 ≤ C7, C7 = max(2 +

2|b||∆1,1,k,q|2) <∞.
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Розглянемо оператор R1(L2) :=
∞∑
k=1

R1(L2,k)pk. Беручи до уваги ква-

дратичну близькiсть систем функцiй
V1(L2,k), V (L2,k), k = 1, 2, ..., отримає-
мо нерiвнiсть

∥R(L2,k);H0∥2 ≤ C8 <∞, k = 1, 2, ....
Отже, R1(L2) ∈ [H1], R−1(L2) = 2E −

R(L2) ∈ [H1].
Враховуючи теорему Н.К. Барi [8], отри-

муємо твердження теореми.
4. Спектральнi властивостi багато-

точкової задачi .
Розв’язок багатоточкової спектральної

задачi (6), (2)–(4) шукаємо у виглядi добу-
тку

u(t) = y(t)vk, y(t) ∈ H0, vk ∈ V (A), k ∈ N.

Для визначення невiдомої функцiї y(t) ∈
W отримуємо для рiвняння (6) задачу з
умовами :

ℓmy(t) = 0, m = 1, 2, . . . , 2n. (35)

Нехай Lk : H0 → H0 оператор задачi (6),
(35)

Lky :=
n∑
r=0

(−1)rβrz
2n−2r
k y(2r, y ∈ D(Lk);

D(Lk) = {y ∈ W, ℓjy = 0, j = 1, 2, ..., 2n};
V (Lk) – система кореневих функцiй опера-
тора Lk.

Означимо кореневi функцiї оператора Lk
формулами

v1,q(t, Lk) =
√
2 sin 2qπt, q = 1, 2, . . . . (36)

v0,q(t, Lk) =
√
2 cos 2qπt+

n∑
p=1

ηp,q,kz2,p,q,k(t),

(37)
q = 1, 2, ....

Для обчислення невiдомих параметрiв
ηp,q,k пiдставимо вираз (37) у крайовi умови
(35).

Беручи до уваги формули (26), (27),
отримаємо

ηp,q,k = −ρ2p−1
q (ℓpz2,p,q,k)

−1, q = 1, 2, .... (38)

Отже, оператор Lk має систему кореневих
функцiй V (Lk) (36) -(38).

Розглянемо оператор перетворен-
ня R(Lk) : H0 → H0, R(Lk)τj,q(t) :=
vj,q,k(t, Lk), j = 0, signq, q = 0, 1, ....
З формул (36)-(38) маємо включення
R(Lk) ∈ Γ(k).

Враховуючи умову P2, переконуємося,
що послiдовностi {ηp,q,k}∞q=0, p = 1, 2, ...n, є
обмеженими. Тому, беручи до уваги леми 3,
6, робимо висновок, що справджується

Лема 7. Нехай виконується умова P1. То-
дi для будь яких βr ∈ R, b ∈ R, oпе-
ратор Lk має власнi значення λr,q,k =
L(µr,q, z

2
k), r = 0, 1, q ∈ N, та повну i мiнi-

мальну в просторi H0 систему кореневих
функцiй V (Lk).

Якщо виконуються умови P1 −P2, то-
дi система функцiй V (Lk) є базою Рiса в
просторi H0.

Доведемо теорему1.
Доведення.
Нехай V (L) – система кореневих функцiй

оператора L, W (L) – бiортогональна систе-
ма функцiй.

Кореневi функцiї оператора L означимо
формулами

vj,q,k(t, L) := vj,q,k(t, Lk)vk, k = 1, 2, ...,

j = 0, signq, q = 0, 1, ....
Елементи бiортогональної системи W (L)

визначимо спiввiдношеннями

wj,q,k(t, L) := wj,q,k(t, Lk)vk, k = 1, 2, ...,

j = 0, signq, q = 0, 1, . . . .

Система функцiй V (L2) є повною та мiнi-
мальною в просторi H1, оскiльки iснує бiо-
ртогональна система W (L).

Отже, теорема 1 доведена.
Доведення теореми 2.
Доведення. Нехай виконуються умови

P1−P3. Тодi, згiдно твердження теореми 4,
система функцiй V (L1,p,s,b) є базою Рiса в
просторi H1. Тобто R(L1,p,s,b) ∈ [H1].

Iз означення оператора L1,p,s,b маємо

R(L) =
n∏
p=1

2p−2∏
s=0

k0∏
r=0

R(L1,p,s,bp,s,r) ∈ [H1],
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R−1(L) ∈ [H1].

Тому, за означенням, система функцiй
V (L) є базою Рiса та справджується тео-
рема 2.

Iз твердження теореми маємо, що iсну-
ють додатнi числа C9, C10, такi, що для
будь-якого елемента f ∈ H1 виконуються не-
рiвностi

C9∥f ;H1∥2 ≤
∞∑
k=1

∞∑
q=1

1∑
j=0

|(f, vj,q,k;H1)|2 ≤

≤ C10∥f ;H1∥2, (39)

C9∥f ;H1∥2 ≤
∞∑
k=1

∞∑
q=1

1∑
j=0

|(f, wj,q,k;H1)|2 ≤

≤ C10∥f ;H1∥2.

Зауваження 6. Функцiї з V (L) є кореневи-
ми в сенсi рiвностей
Lv1,q,k(t, L) = λq,kv1,q,k(t, L), Lv0,q,k(t, L) =

λq,kv0,q,k(t, L) + ξq,kvj,q,k(t, L),

ξq,k =
n∑
r=1

βrz
2n−2r
k ρ2r−1

q , k = 1, 2, ..., j =

0, signq, q = 0, 1, . . . .

5. Pозв’язок основної задачi Доведе-
ння теореми 3.

Доведення. Розвинемо функцiю f(t) в
ряд за системою V (L):

f(t) =
∞∑
k=1

∞∑
q=0

1∑
j=0

fj,q,kvj,q,k(t, L),

fj,q,k = (f, wj,q,k;H1), (40)

k = 1, 2, ..., j = 0, signq, q = 0, 1, . . . .
Розв’язок задачi (1) – (4) шукаємо у ви-

глядi ряду

u(t) =
∞∑
k=1

∞∑
q=0

1∑
j=0

uj,q,kvj,q,k(t, L). (41)

Для визначення невiдомих uj,q,k ∈ R, пiд-
ставимо ряди (40), (41) у рiвняння (1).

Враховуючи бiортогональнiсть систем
V (L), W (L) отримаємо

uj,q,k = λ−1
q,kfj,q,k, k = 1, 2, ...,

j = 0, signq, q = 0, 1, ... k = 1, 2, ....

Отже, задача (1) – (4) має формальний
розв’язок :

u(t) =
∞∑

k,ℓ=1

∞∑
q=0

1∑
j=0

λ−1
q,kfj,q,kvj,q,k(t, L).

Оцiнимо

∥u;H1∥2 ≤ C−1
9

∞∑
k=1

∞∑
q=0

1∑
j=0

|λq,k|−2|fj,q,k|2 ≤

≤ 1

λ21,1
C−1

9

∑
j,q,k

|fj,q,k|2.

Враховуючи нерiвнiсть (39), отримаємо

∥u;H1∥2 < C13∥f ;H1∥2, C13 =
1

λ21,1
C10C

−1
9 .

Отже, u ∈ H1.
Введемо позначення κj,p,q,k :=

∆−1
1,1,q,k∆j,p,q,k, j = 0, 1, q = 0, 1, ..., k =

1, 2, . . . .

Зауваження 7. З нерiвностi (35) маємо
оцiнки

C17 ≤ κj,q,k ≤ C18, j = 0, 1,

q = 0, 1, ..., k = 1, 2, . . . .

Покажемо, що функцiї φ(t) := A2nu(t)
та ψ(t) := (−1)nD2n

t u(t) належать до про-
стору H1.

Розвинемо функцiї φ(t) i ψ(t) у ряди за
системою V (L):
φ(t) =

∑
j,q,k

fj,q,kz
2n
k λ

−1
q,kvj,q,k(t, L),

ψ(t) :=
∑
j,q,k

fj,q,kλ
−1
q,kD

2n
t vj,q,k(t, L).

З рiвняння (1) маємо

ψ(t) = f(t) + f1(t) + f2(t),

f1(t) :=
∞∑

q,k=1

f0,q,kλ
−1
q,kξq,kτ0,q(t)vk,

f2(t) :=
∞∑

q,k=1

f0,q,khq,k(t)vk,
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hq,k(t) :=
∞∑

q,k=1

f0,q,kλ
−1
q,k

n∑
p=1

ηp,q,kD
2n
t κj,p,q,k×

×z2,p,q,k(t)vk,

hq,k(t) := λ−1
q,k

n∑
p=1

ηp,q,k

n∑
j=2

n∑
r=1

βrz
2n−2r
k

×ω2r−1
j,q,k κj,q,kz0,j(t, q, k).

Беручи до уваги умову P3 та нерiвнiсть (39),
дiстанемо нерiвнiсть

∥A2nu;H1∥2 ≤ C20∥f ;H1∥2, C20 = C1C10.
Нехай γj,q,k := λ−1

q,kρ
2n
q , q =

0, 1, ..., =̨1, 2, ....
Розглянемо системи функцiй

V ⊂ H1, V := {vj,q,k(t) := γj,q,kvj,q,k(t, L),

j = 0, 1, q = 0, 1, ..., k = 1, 2, ....}

V1 ⊂ H1, V1 := {v1j,q,k(t) := λ−1
q,kD

2n
t ×

×vj,q,k(t, L), j = 0, 1, q = 0, 1, ..., k = 1, 2, ...}

Оскiльки умови P1 − P3 виконуються, то
C21 ≤ |γj,q,k| ≤ C22. Отже, оператор, який
вiдображає елементи системи V (L) в еле-
менти системи V1, є iзоморфiзмом простору
H1.

Тому система функцiй V є базою Рiса в
просторi H1.

Нехай v2j,q,k(t) := v1j,q,k(t)− vj,q,k(t), q, k =
1, 2, ....

Беручи до уваги розвинення функцiї
ψ(t), отримуємо
v20,q,k(t) := λ−1

q,kξq,kτ1,q(t) +

λ−1
q,k

n∑
p=1

ηp,q,k
n∑
j=2

n∑
r=1

βrz
2n−2r
k ω2r−1

j,q,k κj,q,kz0,j(t, q, k) ∈

H0,1,
v21,q,k(t) := 0, q = 0, 1, ..., k = 1, 2, ....

Лема 8. Нехай виконуються умови P1 −
P3. Тодi система функцiй V1 є повною та
мiнiмальною просторi H1.

Розглянемо оператор R1 : H1 →
H1, R1vj,q,k(t, L0) := v1j,q,k(t), j = 0, 1, q, k =
1, 2, ... . Оператор R1 можна подати сумою
операторiв R1 = Q1 + S1, де Q1 : H1,p →
H1,p, p = 0, 1, Q1τj,q(t) = γj,q,kτj,q(t), j =
0, 1, q = 0, 1, ..., , k = 1, 2, ..., S1 : H1,0 →

H1,1, H1,1 → 0. Вiд протилежного встанов-
люється тотальнiсть ( повнота) системи V1
в просторi H1. Оскiльки Q1, Q−1

1 ∈ [H1]
та оператор R1 є щiльно визначеним в про-
сторi, то iснує обернений R−1

1 = Q−1
1 −

Q−1
1 S1Q

−1
1 . Тому система V1 має бiортого-

нальну cистему в просторi H1.

Лема 9. Нехай виконуються умови P1 −
P3. Тодi система функцiй V1 є майже нор-
мованою та квадратично близькою до си-
стеми V.

Доведення. З умови P3 маємо
λ−1
q,kξq,k = O(q−1), q = 1, 2, ....

Враховуючи умову P2 та обмеженiсть
послiдовностi {κj,q,k}∞q=1, отримуємо рiв-
нiсть

|
n∑
p=1

ηp,q,k
n−1∑
r=1

βrz
2n−2r
k ω2r−1

j,q,k κj,q,k| =

O(q−1), q = 1, 2, ....
Повна в просторi H1 система V1 є ква-

дратично близькою до системи V, що є ба-
зою Рiса. Тому, згiдно теореми Н.К. Барi [8],
система функцiй V1 є базою Рiса .

Iз визначення функцiї ψ(t) маємо ψ(t) =
∞∑
k=1

∞∑
q=1

1∑
j=0

fj,q,kv
1
j,q,k(t)

∥ψ;H1∥2 ≤ C23∥f ;H1∥2.

Тому, приймаючи до уваги означення норми
у просторi H2, отримаємо остаточну оцiнку

∥u;H2∥2 ≤ C24∥f ;H1∥2, C24 = C13+C20+C23.
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