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АПРОКСИМАЦIЯ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ
РIВНЯНЬ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

Дослiджуються схеми апроксимацiї систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз бага-
тьма запiзненнями. Розглянуто їх застосування для наближення неасимптотичних коренiв
квазiполiномiв, дослiдження стiйкостi розв’язкiв та побудови коефiцiєнтних областей стiйко-
стi лiнiйних рiвнянь iз запiзненням.

Ключовi слова: лiнiйнi диференцiально-рiзницевих рiвняння, запiзнення, квазiполiном,
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An approximation scheme of systems of linear differential equations with many delays is
investigated. We considered its application for the approximated finding of non-asymptotic roots
of quasi-polynomials. Also we investigate stability of solutions and coefficient areas of linear di-
fferential equations with delays.
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Вперше задача про апроксимацiю лiнiй-
них стацiонарних рiвнянь iз запiзненням
розглянута М.Є. Салуквадзе [1] та Ю.М. Рє-
пiним i В.Є. Третьяковим [2], але без до-
слiдження збiжностi наближень. У працi [3]
М.М. Красовський розглянув лiнiйну систе-
му iз запiзненням

dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (1)

де x ∈ Rn, A,B - сталi n×m матрицi. Вста-
новлено, що розв’язок початкової задачi для
системи iз запiзненням (1) можна апрокси-
мувати розв’язками задачi Кошi для спе-
цiальної системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь на скiнченному iнтервалi t ∈
[0, τ ], T > 0.

Дослiдження схем апроксимацiї лiнiйних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь з бага-
тьма запiзненнями

dx

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi),

де A,Bi, i = 1, k - n×n сталi матрицi, x ∈ Rn,
0 < τ1 < ... < τk розглядались в роботi [5]
О.В.Матвiя та I.М. Черевка.

Дослiдження зв’язкiв мiж розв’язка-
ми лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь та розв’язками вiдповiдних апрокси-
муючих систем лiнiйних звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь дозволило побудувати
алгоритми наближеного знаходження неа-
симптотичних коренiв квазiполiомiв. За до-
помогою цих алгоритмiв запропонована ме-
тодика дослiдження стiйкостi роз’язкiв лi-
нiйних стацiонарних систем iз сталим запi-
зненням [5,6], а також розроблено констру-
ктивнi алгоритми побудови областей стiйко-
стi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями
[7,8].

1. Схема апроксимацiї. Розглянемо
початкову задачу для лiнiйної системи
диференцiально-рiзницевих рiвнянь

dx

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (2)

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], (3)

де A,Bi, i = 1, k - сталi n×n матрицi, x ∈ Rn,
0 < τ1 < τ2 < ... < τk = τ, φ ∈ C[−τ, 0].

Поставимо у вiдповiднiсть системi (2) за
схемою Красовського-Рєпiна [3, 9] систему
звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)
dt

= Az0(t) +
k∑
i=1

Bizli(t), li = [ τim
τ
]

dzi(t)
dt

= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m,

(4)
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µ = m
τ
, m ∈ N з початковими умовами

zj(0) = φ(−τj
m

), j = 0,m. (5)

Будемо говорити, що система звичайних
диференцiальних рiвнянь (4) апроксимує си-
стему рiвнянь iз запiзненням (2) на скiнчен-
ному iнтервалi [0, T ], якщо справджуються
спiввiдношення

||x(t − tj
m
) − zj(t)|| → 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ]

при m→ ∞.

Теорема 1. Розв’язок задачi Кошi (4)-(5)
апроксимує розв’язок початкової задачi (2)-
(3) при t ∈ [0, T ] i m→ ∞.

Доведення теореми 1 легко одержати ана-
логiчно як в теоремi 1[10]

2. Про стiйкiсть лiнiйних систем iз
запiзненням. Дослiдження стiйкостi си-
стем iз запiзненням (2) на даний час є однiєю
iз найбiльш важливих для практики задач.

Теорема 2. [11] Для того, щоб нульовий
розв’язок системи (2) був експоненцiально
стiйким необхiдно i досить, щоб всi коренi
його характеристичного рiвняння

D(λ) = det(λE − A−
k∑
i=1

Bie
−λτi) = 0 (6)

лежали у пiвплощинi

Reλ < 0. (7)

Безпосереднє обчислення нулiв квазiполi-
нома (6) або аналiз їх локалiзацiї є достатньо
складною задачею, особливо для систем ви-
сокого порядку. Можливiсть дослiдження
експоненцiальної стiйкостi (нестiйкостi) си-
стеми (2) за допомогою аналiзу апроксиму-
ючої системи звичайних диференцiальних
рiвнянь забезпечує наступне твердження.

Теорема 3. [4] Якщо нульовий розв’язок
рiвняння (2) експоненцiально стiйкий (не-
стiйкий), тодi iснує m0 > 0, таке, що
при m ≥ m0 нульовий розв’язок системи
(4) експоненцiально стiйкий (нестiйкий).
Якщо для всiх m ≥ m0 нульовий розв’язок
системи (4) експоненцiально стiйкий (не-
стiйкий), то й нульовий розв’язок рiвняння
(2) експоненцiально стiйкий (нестiйкий).

Застосовуючи теорему 3 можна одержати
ефективний алгоритм дослiдження системи
(2) на експоненцiальну стiйкiсть. Характе-
ристичний многочлен апроксимуючої систе-
ми (4) має вигляд

Ψm(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE −A 0 ... −B1 ... −Bk

−µE (µ+ λ)E ... 0 ... 0
0 −µE ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 ... (µ+ λ)E ... 0
... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ... (µ+ λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(8)
Елементи визначника (7) матрицi розмiр-

ностi n×n. Використовуючи те, що в першо-
му рядку визначника ненульовi блоки зна-
ходяться на позицiях lj, j = 0, k нескладно
одержати для (7) таке спiввiдношення

Ψm(λ) =

= det(λE−A−
k∑
i=1

Bi(
µ

µ+ λ
)li)(µ+λ)mn = 0.

(9)
Дослiдимо зв’язок мiж квазiполiномом (6) i
характеристичним многочленом (8).

Лема 1. Для фiксованих λ ∈ Z послiдов-
нiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
,m ∈ N (10)

збiгається при m → ∞ до квазiполiнома
(6).

Доведення. Враховуючи позначення
µ = m

τ
i рiвнiсть (8) маємо

Hm(λ) = det(λE − A−
k∑
i=1

Bi(
µ

µ+ λ
)li)

На пiдставi вiдомої границi

lim
m→∞

(
m

m+ λτ
)
τim

τ = e−λτi

та означення числа li одержуємо рiвнiсть

lim
m→∞

(λE − A−
k∑
i=1

Bi(
m

m+ λτ
)li) =
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= (λE − A−
k∑
i=1

Bie
−λτi).

Отже, переходячи в рiвностi (9) до гра-
ницi при m → ∞, для фiксованого λ ∈ Z,
одержимо

lim
m→∞

Hm(λ) = D(λ). (11)

Лема 1 доведена.
Зауваження. Оскiльки нулi функцiй

Ψm(λ) i Hm(λ), згiдно з рiвнiстю (9), збiга-
ються, то коренi характеристичного рiвня-
ння (7) можна брати за наближенi значен-
ня коренiв квазiполiнома D(λ). Обчислюю-
чи коренi характеристичного многочлена (7)
за допомогою стандартних процедур у спе-
цiалiзованих пакетах Mathematica, Maple,
Mathlab, MathCad при рiзних значеннях за-
пiзнення τ , для яких зберiгається стiйкiсть
апроксимуючої системи (3) встановлюємо,
згiдно теореми 3, стiйкiсть системи iз запi-
зненням (1), а також можемо знайти верхню
межу величини запiзнення τ , для якої систе-
ма (3), а значить i система iз запiзненням (1)
є експоненцiально стiйкою.

3. Коефiцiєнтнi областi стiйко-
стi. Розглянемо застосування методу
Д-розбиття [12] для побудови та аналiзу ко-
ефiцiєнтних областей стiйкостi на прикладi
найпростiшого диференцiального рiвняння
iз запiзненням

x′(t) + ax(t) + bx(t− τ) = 0, a, b ∈ R, τ > 0,
(12)

квазiполiном якого має вигляд

Φ(λ) = λ+ a+ be−λτ = 0. (13)

Розiб’ємо простiр коефiцiєнтiв рiвняння
(12) лiнiями, яким вiдповiдають квазiполi-
номи, що мають хоча б один корiнь на уявнiй
осi. Таке розбиття називається Д-розбиттям.
Кожнiй областi такого Д-розбиття вiдповiд-
ають квазiполiноми з однаковою кiлькiстю
нулiв з додатною дiйсною частиною. Зна-
йшовши область, якiй вiдповiдають квазi-
полiноми, що не мають нулiв з додатною
дiйсною частиною, одержимо коефiцiєнтну
область асимптотичної стiйкостi розв’язкiв
рiвняння (12).

При λ = 0 маємо одну iз лiнiй Д-розбиття

a+ b = 0. (14)

Якщо квазiполiном (13) має чисто уявний
корiнь λ = iω, i =

√
−1, ω ∈ R, тодi

iω + a+ be−iωτ = 0.

Видiляючи дiйсну та уявну частину одержи-
мо рiвняння iншої границi Д-розбиття в па-
раметричнiй формi:

a = −ωcosωτ
sinωτ

, b =
ω

sinωτ
, 0 < ω <

π

τ
. (15)

Лiнiї (14),(15) в областi коефiцiєнтiв (a, b)
утворюють Д-розбиття, яке зображене на

Рис.1
При a > 0 i b = 0 квазiполiном (13) не

має коренiв з додатнiми дiйсними частина-
ми, отже область I є областю асимптотичної
стiйкостi рiвняння (12).

Аналiзуючи рис.1 маємо, що область II,
де a + b < 0 є областю нестiйкостi при до-
вiльному запiзненнi τ . Якщо a + b > 0 та
a > |b| маємо область асимптотичної стiйко-
стi при будь-якому запiзненнi τ > 0.

При a+ b > 0 та b > |a| можемо попадати
як в область асимптотичної нестiйкостi III
так i в область асимптотичної стiйкостi I в
залежностi вiд значення запiзнення τ .
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Якщо a та b фiксованi коефiцiєнти рiвня-
ння (12) то iз спiввiдношень (15) знаходи-
мо параметри ω i τ , при яких границя Д-
розбиття (15) проходить через точку (a, b):

ω = bsin(cos−1(−a
b
)),

τ =
cos−1(−a

b
)

bsin(cos−1(−a
b
))
.

(16)

Спiввiдношення ( 16) – це точне значен-
ня верхньої межi запiзнення τ для рiвняння
(12) при якому ще зберiгається асимптоти-
чна стiйкiсть [13].

Як приклад розглянемо лiнiйне диферен-
цiальне рiвняння iз запiзненням

x′(t) + 3x(t) + 3, 1x(t− τ) = 0. (17)

Верхня межа запiзнення для якої нульо-
вий розв’язок рiвняння ( 17) є асимптотично
стiйкий, згiдно оцiнок одержаних в [14], за-
дається спiввiдношенням τ ≤ 0, 3226. Обчи-
слюючи значення верхньої межi запiзнення
τ за формулою ( 16) дiстаємо, що стiйкiсть
зберiгається при τ < 3, 6963.
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