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УМОВИ РОЗВ’ЯЗНОСТI НЕЛОКАЛЬНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ОПЕРАТОРНИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

У ПРОСТОРАХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ-ТЕЙЛОРА

Встановлено умови однозначної розв’язностi нелокальних крайових задач для диферен-

цiальних рiвнянь з оператором диференцiювання B = (B1, B2, . . . , Bp), де Bj ≡ zj
∂

∂zj
,

j = 1, . . . , p, у просторах функцiй багатьох комплексних змiнних, що є рядами Дiрiхле-
Тейлора з фiксованим спектром. Доведено теореми метричного характеру про оцiнки знизу
малих знаменникiв, що виникли при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, з яких випли-
ває їх однозначна розв’язнiсть для майже всiх векторiв, складених з коефiцiєнтiв рiвнянь
та параметрiв крайових умов. Оцiнки малих знаменникiв залежать вiд асимптотики спектру
рядiв Дiрiхле-Тейлора.

We establish solvability conditions of non-local boundary value problems for differential equati-

ons with the operator B = (B1, B2, . . . , Bp), where Bj ≡ zj
∂

∂zj
, j = 1, . . . , p, in the spaces of

several complex variables functions, which are Dirichlet-Taylor series with fixed spectrum. Using
a metric approach we prove theorems about lower estimations of small denominators, that arising
in the construction of the solutions of these problems, which indicate their unique solvability for
almost all vectors composed of equations coefficients and boundary conditions parameters. Esti-
mations of small denominators depends on the asymptotic of Dirichlet-Taylor series
spectrum.

1. Вступ. Дослiдженню нелокальних
крайових задач для рiзних типiв диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними
присвячено роботи багатьох дослiдникiв, на-
приклад [2, 4, 5, 6, 12]. Це зумовлено рiзни-
ми причинами, серед яких, насамперед, по-
будова загальної теорiї крайових задач та
практичне використання цих задач, як мо-
делей рiзних фiзичних процесiв (коливання
систем, поширення електромагнiтних хвиль
та iн.). Однак нелокальнi задачi є умов-
но коректними, а їх розв’язнiсть у бага-
тьох випадках пов’язана з проблемою ма-
лих знаменникiв, якi виникають при побу-
довi розв’язкiв. Такi задачi, за допомогою
метричного пiдходу до оцiнювання малих
знаменникiв, розглядалися у дiйснiй облас-
тi, наприклад, у роботах [1, 4, 11].

У данiй статтi дослiджено нелокальнi
крайовi задачi для однорiдних та неодно-
рiдних диференцiальних рiвнянь з операто-
ром диференцiювання B = (B1, B2, . . . , Bp),

де Bj ≡ zj
∂

∂zj

, j = 1, . . . , p, який дiє на

функцiї просторових комплексних змiнних
(z1, . . . , zp). Особливiстю цiєї роботи є вста-
новлення умов однозначної розв’язностi да-
них задач у класi функцiй багатьох компле-
ксних змiнних. Доведено теореми метрично-
го характеру про оцiнки знизу малих зна-
менникiв, що виникли при побудовi розв’яз-
кiв дослiджуваних задач, з яких випливає їх
однозначна розв’язнiсть у просторах функ-
цiй, що є рядами Дiрiхле-Тейлора з заданим
спектром, для майже всiх векторiв, компо-
ненти яких виражаються через коефiцiєнти
рiвнянь та параметри крайових умов. Час-
тинний випадок даних задач з цiлочисловим
спектром дослiджено у роботi [9]; особливо-
стi випадку p = 1 встановлено у роботi [10].

2. Введення просторiв та основних
позначень. Введемо наступнi позначення:
S однозв’язна область проколотої у нулi
комплексної площини, тобто S ⊂ C \ {0},
Dp —цилiндрична область [0, T ] × Sp, де
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T>0, p ≥ 2.
Введемо множину

N = {νk = (νk1, . . . , νkp) ∈ Rp : k ∈ Zp},
яку будемо використовувати при означеннi
просторiв i називати спектром функцiї. На
елементи множини N накладемо наступнi
умови:

i) при k 6= r виконується нерiвнiсть νk 6= νr,
тобто вiдображення k 7→ νk є бiєктив-
ним вiдображенням Zp на множину N ;

ii) ν̃k →∞ при k →∞, де

ν̃k =
√

1 + ν2
k1 + . . . + ν2

kp.

Нехай WN —лiнiйний простiр кратних
скiнченних сум (основних функцiй) вигляду

P (z) =
∑

k

Pkz
νk =

=
∑

k1

. . .
∑

kp

Pk1,...,kpz
νk1
1 . . . z

νkp
p ,

де z=(z1, . . . , zp)∈Sp, Pk —комплекснi коефi-
цiєнти, k=(k1, . . ., kp) ∈ Zp, zνk=zνk1

1 . . .z
νkp
p .

Простiр WN ′ спряжений з простором
WN ; це простiр узагальнених функцiй (лi-
нiйних неперервних функцiоналiв), якi є
формальними рядами Q(z) =

∑
k∈Zp

Qkz
νk , що

дiють на основну функцiю P ∈ WN за пра-
вилом 〈P,Q〉 =

∑
k

QkP k. У випадку νkj
< 0,

j = 1, . . . , p, ряди Q(z) називають рядами
Дiрiхле-Тейлора.

Позначимо HNq(Sp), q ∈ R, — гiльбертiв
простiр функцiй ψ(z) =

∑
k∈Zp

ψkz
νk зi спект-

ром N iз заданим скалярним добутком

(ψ, ϕ)HNq(Sp) =
∑

k∈Zp

ν̃2q
k ψkϕk,

i нехай ‖ψ‖2
HNq(Sp) = (ψ, ψ)HNq(Sp); а

HN n
q (Dp), q ∈ R, — банахiв простiр функцiй

u = u(t, z) таких, що похiднi
∂ru(t, z)

∂tr
, де

∂ru(t, z)

∂tr
=

∑
k∈Zp

u
(r)
k (t)zνk , r = 0, 1, . . . , n,

для кожного t ∈ [0, T ] належать до просто-
рiв HNq−r(Sp) вiдповiдно i неперервнi за t
у цих просторах. Квадрат норми у просторi
HN n

q (Dp) дає формула:

‖u‖2
HNn

q (Dp) =
n∑

r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥
2

HNq−r(Sp)
.

У просторi WN ′ запровадимо оператори

Bj ≡ zj
∂

∂zj

, j = 1, . . . , p, узагальненого ди-

ференцiювання, зокрема Bj(z
νk) = νkj

zνk , а
також степенi даних операторiв

B0
j u ≡ u, Bl

ju = Bj(B
l−1
j u), l = 1, . . . , n.

З узагальнених операторiв B1, . . ., Bp скла-
демо оператор B = (B1, B2, . . . , Bp) i позна-
чимо Bs = Bs1

1 . . . B
sp
p .

Позначимо область OR —круг радiуса R
iз центром у початку координат комплексної
площини C та параметр µ ∈ C.

3. Постановка задачi та умови
розв’язностi. В областi Dp розглянемо за-
дачу з двоточковими неоднорiдними нело-
кальними умовами для однорiдного дифе-
ренцiально-операторного рiвняння зi стали-
ми коефiцiєнтами

L
( ∂

∂t
, B

)
u =

∑

s0+|s|≤n

as0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= 0, (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= ϕm, (2)

де m = 0, 1, . . . , n − 1, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+,

|s|=s1+ . . .+sp, as0,s∈C, an,0 = 1, u—шукана
функцiя, а ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm−1 — заданi функцiї.

Дослiдимо питання однозначної роз-
в’язностi задачi (1), (2) у класi функцiй
зi спектром N , а саме у просторi HN n

q (Dp).
Якщо u ∈ HN n

q (Dp) i u =
∑

k∈Zp

uk(t)z
νk , то

Bju =
∑

k∈Zp

νkj
uk(t)z

νk , тому

Bju ∈ HN n
q−1(Dp), j = 1, . . . , p.

Аналогiчно, справедливими є включення

Bsu ∈ HN n
q−|s|(Dp),

L
( ∂

∂t
, B

)
u ∈ HN 0

q−n(Dp),

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 57



Mmu ∈ HNq−m(Sp),

де m = 0, 1, . . . , n − 1. Тодi з необхiднiстю
фукнцiї ϕm ∈ HNq−m(Sp), m = 0, 1, . . . , n−1,
i їх розвинення у ряди Фур’є мають вигляд
ϕm(z) =

∑
k∈Zp

ϕmkz
νk .

Вважаємо, що коефiцiєнти as0,s рiвняння
(1) розглядаються у крузi OA, параметр µ
з умов (2) — у крузi OM , де A та M —дода-
тнi фiксованi числа. Комплексний простiр C
ототожнюємо з дiйсним простором R2 з мi-
рою Лебега у ньому.

Нехай для кожного вектора

ν = (ν1, . . . , νp) ∈ Rp

число ν̃ i функцiю ζN (x) : R → R визна-
чають вiдповiдно формули

ν̃ =
√

1 + ν2
1 + . . . + ν2

p ,

ζN (x) =
∑
ν∈N

ν̃−x.

Очевидно, що для x ≤ 0 ряд
∑

ν∈N
ν̃−x є роз-

бiжним. Припустимо, що ζN (θ) < ∞ для
деякого θ > 0, тодi ζN (x) < ζN (θ) < ∞ для
всiх x ≥ θ, тобто ζN iснує на iнтервалi [θ,∞).

Число θ задає асимптотику спектру N ,
а саме швидкiсть зростання послiдовностi
νk при k→∞. Зокрема, у випадку νk = k
функцiя ζN (x)=

∑
k∈Zp

k̃−x iснує для кожного

x ≥ θ > p. В iншому випадку, коли
νk = (kα1

1 , . . . , k
αp
p ), де α1 > 0, . . . , αp > 0,

функцiя

ζN (x) =
∑

k∈Zp

(1 + k2α1
1 + . . . + k2αp

p )−x/2

iснує для кожного x ≥ θ > p/α, тобто на
iнтервалi (p/α,∞), де α = min

1≤i≤p
{αi}. Отже,

граничне значення для числа θ залежить вiд
розмiрностi областi Dp (пряма залежнiсть)
та швидкостi зростання спектру N (оберне-
на залежнiсть).

Означення. Пiд розв’язком задачi (1),
(2) будемо розумiти функцiю u = u(t, z) iз
значеннями u(t, ·) у просторi WN ′ для кож-
ного t ∈ [0, T ], яка задовольняє рiвняння

(1) i умови (2) та належить до простору
HN n

q (Dp).
Розв’язок задачi (1), (2) має вигляд

u(t, z) =
∑

k∈Zp

uk(t)z
νk , (3)

де νk належить спектру N , а uk(t)—невiдо-
мi функцiї, якi потрiбно визначити.

Запишемо оператор L
( ∂

∂t
, B

)
з рiвняння

(1) у виглядi такої суми:

L
( ∂

∂t
, B

)
=

∂n

∂tn
+

n∑
j=1

bj(B)
∂n−j

∂tn−j
,

де для кожного j = 1, . . . , n коефiцiєнти
bj(B) є многочленами вiд оператора B

bj(B) =

j∑

|s|=0

an−j,sB
s =

=

j∑

|s|=0

an−j,s1,...,spB
s1
1 . . . Bsp

p .

Функцiя uk = uk(t), k ∈ Zp, з формули (3)
є класичним розв’язком вiдповiдної задачi
для звичайного диференцiального рiвняння

u
(n)
k +

n∑
j=1

bj(νk)u
(n−j)
k = 0, (4)

µu
(m)
k

∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣
t=T

= ϕmk, (5)

де m = 0, 1, . . . , n− 1, i для кожного ν ∈ Rp

bj(ν)=

j∑

|s|=0

an−j,sν
s =

j∑

|s|=0

an−j,s1,...,spν
s1
1 . . . νsp

p .

Для побудови розв’язку задачi (4), (5)
пронормуємо коефiцiєнти bj(ν), j = 1, . . . , n,
рiвняння (4), подаючи їх у виглядi

bj(ν) = ν̃j b̃j(ν).

Оскiльки коефiцiєнти bj(ν) лiнiйно зале-
жать вiд параметрiв an−j,s, якi у рiвняннi (1)

є коефiцiєнтами при Bs ∂
n−ju

∂tn−j
, |s| ≤ j, то i

величини b̃j(ν) також лiнiйно залежать вiд
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an−j,s i рiвномiрно обмеженi за ν, j i as0,s.
Тодi для b̃j(ν) можна записати нерiвнiсть

|b̃j(ν)| ≤ max
|s|≤j

|an−j,s| 1

ν̃j

j∑

|s|=0

|νs| ≤

≤ A

j∑
σ=0

1

ν̃j−σ

∑

|s|=σ

p∏

l=1

( |νl|
ν̃

)sl

≤

≤A

j∑
σ=0

ν̃σ−j
∑

|s|=σ

1=A

j∑
σ=0

ν̃σ−jCσ
σ+p−1≤ACj

p+j.

Числа λ1 = λ1(ν), . . . , λn = λn(ν) є коре-
нями многочлена

Pν(λ) =
n∏

j=1

(λ− λj(ν)) = λn +
n∑

j=1

b̃j(ν)λn−j.

Для них виконуються такi нерiвностi [13]:

|λj(ν)| ≤ 1 + max{|b̃1(ν)|, . . . , |b̃n(ν)|} <

< A1 = 1 + Cn
p+nA. (6)

Числа γj(ν) = ν̃λj(ν) є коренями характе-
ристичного рiвняння

γn + b1(ν)γn−1 + . . . + bn(ν) = 0

для диференцiального рiвняння (4).
Позначимо через N∆ множину тих векто-

рiв ν ∈ N , при яких многочлен Pν(λ) має
кратнi коренi, а вiдповiдну множину векто-
рiв k —через K∆. У випадку рiзних коренiв
λ1(ν), . . . , λn(ν), тобто ν ∈ N\N∆, загальний
розв’язок рiвняння (4) має вигляд

uk(t) =
n∑

l=1

Ckle
ν̃kλl(νk)t, k ∈ K \K∆, (7)

де Ckl —довiльнi комплекснi сталi.
Якщо uk(t) є розв’язком задачi (4), (5), то

C̃kl = (µ− eν̃kλl(νk)T )Ckl, l = 1, . . . , n,

утворюють розв’язок системи лiнiйних ал-

гебричних рiвнянь



1 1 . . . 1
λ1(νk) λ2(νk) . . . λn(νk)
λ2

1(νk) λ2
2(νk) . . . λ2

n(νk)
. . . . . . . . . . . .

λn−1
1 (νk) λn−1

2 (νk) . . . λn−1
n (νk)



×

×




C̃k1

C̃k2

C̃k3

. . .

C̃kn




=




ϕ0k

ϕ1k/ν̃k

ϕ2k/ν̃
2
k

. . .
ϕn−1,k/ν̃

n−1
k




(8)

з невиродженою матрицею Вандермонда(
λα−1

j (νk)
)n

j,α=1
i навпаки, якщо числа C̃k1,

C̃k2, . . . , C̃kn утворюють розв’язок системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (8), то функ-
цiя uk(t), що визначається формулою (7), в
якiй Ckl = C̃kl/(µ − eν̃kλl(νk)T ), є розв’язком
задачi (4), (5).

Розв’язуючи систему (8) за правилом
Крамера, одержуємо

C̃kl =
n−1∑
j=0

∆jl(νk)

∆(νk)
ν̃−j

k ϕjk, l = 1, . . . , n,

де ∆(ν) =
∏

1≤r<q≤n

(λq(ν)−λr(ν)) 6= 0— визна-

чник Вандермонда, а ∆jl(ν)—його вiдповiд-
нi алгебричнi доповнення.

Для того, щоб для кожного ν ∈ N\N∆ за-
дача (4), (5) мала єдиний класичний розв’я-
зок необхiдно i достатньо, щоб виконувалась
умова

µ /∈ {eν̃λ1(ν)T , . . . , eν̃λn(ν)T}.
З цiєї умови випливає, що

ln µ 6= ν̃λl(ν)T + i2πm,

або λl(ν) 6= ln µ− i2πm

ν̃T
, для довiльних

ν ∈ N \ N∆, m ∈ Z i l = 1, . . . , n.
У протилежному випадку, коли

µ= eν̃λl(ν)T для деяких k та l, iснує таке чи-
сло m ∈ Z, що корiнь λl(ν) визначається за
формулою

λl(ν) =
ln µ− i2πm

ν̃T
.
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Тому виконується рiвнiсть

(ln µ− i2πm)n

T nν̃n
+

n∑
j=1

b̃j(ν)
(ln µ− i2πm)n−j

T nν̃n
=0

чи еквiвалентна їй рiвнiсть при ν ∈ N

(ln µ−i2πm)n+
n∑

j=1

b̃j(ν)T j(ln µ−i2πm)n−j=0.

(9)
У випадку кратних коренiв загальний

розв’язок рiвняння (4) також буде мати виг-
ляд (7), але замiсть коефiцiєнтiв Ckl бу-
дуть многочлени Ckl(t) степеня на одиницю
меншого вiд кратностi кореня λl(ν). Тому
розв’язнiсть на множинi Z×N рiвняння (9) є
умовою не єдиностi розв’язку задачi (1), (2)
у просторi HN n

q (Dp) i для цього випадку.
Сформулюємо теорему про єдинiсть

розв’язку задачi (1), (2) у просторi
HN n

q (Dp).
Теорема 1. Для єдиностi розв’язку за-

дачi (1), (2) у просторi HN n
q (Dp) необхiд-

но i достатньо, щоб рiвняння (9) не мало
розв’язкiв на множинi Z×N .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай одно-
рiдна задача (1), (2) у просторi WN ′ має не
бiльше одного розв’язку. Якщо iснує розв’я-
зок задачi (1), (2), тодi всi функцiї uk(t) зна-
ходяться однозначно, тобто однорiдна зада-
ча (4), (5) у просторi Cn[0, T ] для всiх k ∈ Zp

має єдиний розв’язок. Отже,

∆ ·
n∏

l=1

(µ− eν̃λl(ν)T ) 6= 0

при ν ∈ N \ N∆, тобто µ 6= eν̃λl(ν)T при
l = 1, . . . , n. Таким чином, рiвняння (9) не
має розв’язкiв на множинi Z×N . Аналогiч-
нi нерiвностi отримуємо при ν ∈ N∆.

Достатнiсть. Доведемо методом вiд
супротивного. Нехай пара (m∗, νk∗) є
розв’язком рiвняння (9) на множинi Z×N .

Тодi, вважаючи λ1(νk∗) =
ln µ− i2πm∗

ν̃k∗T
, де

νk∗ = (νk∗1, . . . , νk∗p), однорiдна задача (4),
(5) має розв’язок eν̃k∗λ1(νk∗ )T = e(ln µ−i2πm∗)t/T .
Отже, звiдси випливає, що задача (1), (2)
у просторi WN ′ має неєдиний розв’язок,

оскiльки функцiї

u∗(t, z) = C0z
νk∗e(ln µ−i2πm∗)t/T ,

де C0 —довiльна комплексна стала, є
розв’язками вiдповiдної однорiдної задачi.

Теорему доведено.
В умовах теореми 1 для довiльного

k ∈ Zp розв’язок uk(t) задачi (4), (5) iснує,
при k ∈ Zp \K∆ має такий вигляд:

uk(t) =
n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(νk)

∆(νk)

eν̃kλl(νk)t

µ− eν̃kλl(νk)T
ν̃−j

k ϕjk,

(10)
i оцiнюється разом зi своїми похiдними по-
рядку r = 0, 1, . . . , n

|u(r)
k (t)|2 ≤ n3 1

|∆(νk)|2 max
j,l

|∆jl(νk)|2×

×|λl(νk)|2r max
1<l<n

∣∣∣∣
eν̃kλl(νk)t

µ−eν̃kλl(νk)T

∣∣∣∣
2n−1∑

j=0

|ν̃r−j
k ϕjk|2.

На основi формул (3) i (10) отримаємо
формальне зображення розв’язку задачi (1),
(2) з простору HN n

q (Dp) у виглядi ряду

u(t, z) =
∑

k∈K∆

uk(t)z
νk+

+
∑

k∈Zp\K∆

n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(νk)

∆(νk)

eν̃kλl(νk)t

µ−eν̃kλl(νk)T
ν̃−j

k ϕjkz
νk

(11)

Оскiльки ∆jl(ν)— визначники порядку
n − 1, що мають обмеженi елементи, якi є
степенями чисел λ1(ν), . . . , λn(ν), то з нерiв-
ностi (6) для довiльних ν ∈ Rp маємо оцiнку

|∆jl(ν)| < (n− 1)!A
n(n−1)/2
1 . (12)

Сформулюємо i доведемо теорему iсну-
вання та єдиностi розв’язку задачi (1), (2)
у просторi HN n

q (Dp).
Теорема 2. Нехай задача (1), (2) має

єдиний розв’язок у просторi WN ′, тобто
справджуються умови теореми 1, та для
деяких дiйсних чисел η1, η2 для всiх (крiм
скiнченного числа) векторiв ν ∈ N вико-
нуються нерiвностi

|∆(ν)| ≥ ν̃−η1 , (13)

60 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.



∣∣∣∣
eν̃λl(ν)t

µ− eν̃λl(ν)T

∣∣∣∣ ≤ ν̃η2 , l = 1, . . . , n. (14)

Якщо ϕ0 ∈ HNψ(Sp), ϕ1 ∈ HNψ−1(Sp), . . . ,
ϕn−1 ∈ HNψ−n+1(Sp), де ψ = q + η1 + η2,
то iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з
простору HN n

q (Dp), який неперервно зале-
жить вiд функцiй ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1.

Доведення. З умов теореми випливає,
що для всiх ν ∈ N виконується оцiнка

∣∣∣∣
eν̃λl(ν)t

µ− eν̃λl(ν)T

∣∣∣∣ ≤ C1ν̃
η2

для кожного l = 1, . . . , n, де C1 —додатня
стала, i для всiх ν ∈ N \ N∆ справджується
нерiвнiсть (13). Тодi для всiх векторiв з мно-
жини N \ N∆ для кожного r = 0, 1, . . . , n
справедливi нерiвностi

|u(r)
k (t)|2 ≤ C2|ν̃k|2η1+2η2

n−1∑
j=0

|ν̃r−j
k ϕjk|2, (15)

де C2 = n3A
n(n−1)+2r
1

(
(n − 1)!

)2, t ∈ [0, T ].
Нерiвностi (15) отримано на основi оцiнок
(12)— (14).

Оскiльки за умовою теореми протилежна
до (13) оцiнка |∆(ν)| < ν̃−η1 виконується для
скiнченного числа векторiв ν, то множина
K∆, як її пiдмножина, також є скiнченною.
Тому з оцiнки (15) одержимо нерiвнiсть

‖u‖2
HNn

q (Dp)≤C3

n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
HNψ−j(Sp),

де C3 > 0— величина, яка залежить вiд кое-
фiцiєнтiв рiвняння (1). З отриманої нерiв-
ностi випливає твердження теореми.

Теорему доведено.
Розглянемо умови, при яких виконується

нерiвнiсть (13). Для цього подамо лiву час-

тину Lu = L
( ∂

∂t
, B

)
u рiвняння (1) у виглядi

Lu = a0,n,0,...,0B
n
1 u + . . . + a0,0,...,nB

n
p u + L1u

i вивчатимемо нерiвнiсть (13) у залежностi
вiд вектора (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ∈ Op

A.
Теорема 3. Для майже всiх (стосов-

но мiри Лебега в просторi R2p) векторiв

(a0,n,0,...,0, . . ., a0,0,...,n) з множини Op
A нерiв-

нiсть (13) виконується при

η1 > (n− 1)θ/2

для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв
ν ∈ N .

Доведення. Величина

∆2(ν) =
∏

1≤r<q≤n

(λq(ν)− λr(ν))2

є дискримiнантом D(ν) полiнома Pν(λ),
який визначається за коефiцiєнтами цього
полiнома [3]:

D(ν) = (−1)n(n−1)/2

∣∣∣∣
(

V1

V2

)∣∣∣∣, (16)

де
(

V1

V2

)
—квадратна матриця, яка скла-

дається з блокiв V1=
(
v1

i−j(ν)
)
i V2=

(
v2

i−j(ν)
)

з n− 1 i n рядками вiдповiдно, де

v1
i−j(ν) =

{
b̃i−j(ν), j ≤ i ≤ j + n;
0, i < j, i > j + n

,

v2
i−j(ν) =

{
(n−i+j)b̃i−j(ν), j ≤ i ≤ j+n;
0, i<j, i>j+n.

Доведемо, що для майже всiх векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n), якi належать до мно-
жиниOp

A ⊂ R2p, за досить великих ν̃ справд-
жується оцiнка:

|Re D(νk)| ≥ ν̃−2η1 . (17)

Позначимо через EN множину векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n), для яких протилежна
до (17) нерiвнiсть

|Re D(ν)| < ν̃−2η1 (18)

виконується для безлiчi векторiв зi спект-
ру N , а через ENν —множину тих векто-
рiв (a0,n,0,...,0, . . ., a0,0,...,n), для яких нерiв-
нiсть (18) правильна при фiксовано-
му ν = (ν1, . . . , νp) ∈ N . Не порушуючи за-
гальностi вважатимемо, що |ν1| = max

1≤i≤p
|νi|.

Коефiцiєнт a0,n,0,...,0 позначимо через
α = α1 + iα2, де α1 —дiйсна, а α2 —уявна
частини α. Iз (16) видно, що

D(ν) = (−1)n(n−1)nnb̃n−1
n (ν) + Fν =

= (−1)n(n−1)nn
(ν1

ν̃
α+. . .

)n−1

+Fν , ν̃ 6= 1,
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звiдки

Re D(ν)=(−1)n(n−1)nn(Re b̃n(ν))n−1+F1ν=

= (−1)n(n−1)nn
(ν1

ν̃

)n−1

αn−1
1 + F̃1ν ,

де Fν мiстить степенi b̃n(ν̃) меншi за n − 1,
F1ν мiстить степенi Re b̃n(ν̃) меншi за n − 1,
а F̃1ν мiстить степенi α1 меншi за n−1. Зна-
йдемо мiру meas EN 1

ν множини EN 1
ν⊂ENν ,

для якої фiксованими є всi, крiм α1, дiй-
снi та уявнi частини компонент вектора
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n). Оскiльки виконується
нерiвнiсть:
∣∣∣∣
∂n−1Re D(ν)

∂αn−1
1

∣∣∣∣ = nn(n− 1)!
( |ν1|

ν̃

)n(n−1)

≥ C4,

де C4 = nn(n− 1)!(p + 1)−
n(n−1)

2 , то за лемою
з [1] справджується оцiнка

meas EN 1
ν ≤ min

{
2
√

A2 − α2
2,

C5(n)
( 1

C4

ν̃−2η1

) 1
n−1

}
,

де C5(n)=2n [8]. Iнтегруючи останню оцiнку
в областi [−A,A]×Op−1

A , отримаємо

meas ENν ≤ C6ν̃
− 2η1

n−1 , C6 = C6(n, p) > 0.

Дана оцiнка справджується для всiх елемен-
тiв ν ∈ N . Оскiльки

meas EN ≤
∑
ν∈N

meas ENν ≤

≤ C6

∑
ν∈N

ν̃−
2η1
n−1 = C6ζN

( 2η1

n− 1

)

i
2η1

n− 1
> θ, то meas EN ≤C6ζN (θ) < ∞. От-

же, згiдно з лемою Бореля-Кантеллi [12] мi-
ра множини EN дорiвнює нулевi.

Якщо вектор (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) 6∈ EN ,
то з формули (17) i нерiвностi

|D(ν)| ≥ |Re D(ν)|
отримаємо, що оцiнка (13) при

η1 > (n− 1)θ/2

виконується для всiх векторiв ν ∈ N (крiм
скiнченного їх числа, яке залежить вiд век-
тора коефiцiєнтiв as0,s).

Теорему доведено.
Розглянемо умови виконання нерiвностi

(14), для чого скористаємося методикою з
[7]. Позначимо

ρν(λ(ν), t) =
eν̃λt

µ− eν̃λT
,

тодi дроби з (14) дорiвнюватимуть
ρν(λl(ν), t), де l = 1, . . . , n. Послiдов-
нiсть знаменникiв функцiї ρν(λl(ν), t) може
мати збiжнi до нуля пiдпослiдовностi, тобто
мiстити малi знаменники. Для оцiнювання
величини ρν(λl(ν), t), як функцiї ν, побу-
дуємо винятковi множини малої мiри на
комплекснiй площинi для параметра µ,
використання яких є варiантом метричного
пiдходу до оцiнювання малих знаменникiв
[11].

Виберемо додатнi числа η2 та χν з умов

η2 > θ/2, χ2
ν32nT 2ζN (2η2) = π.

Нехай ε < 1 i, додатково,
√

ε < ln 2/(2χνT )
якщо n = 1; тодi для n > 1 виконується
наступна нерiвнiсть:

ln 2/(2χνT ) = ln 2
√

8nζN (2η2)/π ≥
≥

√
8n/π/2 =

√
2n/π > 1,

тобто також
√

ε < ln 2/(2χνT ).
Позначимо χ1ν=

√
εχν ν̃

−η2 , µlν(λ)=eν̃λl(ν)T , i
µν(λ)=eν̃λT . Враховуючи данi позначення,
отримаємо, що

ρν(λ(ν), t) =
eν̃λt

µ− µν(λ)
.

Виберемо множини VNl(ν) для тих
l = 1, . . . , n та ν ∈ N , що задовольняють
умову |µlν(λ)|<2M за наступною формулою:

VNl(ν) =
{

λ ∈ C : |Re (λ− λl(ν))| < χ1ν

2
,

|Im (λ− λl(ν))| < χ1ν

2

}
.

Кожна множина VNl(ν)—це квадрат
(рис. 1) зi стороною χ1ν , центром λl(ν) i вер-
шинами M−−, M−+, M++, M+− у комплекс-
нiй площинi змiнної λ. Точки M−−, M−+,
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M++, M+− зображають комплекснi числа
λl(ν) − (1 + i)χ1ν/2, λl(ν) − (1 − i)χ1ν/2,
λl(ν) + (1 + i)χ1ν/2, λl(ν) + (1 − i)χ1ν/2 вiд-
повiдно.

Reλ

Imλ

0

M−+ M++

M−− M+−

λl(ν)

VNl(ν)

χ1ν

2

χ1ν

2

χ1ν

2

χ1ν

2

2χ1ν

2χ1ν

Рис. 1. Концентричнi квадрати з центром у
точцi λl(ν): квадрат VNl(ν) зi стороною χ1ν

та квадрат iз стороною 2χ1ν . Видiлено
множину, яка є рiзницею цих квадратiв.

Нехай множина

VNl,2(ν)=
{

µ∈C :e−χ1νT/2≤
∣∣∣ µ

µlν(λ)

∣∣∣≤eχ1νT/2,

∣∣∣ arg
µ

µlν(λ)

∣∣∣≤χ1νT/2
}

є образом квадрата VNl(ν) при вiдображен-
нi λ → eν̃λT , а множина VNl,1(ν) є образом
концентричного до VNl(ν) квадрата зi сто-
роною 2χ1ν , тобто її можна задати за допо-
могою формули

VNl,1(ν)=
{

µ∈C : e−χ1νT≤
∣∣∣ µ

µlν(λ)

∣∣∣≤eχ1νT ,

∣∣∣ arg
µ

µlν(λ)

∣∣∣≤χ1νT
}

,

тодi

VNl,r(ν) =
{

µ ∈ C :
∣∣∣ arg

µ

µlν(λ)

∣∣∣≤χ1ν2
1−rT,

e−χ1ν21−rT ≤
∣∣∣ µ

µlν(λ)

∣∣∣ ≤ eχ1ν21−rT
}

.

Множина VNl,r(ν) є частиною кiльця
{

µ ∈ C : e−χ1ν21−rT ≤
∣∣∣ µ

µlν(λ)

∣∣∣ ≤ eχ1ν21−rT
}

,

яку видно з початку координат пiд кутом
χ1ν2

1−rT (див. рис. 2).

Reµ

Imµ

0 µlν(λ)

χ1νT/2

χ1νT/2

χ1νT/2

χ1νT/2

2χ1νT

M−+

1

M++

1

M+−

1

M−−

1

M−+

2

M++

2

M+−

2

M−−

2

VNl,1(ν)

VNl,2(ν)

1

Рис. 2. Образи квадратiв з рис. 1 при
вiдображеннi λ → eν̃λT .

Площа (мiра) множини VNl,1(ν), яку наз-
вемо винятковою множиною для заданого ν,
обчислюється за формулою

meas VNl,1(ν) =
2χ1νT

2π

(
π|µlν(λ)|2e2χ1νT−

− π|µlν(λ)|2e−2χ1νT
)

=

χ1νT |µlν(λ)|2(e2χ1νT − e−2χ1νT
)
.

Оскiльки e2χ1νT < 2 i

ey2χ1νT − ey1χ1νT

y2 − y1

=χ1νTey3χ1νT≤χ1νTey2χ1νT ,

де y3 ∈ (y1; y2), то

measVNl,1(ν) = 4χ1νT |µlν(λ)|2×

× e2χ1νT − e−2χ1νT

4
≤ 4

(
χ1νT |µlν(λ)|)2

e2χ1νT ≤
≤ 4(2χ1νTM)2e2χ1νT < 32(χ1νTM)2.
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Об’єднаємо винятковi множини VNl,1(ν) в
одну виняткову множину

VNε =
⋃

ν∈N ;
|µlν(λ)|≤2M

n⋃

l=1

VNl,1(ν) (19)

i знайдемо оцiнку її мiри:

meas VNε =
∑
ν∈N ;

|µlν(λ)|≤2M

n∑

l=1

meas VNl,1(ν) ≤

≤ 32(TM)2
∑
ν∈N

χ2
1ν .

Враховуючи позначення χ1ν та χν , отримує-
мо нерiвнiсть

meas VNε ≤ 32nT 2ζN (2η2)χ
2
νεM

2 =

= επM2 = ε measOM . (20)

Параметр µ вважатимемо елементом
множини OM \ VNε. Враховуючи формулу
(20), для мiри множини OM \VNε запишемо
наступну оцiнку:

meas (OM \ VNε) ≥ (1− ε)measOM .

Теорема 4. Якщо η2 > θ/2, то для всiх
µ ∈ OM \ VNε функцiя ρν(λ(ν), t) в областi
VNl(ν)× [0, T ] має оцiнку зверху

|ρν(λ(ν), t)| ≤ τ√
ε
ν̃η2 , (21)

де τ = 8 max{2, 1/|µ|}
√

2πnζN (2η2).
Доведення. Спочатку розглянемо випа-

док |µlν(λ)| ≥ 2M . У кожному квадратi
VNl(ν) виконуються нерiвностi

|µlν(λ)|e−χ1νT/2 ≤ |µν(λ)| ≤ |µlν(λ)|eχ1νT/2,

де e2χ1νT =e2
√

εχνT ν̃−η2<eν̃−η2 ln 2=2ν̃−η2≤2, тодi

3M/2 < 23/4M ≤ 2−1/4|µlν(λ)| ≤
≤ |µν(λ)| ≤ 21/4|µlν(λ)|.

Далi отримуємо

|ρν(λ(ν), t)| =
∣∣∣ eν̃λ(ν)T t

T

µ− µν(λ)

∣∣∣ =
|µν(λ)| t

T

|µ− µν(λ)| =

=
|µν(λ)| t

T

|µν(λ)||µ/µν(λ)− 1| =
|µν(λ)| t

T
−1

|µ/µν(λ)− 1| ≤

≤ 3 max
{

1,
1

|µν(λ)|
}
≤ max

{
3,

3

|µν(λ)|
}

<

< max
{

3,
2

M

}
,

а також, враховуючи, що
ν̃η2

√
ε

> 1,

|ρν(λ(ν), t)| < ν̃η2

√
ε

max
{

3,
2

M

}
. (22)

Розглянемо випадок |µlν(λ)|<2M , то-
дi для µν(λ) маємо три можливостi:

|µν(λ)|≤|µ|
2
, |µν(λ)|≥2|µ| i |µ|

2
<|µν(λ)|<2|µ|.

Нехай |µν(λ)|≤|µ|
2
, тодi |µ− µν(λ)|≥|µ|

2
i

|ρν(λ(ν), t)| = |µν(λ)| t
T

|µ− µν(λ)| ≤
|µν(λ)| t

T

|µ|/2 =

=
2|µν(λ)| t

T

|µ| ≤ 2

|µ| max{1, |µν(λ)|} ≤

≤ 2

|µ| max
{

1,
|µ|
2

}
= max

{
1,

2

|µ|
}

,

а також

|ρν(λ(ν), t)| ≤ ν̃η2

√
ε

max
{

1,
2

|µ|
}

. (23)

Нехай |µν(λ)| ≥ 2|µ|, тодi

|µ− µν(λ)| = |µν(λ)|
∣∣∣ µ

µν(λ)
− 1

∣∣∣ ≥ |µν(λ)|
2

;

|ρν(λ(ν), t)| = |µν(λ)| t
T

|µ− µν(λ)| ≤
|µν(λ)| t

T

|µν(λ)|/2 =

= 2|µν(λ)| t
T
−1 = 2|µν(λ)| t−T

T ≤
≤ 2 max

{
1,

1

|µν(λ)|
}

= max
{

2,
2

|µν(λ)|
}
≤

≤ max
{

2,
2

2|µ|
}

= max
{

2,
1

|µ|
}

,
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а отже,

|ρν(λ(ν), t)| ≤ ν̃η2

√
ε

max
{

2,
1

|µ|
}

. (24)

Розглянемо випадок
|µ|
2

<|µν(λ)|<2|µ|.
Знаменник |µ − µν(λ)| не менший, нiж
min |z1 − z2|, де z1 i z2 належать границям
областей VNl,1(ν) i VNl,2(ν) вiдповiдно. Да-
ний мiнiмум досягається у випадку, якщо
z2 = eν̃(λl(ν)−(i+1)χ1ν/2)T , а z1 —проекцiя z2 на
промiнь z = arg λl(ν)− χ1νT i дорiвнює

|µlν(λ)|e−χ1νT/2 sin(χ1νT/2).

Оскiльки справджуються наступнi оцiнки

χ1νT/2 < ln 2/4 < 1/4 < π/4

i sin x > 2
√

2x/π при x ∈ [0, π/4], то

sin χ1νT/2 ≥ 2
√

2χ1νT/2π =
√

2χ1νT/π.

Тому з |µlν(λ)|≥|µν(λ)|e−χ1νT/2 отримаємо

|µ− µν(λ)| ≥ |µlν(λ)|e−χ1νT/2 sin(χ1νT/2) ≥
≥ |µν(λ)|e−χ1νT

√
2χ1νT/π > |µ|χ1νT/2π,

звiдки випливає

|ρν(λ(ν), t)|= |µν(λ)| t
T

|µ− µν(λ)|≤
max{1, |µν(λ)|}
|µ− µν(λ)| <

<
max{1, 2|µ|}
|µ− µν(λ)| ≤

2π max{1, 2|µ|}
|µ|χ1νT

≤

≤ 2π

χ1νT
max

{ 1

|µ| , 2
}

=
2π√

εχν ν̃−η2T
×

×max
{

2,
1

|µ|
}

=
2πν̃η2

√
εχνT

max
{

2,
1

|µ|
}
≤

≤ ν̃η2

√
ε
8
√

2nπζN (2η2) max
{

2,
1

|µ|
}

. (25)

Правi частини у формулах (22)–(25) оцi-

нюються числом
τ ν̃η2

√
ε
. Таким чином, нерiв-

нiсть (21) виконується при η2 > θ/2 для всiх
µ ∈ OM \ VNε.

Теорему доведено.
Оскiльки λl(ν) ∈ VNl(ν) i

∣∣∣∣
eν̃λl(ν)t

µ− eν̃λl(ν)T

∣∣∣∣ = |ρν(λl(ν), t)|,

то (14) виконується для всiх µ ∈ OM \ VNε.
Сформулюємо загальну теорему iснуван-

ня та єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у
просторi HN n

q (Dp).
Теорема 5. Нехай виконуються умо-

ви теореми 1, µ ∈ OM\VNε, де множи-
на VNε задається рiвнiстю (19). Тодi у ра-
зi ϕ0 ∈ HNψ(Sp), ϕ1 ∈ HNψ−1(Sp), . . . ,
ϕn−1 ∈ HNψ−n+1(Sp), де ψ > q + nθ/2, i для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в R2p)
векторiв (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ∈ Op

A iснує
єдиний розв’язок задачi (1), (2) з просто-
ру HN n

q (Dp), який неперервно залежить вiд
правих частин умов (2).

Доведення. З теореми 1 випливає
iснування функцiй uk для всiх векторiв
k ∈ Zp. За теоремою 3 для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) з множини Op

A вико-
нується оцiнка (13) для η1 > (n−1)θ/2. Згiд-
но з теоремою 4 для довiльного µ ∈ OM\VNε

виконується оцiнка (14) для η2 > θ/2. Та-
ким чином, з теореми 2 випливає як iсну-
вання розв’язку задачi (1), (2) з просто-
ру HN n

q (Dp), так i його неперервна
залежнiсть вiд функцiй ϕ0 ∈ HNψ(Sp),
ϕ1 ∈ HNψ−1(Sp), . . . , ϕn−1 ∈ HNψ−n+1(Sp)
для ψ > q + nθ/2.

Теорему доведено.
4. Дослiдження задачi для неод-

норiдного рiвняння. Побудова функ-
цiї Грiна. Розглянемо задачу з однорiд-
ними двоточковими нелокальними умова-
ми (2) для неоднорiдного диференцiально-
операторного рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами

L
( ∂

∂t
, B

)
u =

∑

s0+|s|≤n

as0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= f, (26)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= 0, (27)

де m = 0, 1, . . . , n − 1, s = (s1, . . . , sp)∈Zp
+,

|s|=s1 + . . . + sp, as0,s∈C, an,0=1, u=u(t, z)—
шукана функцiя, а f=f(t, z)— задана
функцiя. Дослiдимо питання однозначної
розв’язностi даної задачi у класi функцiй зi
спектром N .
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Означення. Пiд розв’язком задачi (26),
(27) будемо розумiти функцiю u = u(t, z) iз
значеннями u(t, ·) у просторi WN ′ для кож-
ного t ∈ [0, T ], яка задовольняє рiвняння
(26) i умови (27) та належить до простору
HN n

q (Dp).
Розв’язок задачi (26), (27) шукаємо у виг-

лядi ряду (3), де коефiцiєнти uk(t)—невiдо-
мi функцiї, якi треба визначити.

Функцiя uk = uk(t) з формули (3) для
кожного k ∈ Zp є класичним розв’язком
вiдповiдної задачi для звичайного диферен-
цiального рiвняння

u
(n)
k +

n∑
j=1

bj(νk)u
(n−j)
k = fk(t), (28)

µu
(m)
k

∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣
t=T

= 0, (29)

де m = 0, 1, . . . , n− 1, коефiцiєнти

bj(ν)=

j∑

|s|=0

an−j,sν
s =

j∑

|s|=0

an−j,s1,...,spν
s1
1 . . . νsp

p ,

а функцiї fk(t) є коефiцiєнтами Фур’є функ-
цiї f(t, z).

Розв’язок задачi (28), (29) для всiх k ∈ Zp

можна представити у виглядi

uk(t) =

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ, (30)

де Gk(t, τ)—функцiя Грiна задачi (4), (29).
Функцiя Грiна Gk(t, τ) iснує тодi i тiль-

ки тодi, коли задача (4), (29) має лише три-
вiальний розв’язок, тобто виконується

µ− eν̃λj(ν)T 6= 0.

В умовах теореми 1 задача (26), (27) може
мати не бiльше одного розв’язку.

На основi формул (3), (30) одержи-
мо формальне зображення розв’язку задачi
(26), (27) у виглядi ряду

u(t, z) =
∑

k∈Zp

zνk

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ. (31)

Для всiх k ∈ Zp \K∆ у квадратi

KT = {(t, τ) ∈ R2
+ : 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ τ ≤ T}

функцiї Gk(t, τ) визначаються формулою

Gk(t, τ) = gk(t, τ) +
1

2ν̃n−1
k

×

×
n∑

j=1

eν̃kλj(νk)(t−τ)(µ + eν̃kλj(νk)T )
n∏

q=1
q 6=j

(λj(νk)− λq(νk))(µ− eν̃kλj(νk)T )
,

(32)
де

gk(t, τ)=
sgn (t− τ)

2ν̃n−1
k

n∑
j=1

eν̃kλj(νk)(t−τ)

n∏
q=1
q 6=j

(λj(νk)− λq(νk))
.

(33)
Перепишемо формулу (32) у виглядi

Gk(t, τ) =
1

2ν̃n−1
k

n∑
j=1

eν̃kλj(νk)(t−τ)

n∏
q=1
q 6=j

(λj(νk)− λq(νk))
×

×
(

sgn (t− τ) +
µ + eν̃kλj(νk)T

µ− eν̃kλj(νk)T

)
.

Позначимо ∆j(ν) =
∏

1≤r<q≤n
q,r 6=j

(λq(ν) − λr(ν)),

тодi функцiя Грiна запишеться у виглядi

Gk(t, τ) =
1

∆ ν̃n−1
k

×

×





µ
n∑

j=1

∆j(νk) ρν(λj(νk), t−τ), t>τ ;
n∑

j=1

∆j(νk) ρν(λj(νk), t+T−τ), t<τ .

Знайдемо похiдну по t порядку r функцiї
Грiна, r = 0, 1, . . . , n− 1,

∂rGk(t, τ)

∂tr
=

ν̃r−n+1
k

∆
×

×





µ
n∑

j=1

∆j(νk)λ
r
j(νk)ρν(λj(νk), t−τ), t>τ ;

n∑
j=1

∆j(νk)λ
r
j(νk)ρν(λj(νk), t+T−τ), t<τ .

Оскiльки ∆j(ν)— визначники ∆j,n−1(ν) по-
рядку n − 1, що мають обмеженi елемен-
ти, якi є степенями чисел λ1(ν), . . . , λn(ν), то
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для довiльних ν ∈ Rp маємо

∆j(ν) ≤ (n− 1)!A
(n−1)(n−2)/2
1 . (34)

Враховуючи нерiвностi (6) та (34) отримає-
мо наступнi оцiнки:

∣∣∣∣∣
∂rGk(t, τ)

∂tr

∣∣∣∣∣ ≤
C7ν̃

r−n+1
k

∆
×

×





M
n∑

j=1

ρν(λj(νk), t− τ), при t > τ ;
n∑

j=1

ρν(λj(νk), t + T − τ), при t < τ ,

де C7 = (n− 1)!A
(n−1)(n−2)/2+r
1 .

Iз нерiвностей (13), (14) та теорем
3 i 4 випливає, що для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n)∈Op

A та параметра
µ∈OM \ VNε, де множина VNε задається
формулою (19), виконуються нерiвностi

∣∣∣∣∣
∂rGk(t, τ)

∂tr

∣∣∣∣∣ ≤ C8ν̃
σ+r+1
k , (35)

де C8 — стала i σ > (θ/2− 1)n.
З формули (30) та нерiвностi (35) для всiх

ν ∈ N \ N∆ та r = 0, 1, . . . , n − 1 отримаємо
оцiнки

|u(r)
k (t)| ≤ C8ν̃

σ+r
k T max

t
|fk(t)|, (36)

i теорему iснування та єдиностi розв’язку за-
дачi (26), (27) у просторi HN n

q (Dp).
Теорема 6. Нехай µ ∈ OM \ VNε i фун-

кцiя f ∈ HN 0
q+σ(Dp), де σ > (θ/2− 1)n, мно-

жина VNε задається рiвнiстю (19), та ви-
конуються умови теореми 1. Тодi для май-
же всiх (стосовно мiри Лебега в R2p) век-
торiв (a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n) ∈ Op

A iснує єди-
ний розв’язок задачi (26), (27) з простору
HN n

q (Dp), який неперервно залежить вiд
функцiї f(t, z).

Доведення. Iз нерiвностi (36) одержимо

|u(r)
k (t)|2 ≤ C̃2ν̃2σ+2r

k T 2 max
t
|fk(t)|2, (37)

для кожного r = 0, 1, . . . , n− 1 i ν ∈ N \N∆,
та iз рiвняння (28) — оцiнку похiдної n-ого

порядку функцiї uk(t):

|u(n)
k (t)|2≤|fk(t)|2 +

n∑
j=1

|b̃j(νk)|2|u(n−j)
k (t)|2≤

≤ |fk(t)|2 + const ν̃2σ+2n
k max

t
|fk(t)|2. (38)

Тодi з формул (31), (37) i (38) отримаємо
нерiвнiсть

‖u‖2
HNn

q (Dp) ≤ C9‖f‖2
HN 0

q+σ(Dp),

де C9 > 0— величина, яка не залежить вiд
функцiї f , але залежить вiд коефiцiєнтiв
рiвняння (26) та параметра µ. З отриманої
нерiвностi випливає твердження теореми.

Теорему доведено.
5. Встановлення умов однозначної

розв’язностi задачi (26), (2). Використо-
вуючи результати отриманi при дослiдженнi
задач (1), (2) та (26), (27), розглянемо питан-
ня однозначної розв’язностi у класi функцiй
зi спектром N задачi (26), (2):

Lu =
∑

s0+|s|≤n

as0,sB
s ∂

s0u

∂ts0
= f,

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣∣
t=T

= ϕm,

де m = 0, 1, . . . , n − 1, s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp
+,

|s| = s1 + . . . + sp, as0,s ∈ C, an,0 = 1, u—шу-
кана функцiя, а ϕ0 = ϕ0(z), ϕ1 = ϕ1(z), . . . ,
ϕm−1 = ϕm−1(z), f=f(t, z)— заданi функцiї.

Означення. Пiд розв’язком задачi (26),
(2) будемо розумiти функцiю u = u(t, z) iз
значеннями u(t, ·) у просторi WN ′ для кож-
ного t ∈ [0, T ], яка задовольняє рiвняння
(26) i умови (2) та належить до простору
HN n

q (Dp).
Розв’язок задачi (26), (2) можна предста-

вити у виглядi суми

u = v + w, (39)

де v = v(t, z)—розв’язок задачi (1), (2), а
w = w(t, z)—розв’язок задачi (26), (27), якi
зображаються формулами (11), (31).

Сформулюємо i доведемо теорему iсну-
вання та єдиностi розв’язку задачi (26), (2)
у просторi HN n

q (Dp).

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 67



Теорема 7. Нехай справджуються
умови теореми 1 та виконується на-
ступнi включення: µ∈OM \ VNε та
f∈HN 0

q+σ(Dp), ϕ0∈HNψ(Sp), ϕ1∈HNψ−1(Sp),
. . . , ϕn−1∈HNψ−n+1(Sp), де σ > (θ/2 − 1)n,
ψ > q + nθ/2, множина VNε задається
рiвнiстю (19). Тодi для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R2p) векторiв
(a0,n,0,...,0, . . . , a0,0,...,n)∈Op

A iснує єдиний
розв’язок задачi (26), (2) з простору
HN n

q (Dp), який неперервно залежить вiд
функцiй ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1 i f .

Доведення. Оскiльки для розв’язку
u(t, z) виконується рiвнiсть (39), то

‖u‖2 ≤ ‖v‖2 + ‖w‖2,

тодi

‖u‖2
HNn

q (Dp) ≤ C10

( n−1∑
j=0

‖ϕj‖2
HNψ−j(Sp)+

+ ‖f‖2
HN 0

q+σ(Dp)

)
,

де C10 > 0— величина, яка не залежить
вiд функцiї f , але залежить вiд коефiцiєн-
тiв рiвняння (26) та параметра нелокальних
умов µ, звiдки й випливає твердження тео-
реми.

Теорему доведено.
6. Висновки. У роботi дослiджено ко-

ректнiсть крайових задач з нелокальни-
ми однорiдними та неоднорiдними умовами
для диференцiально-операторних рiвнянь з
частинними похiдними. Встановлено умо-
ви однозначної розв’язностi даних задач у
шкалi {HN n

q (Dp)}q∈R просторiв функцiй зi
спектромN , асимптотику якого задає число
θ > 0.

Побудовано формули для розв’язкiв розг-
лядуваних задач, а також проведено ана-
лiз малих знаменникiв, який грунтується на
метричному пiдходi. На основi отриманих
оцiнок знизу малих знаменникiв встановле-
но достатнi умови iснування розв’язкiв за-
дач у просторi HN n

q (Dp) з довiльним дiй-
сним параметром q. Встановлено обернену
залежнiсть мiж граничною швидкiстю зро-
стання спектруN i гладкiстю правих частин
f , ϕ0, ϕ0, . . . , ϕn−1.
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