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НЕЛОКАЛЬНА ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ ДИФУЗIЇ
В ОБЛАСТI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ

Встановлено умови однозначної розв’язностi оберненої задачi для нелокального рiвняння
дифузiї в областi з вiльною межею.

We establish unique solvability conditions for the inverse problem to the nonlocal diffusion
equation in a free boundary domain.

Завдяки можливостям визначення пара-
метрiв рiзноманiтних за своєю природою
процесiв шляхом математичних розрахун-
кiв без проведення фiзичних експериментiв,
оберненi задачi набули широкого практич-
ного застосування у багатьох галузях нау-
ки i технiки. Вагоме мiсце серед цих задач
займають коефiцiєнтнi оберненi задачi, в
яких до невiдомих належить один або де-
кiлька коефiцiєнтiв рiвняння. Задачi тако-
го типу в областях з вiдомими межами
достатньо повно вивченi. Зокрема, в роботах
[1]–[5] вивчались оберненi задачi визначен-
ня залежного вiд часу старшого коефiцiєн-
та в одновимiрних параболiчних рiвняннях.
У [6] встановлено умови однозначної розв’я-
зностi оберненої задачi визначення коефi-
цiєнта a(s) параболiчного рiвняння

ut = a

( h∫

0

u(x, t)dx

)
uxx + f(x, t),

(x, t) ∈ (0, h)× (0, T ).

Така задача є математичною моделлю
мiграцiї популяцiї у випадку, коли швид-
кiсть мiграцiї є невiдомою. Задачi, в яких
коефiцiєнт a(s) вiдомий, розглядались в ро-
ботах [7, 8].

Багато практично важливих задач моде-
люється задачами з вiльними межами. Такi
задачi можна звести до коефiцiєнтних обер-
нених задач в областях з фiксованими ме-
жами, в яких невiдомим параметром є межа

областi або її частина. Тому розгляд задач
з вiльними межами разом з оберненими за-
дачами є природним. У роботах [9]–[11] до-
слiджено оберненi задачi визначення залеж-
ного вiд часу старшого коефiцiєнта в одно-
вимiрних параболiчних рiвняннях в областi,
частина або вся межа якої є невiдомою.

У данiй роботi розглядається обернена
задача для нелокального рiвняння дифузiї з
невiдомим старшим коефiцiєнтом в областi
з вiльною межею.

1. Формулювання задачi. В обла-
стi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t),
0 < t < T}, де h = h(t) – невiдома функцiя,
розглядаємо обернену задачу визначен-
ня коефiцiєнта a(s) > 0 параболiчного рiв-
няння

ut = a

( h(t)∫

0

u(x, t)dx

)
uxx + f(x, t),

(x, t) ∈ ΩT , (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (3)

та умовами перевизначення

a

( h(t)∫

0

u(x, t)dx

)
ux(0, t) = µ3(t),
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h′(t) = −ux(h(t), t) + µ4(t), t ∈ [0, T ], (4)

h(0) = h0, (5)

де h0 > 0 – задане число.
Увiвши нову змiнну y =

x

h(t)
, задачу

(1)–(5) зводимо до оберненої задачi з невiдо-
мими (h(t), a(s), v(y, t)) в областi з вiдомою
межею QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T} :

vt =
1

h2(t)
a

(
h(t)

1∫

0

v(y, t)dy

)
vyy+

+
yh′(t)
h(t)

vy + f(yh(t), t), (y, t) ∈ QT , (6)

v(y, 0) = ϕ(yh0), y ∈ [0, 1], (7)

v(0, t) = µ1(t), v(1, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (8)

a

(
h(t)

1∫

0

v(y, t)dy

)
vy(0, t) = h(t)µ3(t),

t ∈ [0, T ], (9)

h′(t) = −vy(1, t)

h(t)
+ µ4(t), t ∈ [0, T ], (10)

h(0) = h0, (11)

де v(y, t) = u(yh(t), t).
2. Iснування розв’язку задачi

(6)–(11).
Теорема 1. Припустимо, що виконую-

ться умови:

1) f ∈ C1,0([0,∞) × [0, T ]), ϕ ∈ C1[0, h0],
µi ∈ C1[0, T ], i = 1, 2, µj ∈ C[0, T ],
j = 3, 4;

2) f(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ ([0,∞) × [0, T ]),
ϕ′(x) > 0, x ∈ [0, h0], µ2(t) < 0,
µ3(t) > 0, µ2(t)µ4(t) − µ3(t) > 0,
t ∈ [0, T ];

3) ϕ(0) = µ1(0), ϕ(h0) = µ2(0).

Тодi можна вказати таке число T0,
0 < T0 ≤ T , що iснує розв’язок
(h, a, v) ∈ C1[0, T0] × C[0, S] × C2,1(QT0) ∩
∩C1,0(QT0

) задачi (6)–(11), такий що
h(t) > 0, t ∈ [0, T0], a(s) > 0, s ∈ [0, S],

де числа T0, S визначаються вихiдними
даними задачi.

Доведення. Iснування розв’язку задачi
(6)–(11) доводиться шляхом зведення зада-
чi до системи рiвнянь вiдносно невiдомих та
застосування до неї теореми Шаудера про
нерухому точку цiлком неперервного опе-
ратора. Припустимо тимчасово, що функцiї
h(t) > 0, a(s) > 0 вiдомi. Позначимо

b(t) = a

(
h(t)

1∫

0

v(y, t)dy

)
, w(y, t) = vy(y, t).

Пряма задача (6)–(8) еквiвалентна системi
рiвнянь

v(y, t) = v0(y, t) +

t∫

0

1∫

0

G1(y, t, η, τ)×

×ηh′(τ)

h(τ)
w(η, τ)dηdτ, (y, t) ∈ QT ,

w(y, t) = v0y(y, t) +

t∫

0

1∫

0

G1y(y, t, η, τ)×

×ηh′(τ)

h(τ)
w(η, τ)dηdτ, (y, t) ∈ QT , (12)

де v0(y, t), v0y(y, t) визначаються формула-
ми

v0(y, t) =

1∫

0

G1(y, t, η, 0) ϕ(ηh0)dη+

+

t∫

0

G1η(y, t, 0, τ)
b(τ)

h2(τ)
µ1(τ)dτ−

−
t∫

0

G1η(y, t, 1, τ)
b(τ)

h2(τ)
µ2(τ)dτ+

+

t∫

0

1∫

0

G1(y, t, η, τ)f(ηh(τ), τ)dηdτ,

v0y(y, t) = h0

1∫

0

G2(y, t, η, 0) ϕ′(ηh0)dη−
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−
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)µ′1(τ)dτ+

+

t∫

0

G2(y, t, 1, τ)µ′2(τ)dτ+

+

t∫

0

1∫

0

G1y(y, t, η, τ)f(ηh(τ), τ)dηdτ. (13)

Через Gk(y, t, η, τ), k = 1, 2, позначено фун-
кцiї Грiна першої (k = 1) та другої (k = 2)
крайових задач для рiвняння

vt =
b(t)

h2(t)
vyy, (y, t) ∈ QT .

Вони визначаються формулами

Gk(y, t, η, τ) =
1

2
√

π(θ(t)− θ(τ))
×

×
∞∑

n=−∞

(
exp

(
− (y − η + 2n)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+(−1)k exp

(
− (y + η + 2n)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
,

k = 1, 2, θ(t) =

t∫

0

b(τ)

h2(τ)
dτ.

З умови (10) отримуємо

h′(t) = −w(1, t)

h(t)
+ µ4(t), t ∈ [0, T ]. (14)

Використавши (14), подамо (12) у виглядi

w(y, t) = v0y(y, t) +

t∫

0

1∫

0

G1y(y, t, η, τ)×

×
(

ηµ4(τ)

h(τ)
− ηw(1, τ)

h2(τ)

)
w(η, τ)dηdτ,

(y, t) ∈ QT . (15)

З умови (9), врахувавши введенi позначен-
ня, отримуємо

b(t)w(0, t) = h(t)µ3(t), t ∈ [0, T ]. (16)

Проiнтегрувавши (14) за змiнною t, одержу-
ємо

h(t) = h0 +

t∫

0

µ4(τ)dτ −
t∫

0

w(1, τ)

h(τ)
dτ,

t ∈ [0, T ]. (17)

Отже, задачу (6)–(11) зведено до сис-
теми рiвнянь (15)–(17) вiдносно невiдомих
(w(y, t), b(t), h(t)). Для доведення iснування
розв’язку системи рiвнянь (15)–(17) застосу-
ємо теорему Шаудера про нерухому точку
цiлком неперервного оператора. Для цього
встановимо апрiорнi оцiнки розв’язкiв сис-
теми рiвнянь. Оскiльки

1∫

0

G2(y, t, η, 0)dη = 1,

то згiдно з умовами теореми перший дода-
нок (13) додатний, всi iншi доданки (13),
(12) прямують до 0 при t → 0. Отже,
можна вказати таке число t1, 0 < t1 ≤ T,
що

w(y, t) ≥ h0

2
min

y∈[0,1]
ϕ′(yh0) := M0 > 0,

(y, t) ∈ Qt1 . (18)

Число t1 визначається нерiвнiстю

∣∣∣∣−
t∫

0

G2(y, t, 0, τ)µ′1(τ)dτ+

+

t∫

0

G2(y, t, 1, τ)µ′2(τ)dτ+

+

t∫

0

1∫

0

G1y(y, t, η, τ)

(
f(ηh(τ), τ)+

+

(
ηµ4(τ)

h(τ)
− ηw(1, τ)

h2(τ)

)
w(η, τ)

)
dηdτ

∣∣∣∣ ≤

≤ M0 (y, t) ∈ Qt1 .

Тодi для розв’язкiв рiвнянь (17), (16) вико-
нуються оцiнки

h(t) ≤ H1 < ∞, t ∈ [0, T ], (19)
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b(t) ≤ H1

M0

max
[0,T ]

µ3(t) := B1 < ∞,

t ∈ [0, t1]. (20)

Оскiльки всi доданки (17), крiм першого,
прямують до нуля при t → 0, то iснує та-
ке число t2, 0 < t2 ≤ T, яке визначається
нерiвнiстю

∣∣∣∣
t∫

0

µ4(τ)dτ −
t∫

0

w(1, τ)

h(τ)
dτ

∣∣∣∣ ≤
h0

2
, t ∈ [0, t2],

що

h(t) ≥ h0

2
≡ H0 > 0, t ∈ [0, t2]. (21)

Позначимо W (t) = max
y∈[0,1]

w(y, t). Враху-

вавши (21), з (16) отримуємо

b(t) ≥ H0

W (t)
min
[0,T ]

µ3(t), t ∈ [0, t2]. (22)

Використавши (19) та оцiнки функцiї Грiна

|G2(y, t, η, τ)| ≤ C1

(
1 +

1√
θ(t)− θ(τ)

)
,

1∫

0

|G1y(y, t, η, τ)|dη ≤ C2√
θ(t)− θ(τ)

,

з (15) отримуємо нерiвнiсть

W (t) ≤ C3 + C4

t∫

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

+

+C5

t∫

0

(1 + W (τ))W (τ)dτ

h2(τ)
√

θ(t)− θ(τ)
, t ∈ [0, t3],

де t3 = min{t1, t2}.
Врахувавши (18), (22) i позначивши

W1(t) = W (t) + 1, попередню нерiвнiсть зве-
демо до вигляду

W1(t) ≤ C6 + C7

t∫

0

b(τ)W 4
1 (τ)dτ

h2(τ)
√

θ(t)− θ(τ)
,

t ∈ [0, t3]. (23)

Пiднесемо обидвi частини нерiвностi до че-
твертого степеня i застосуємо нерiвнiсть
Гельдера

W 4
1 (t) ≤ C8 + C9

t∫

0

b(τ)W 16
1 (τ)dτ

h2(τ)
√

θ(t)− θ(τ)
.

Замiнивши t на σ, домножимо попередню

нерiвнiсть на
b(σ)

h2(σ)
√

θ(t)− θ(σ)
та проiнте-

груємо вiд 0 до t:
t∫

0

b(σ)W 4
1 (σ)dσ

h2(σ)
√

θ(t)− θ(σ)
≤ C10 + C9×

×
t∫

0

b(σ)dσ

h2(σ)
√

θ(t)− θ(σ)

σ∫

0

b(τ)W 16
1 (τ)dτ

h2(τ)
√

θ(σ)− θ(τ)
.

Змiнивши порядок iнтегрування у другому
доданку правої частини нерiвностi та вико-
риставши рiвнiсть

t∫

τ

b(σ)dσ

h2(σ)
√

(θ(t)− θ(σ))(θ(σ)− θ(τ))
= π,

одержуємо
t∫

0

b(σ)W 4
1 (σ)dσ

h2(σ)
√

θ(t)− θ(σ)
≤

≤ C10 + C11

t∫

0

b(τ)W 16
1 (τ)dτ

h2(τ)
,

або, з урахуванням (20), (21),

t∫

0

b(σ)W 4
1 (σ)dσ

h2(σ)
√

θ(t)− θ(σ)
≤

≤ C10 + C12

t∫

0

W 16
1 (τ)dτ. (24)

Пiдставивши (24) в (23), отримуємо

W1(t) ≤ C13 + C14

t∫

0

W 16
1 (τ)dτ.
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Позначимо K(t) = C13+C14

t∫

0

W 16
1 (τ)dτ. То-

дi
K ′(t) ≤ C14K

16(t).

Проiнтегрувавши це спiввiдношення вiд 0 до
t, знаходимо

K(t) ≤ C13

15
√

1− 15C15
13C14t

≤ C15, t ∈ [0, T0],

де число T0, 0 < T0 ≤ t3, задовольняє умову
1− 1515

13C14T0 > 0.
Звiдси отримуємо оцiнки

W (t) ≤ M1 < ∞, t ∈ [0, T0],

b(t) ≥ H0

M1

min
[0,T ]

µ3(t) := B0 > 0, t ∈ [0, T0].

Подамо систему рiвнянь (15)–(17) у ви-
глядi операторного рiвняння

ω = Pω,

де ω = (w(y, t), b(t), h(t)), а оператор
P = (P1, P2, P3) визначається правими ча-
стинами рiвнянь (15)–(17).

Позначимо N = {(w, b, h) ∈ C(QT0
) ×

×(C[0, T0])
2 : M0 ≤ w(y, t) ≤ M1,

B0 ≤ b(t) ≤ B1, H0 ≤ h(t) ≤ H1}. З наве-
дених вище оцiнок випливає, що множина
N задовольняє умови теореми Шаудера про
нерухому точку, а оператор P переводить N
в себе. Компактнiсть множини PN у просто-
рi неперервних функцiй доведено в [12].

Отже, за теоремою Шаудера про нерухо-
му точку iснує розв’язок (w, b, h) ∈ C(QT0

)×
×(C[0, T0])

2, b(t) > 0, h(t) > 0, t ∈ [0, T0] си-
стеми рiвнянь (15)–(17).

Позначимо

q(t) = h(t)

1∫

0

v(y, t)dy.

Тодi
b(t) = a(q(t)), t ∈ [0, T ].

Знайдемо похiдну функцiї q(t)

q′(t) = h′(t)

1∫

0

v(y, t)dy + h(t)

1∫

0

vt(y, t)dy.

Використавши рiвняння (5) i введенi позна-
чення, отримуємо

q′(t) =
b(t)− µ2(t)

h(t)
vy(1, t)+µ2(t)µ4(t)−µ3(t)+

+h(t)

1∫

0

f(yh(t), t)dy.

Згiдно з (18) та умовами теореми маємо

q′(t) > 0, t ∈ [0, T0].

Отже, iснує неперервна функцiя q−1(s), ви-
значена на [0, S], така що

q(q−1(s)) := s, s ∈ [0, S], S = max
[0,T ]

q(t).

Звiдси

a(s) = b(q−1(s)), s ∈ [0, S].

Отже, iснує розв’язок (h, a, v) ∈
C1[0, T0] × C[0, S] × C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0

),
h(t) > 0, t ∈ [0, T0], a(s) > 0, s ∈ [0, S]
задачi (6)–(11).

Зауваження. Якщо в теоремi 1
ϕ ∈ C2[0, h0], то iснує розв’язок
(h, a, v) ∈ C1[0, T0] × C[0, S] × C2,1(QT0

),
h(t) > 0, t ∈ [0, T0], a(s) > 0, s ∈ [0, S]
задачi (6)–(11).

3. Єдинiсть розв’язку задачi
(6)–(11).

Теорема 2. За умов

f ∈ C1,0([0,∞)× [0, T ]), ϕ ∈ C2[0, h0],

µ3(t) 6= 0, t ∈ [0, T ]

задача (6)–(11) не може мати двох рiзних
розв’язкiв (h, a, v) ∈ C1[0, T ] × C[0, S] ×
×C2,1(QT ), h(t) > 0, t ∈ [0, T ], a(s) > 0,
s ∈ [0, S], де число S визначається вихiдни-
ми даними задачi.

Доведення. Припустимо, що
(hi(t), ai(s), vi(y, t)), i = 1, 2, – два розв’язки
задачi (6)–(11). Позначимо

bi = ai

(
hi(t)

1∫

0

vi(y, t)dy

)
,
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bi(t)

h2
i (t)

= si(t),
h′i(t)
hi(t)

= pi(t), i = 1, 2,

s(t) = s1(t)− s2(t), p(t) = p1(t)− p2(t),

v(y, t) = v1(y, t)− v2(y, t).

Функцiї s(t), p(t), v(y, t) задовольняють рiв-
няння

vt = s1(t)vyy + yp1(t)vy + s(t)v2yy+

+yp(t)v2y + f(yh1(t), t)−
−f(yh2(t), t), (y, t) ∈ QT , (25)

та умови

v(y, 0) = 0, y ∈ [0, 1], (26)

v(0, t) = v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ], (27)

s(t)v2y(0, t) + s1(t)vy(0, t) =

= µ3(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
, t ∈ [0, T ], (28)

p(t) = −vy(1, t)

h2
1(t)

− v2y(1, t)

(
1

h2
1(t)

− 1

h2
2(t)

)
+

+µ4(t)

(
1

h1(t)
− 1

h2(t)

)
, t ∈ [0, T ]. (29)

За допомогою функцiї Грiна G∗
1(y, t, η, τ)

першої крайової задачi для рiвняння

vt = s1(t)vyy + yp1(t)vy

з урахуванням умов (26), (27) функцiю
v(y, t) подамо у виглядi

v(y, t) =

t∫

0

1∫

0

G∗
1(y, t, η, τ)(s(τ)v2ηη(η, τ)+

+ηp(τ)v2η(η, τ) + f(ηh1(τ), τ)−
−f(ηh2(τ), τ))dηdτ, (y, t) ∈ QT . (30)

Продиференцiювавши (30) за змiнною y,
одержуємо

vy(y, t) =

t∫

0

1∫

0

G∗
1y(y, t, η, τ)(s(τ)v2ηη(η, τ)+

+ηp(τ)v2η(η, τ) + f(ηh1(τ), τ)−
−f(ηh2(τ), τ))dηdτ, (y, t) ∈ QT . (31)

Виразимо hi(t) через pi(t)

hi(t) = hi(0) exp

( t∫

0

pi(τ)dτ

)
, i = 1, 2,

де h1(0) = h2(0) = h0. Звiдси, використову-
ючи рiвнiсть

ex − ey = (x− y)

1∫

0

ey+τ(x−y)dτ,

отримуємо

1

h1(t)
− 1

h2(t)
= − 1

h0

t∫

0

p(τ)dτ×

×
1∫

0

exp

(
−

t∫

0

(σp(τ) + p2(τ))dτ

)
dσ. (32)

Рiвнiсть (32) можемо аналогiчно ви-
користати для зображення рiзниць

h1(t)− h2(t),
1

h2
1(t)

− 1

h2
2(t)

.

Припущення теореми забезпечують пра-
вильнiсть рiвностi

f(yh1(t), t)− f(yh2(t), t) = y(h1(t)− h2(t))×

×
1∫

0

fx(y(h2(t) + σ(h1(t)− h2(t))), t)dσ. (33)

Пiдставивши (31)–(33) в (28), (29), одер-
жимо систему однорiдних iнтегральних рiв-
нянь Вольтерра другого роду вiдносно не-
вiдомих s(t), p(t) з ядрами, якi мають iнте-
гровнi особливостi. Таким чином,

p(t) = 0, s(t) = 0, t ∈ [0, T ].

Звiдси отримуємо, що

p1(t) = p2(t), s1(t) = s2(t), t ∈ [0, T ],

а, отже,

h1(t) = h2(t), b1(t) = b2(t).

Використавши це в задачi (25)–(27), одержу-
ємо

v1(y, t) = v2(y, t), (y, t) ∈ QT .

54 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.



СПИСОК ЛIТЕРАТУРИ

1. Jones B.F. The determination of a coefficient
in a parabolic differential equation. I. Existence and
uniqueness // J. Math. Mech. – 1962. – 11, № 5. –
P. 907–918.

2. Cannon J.R., Rundell W. Recovering a time
dependent coefficient in a parabolic differential equati-
on // J. Math. Anal. Appl. – 1991. – 160. – P. 572–582.

3. Иванчов Н.И. Об определении зависящего от
времени старшего коэффициента в параболическом
уравнении // Сиб. мат. журнал. – 1998. – 39, № 3. –
C. 539–550.

4. Ivanchov M.I. Inverse problem for finding a
major coefficient in a parabolic equation // Мат. сту-
дiї. – 1997. – 8, № 2. – С. 212–220.

5. Пабирiвська Н.В., Власов В.А. Визначення
старшого коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi //
Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2006. – 49, № 3. –
С. 18–25.

6. Ivanchov M. A nonlocal inverse problem for the
diffusion equation // Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер. мех.-
мат. – 2012. – Вип. 77. – С. 103–108.

7. Chipot M., Lovat B. On the asymptotic behavi-
our of some nonlocal problems // Positivity. – 1999. –
3. – P. 65–81.

8. Chipot M., Molinet L. Asymptotic behaviour
of some nonlocal diffusion problems // Applicable
Analysis. – 2001. – 80. – P. 279–315.

9. Iванчов М.I. Обернена задача з вiльною ме-
жею для рiвняння теплопровiдностi // Укр. мат.
журн. – 2003. – 55, № 7. – С. 901–910.

10. Баранська I. Визначення старшого коефiцiєн-
та у параболiчному рiвняннi в областi з невiдомими
межами // Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер. мех.-мат. – 2005.
– Вип. 64. – С. 20–38.

11. Iванчов М.I., Снiтко Г.А. Визначення зале-
жних вiд часу коефiцiєнтiв параболiчного рiвняння
в областi з вiльною межею // Нелiнiйнi граничнi за-
дачi. – 2011. – 20. – С. 28–44.

12. Ivanchov M. Inverse problems for equations of
parabolic type // Lviv: VNTL Publ., 2003. – 238 p. –
(Math. Studies: Monograph Ser. – Vol. 10.)

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 55


