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ВЛАСТИВIСТЬ ЛОКАЛIЗАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛОКАЛЬНОЇ ЗА ЧАСОМ
БАГАТОТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ НЕСКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ

Доведено, що розв’язок нелокальної багатоточкової за часом задачi для еволюцiйного
рiвняння з оператором диференцiювання нескiнченного порядку має властивiсть локального
посилення збiжностi.

We prove that a solution of a nonlocal multipoint with respect to time problem for the evoluti-
on equation with differentiation operator of infinite order has the property of local strengthening
of the convergence.

В [1] встановлено коректну розв’язнiсть
багатоточкової нелокальної за часом зада-
чi для еволюцiйного рiвняння з оператором
диференцiювання нескiнченного порядку у
класi крайових умов типу ультрарозподi-
лiв, тобто в класi узагальнених функцiй, якi
є елементами простору (Smn

lk
)
′ , топологiчно

спряженого до простору основних функцiй
Smn

lk
. Простори Smn

lk
є узагальненнями про-

сторiв типу S (див. [2]) i будуються за чи-
словими послiдовностями {mn} та {lk}, що
задовольняють певнi умови (простори типу
S вiдповiдають послiдовностям mn = nnβ,
lk = kkα, де α, β > 0 – фiксованi пара-
метри). Розв’язок u(t, ·) багатоточкової за-
дачi дається у виглядi згортки фундамен-
тального розв’язку з граничною функцiєю
f ∈ (Smn

lk
)
′ ; при цьому u(t, ·) ∈ Smn

lk
при ко-

жному t ∈ (0, T ], у той же час u(t, ·) за-
довольняє вiдповiдну крайову умову в сен-
сi узагальнених функцiй, а саме, в просторi
(Smn

lk
)
′ при наближеннi t до нуля та фiксова-

них точок {t1, . . . , tm} ⊂ (0, T ]. Природно
виникає запитання: якщо узагальнена фун-
кцiя f збiгається на деякiй вiдкритiй множи-
нi з гладкою функцiєю, то чи буде тодi вiдбу-
ватися локальне посилення збiжностi вказа-
ного розв’яку (локальна рiвномiрна або по-
точкова збiжнiсть розв’язку). Тут видiлено
клас X

′ ⊂ (Smn
lk

)
′ узагальнених функцiй ти-

пу ультрарозподiлiв такий, що розв’язок ба-
гатоточкової задачi з граничною функцiєю

f ∈ X
′ володiє властивiстю локального по-

кращення збiжностi.

1. Попереднi вiдомостi та позначен-
ня

Розглянемо послiдовнiсть {mn, n ∈ Z+}
додатних чисел, яка володiє наступними
властивостями [2]:

1) ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0: mn ≤ mn+1;
2) ∀α > 0 ∃cα > 0 ∀n ∈ Z+: mn ≥ cα · αn;
3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+: mn+1 ≤

Mhnmn;
4) ∃γ > 0 ∀n ∈ Z+: m2

n ≤ γmn−1 ·mn+1;
5) ∃A > 0 ∃L > 0 ∀{n, l} ⊂ Z+: mn ·ml ≤

ALn+lmn+l.
Поруч розглянемо послiдовнiсть {lk, k ∈
Z+} додатних чисел, яка також володiє вла-
стивостями 1)–5). Символом Smn

lk
позначимо

сукупнiсть усiх функцiй ϕ ∈ C∞(R), котрi
задовольняють умову

∃c, A, B > 0 ∀{k, n} ⊂ Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ cAkBnlkmn.

Smn
lk

збiгається з об’єднанням злiченно-
нормованих просторiв Smn, B

lk, A за всiма iнде-
ксами {A, B} ⊂ N, де символом Smn, B

lk, A по-
значено сукупнiсть тих функцiй ϕ ∈ Smn

lk
,

котрi при довiльних δ, ρ > 0 задовольняють
нерiвностi

|xkϕ(n)(x)| ≤ cδρ(A + δ)k(B + ρ)nlkmn,

{k, n} ⊂ Z+, x ∈ R;
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система норм в Smn, B
lk, A визначається за допо-

могою формул

‖ϕ‖δ, ρ = sup
x, k, n

|xkϕ(n)(x)|
(A + δ)k(B + ρ)nlkmn

,

{δ, ρ} ⊂
{

1,
1

2
,

1

3
, . . .

}
.

Якщо mn = n!ρn, n
√

ρn → 0, n →∞, то як до-
ведено в [2], функцiя ϕ ∈ C∞(R) належить
до простору Smn

lk
тодi й лише тодi, коли во-

на аналiтично продовжується в комплексну
площину до цiлої функцiї ϕ(z), z ∈ C, яка
задовольняє умову

∃a, b, c > 0∀z = x + iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by), (1)

де

γ(x) =

{
1, |x| < 1,
inf
k

(lk/|x|k), |x| ≥ 1,

ρ(y) =

{
1, |y| < 1,
sup

n
(|y|n/mn), |y| ≥ 1,

Зазначимо, що ρ – неперервно диференцi-
йовна, парна на R функцiя, яка монотон-
но зростає на промiжку [1, +∞), ρ(x) ≥ 1,
x ∈ R; при цьому ln ρ – опукла на (0, +∞)
функцiя [2], тобто

∀{y1, y2} ⊂ (0, +∞) :

ln ρ(y1) + ln ρ(y2) ≤ ln ρ(y1 + y2). (2)

Наприклад, якщо mn = nnδ, 0 < δ < 1, n ∈
Z+, то ρ(y) ∼ exp(|y|1/δ).

Оскiльки γ(x) = 1/γ̃(x), де γ̃(x) = 1, |x| <
1 i γ̃(x) = sup

k
(|x|k/lk), якщо |x| > 1, то γ

– неперервно диференцiйовна, парна на R
функцiя, яка монотонно спадає на промiжку
[1, +∞), 0 < γ(x) ≤ 1, x ∈ R. Наприклад,
якщо lk = kkα, то правильними є нерiвностi
[3]:

exp

(
−α

e
|x|1/α

)
≤ γ(x) ≤ c exp

(
−α

e
|x|1/α

)
,

c = eαl/2.

Функцiя ln γ задовольняє на (0, +∞) нерiв-
нiсть [2]

ln γ(x1) + ln γ(x2) ≥ ln γ(x1 + x2),

{x1, x2} ⊂ (0, +∞). (3)

У введених просторах Smn
lk

визначенi й
обмеженi (а, отже, i неперервнi) лiнiйнi опе-
ратори, важливi для аналiзу; в першу чергу
це оператори множення на x, на всi много-
члени, на нескiнченно диференцiйовнi фун-
кцiї, якi задовольняють певнi умови (зокре-
ма, на функцiї iз вказаних просторiв), опе-
ратори диференцiювання, зсуву та розтягу.

Сукупнiсть функцiй, якi є продовження-
ми функцiй з простору Smn

lk
в C, позначи-

мо символом Smn
lk

(C). У просторi Smn
lk

(C) мо-
жна ввести топологiю iндуктивної границi
злiченно-нормованих просторiв, при цьому,
як випливає з (1) (див. також [2]) послiдов-
нiсть функцiй {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Smn

lk
збiгає-

ться до нуля тодi й лише тодi, коли послi-
довнiсть функцiй {ϕν(z), ν ≥ 1}, z ∈ C, рiв-
номiрно збiгається до нуля в кожнiй обме-
женiй областi комплексної площини C, при
цьому справджуються нерiвностi |ϕν(z)| ≤
cγ(ax)ρ(by), z = x + iy ∈ C, зi сталими
c, a, b > 0, не залежними вiд ν. Мульти-
плiкатором у просторi Smn

lk
(C) є кожна цiла

функцiя f(z), z ∈ C, яка задовольняє умову:
∀ε > 0 ∃cε > 0 : |f(z)| ≤ cε(γ(εx))−1ρ(εy),

z = x + iy ∈ C.

Вiдповiдно, функцiя f(x), x ∈ R, є мульти-
плiкатором у просторi Smn

lk
.

Символом (Smn
lk

)
′ позначатимемо простiр

усiх лiнiйних неперервних функцiоналiв над
вiдповiдним простором основних функцiй зi
слабкою збiжнiстю, а його елементи нази-
ватимемо узагальненими функцiями. Якщо
f ∈ (Smn

lk
)
′ , то до цього ж простору нале-

жить також кожна похiдна f (p), p ∈ N (тоб-
то елементи простору (Smn

lk
)
′ є нескiнченно

диференцiйовними), зсув f(ay + b), a 6= 0,
добуток αf , де α – мультиплiкатор у про-
сторi основних функцiй.

Оскiльки в основному просторi Smn
lk

ви-
значена операцiя зсуву аргументу Tx :
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ϕ(ξ) → ϕ(ξ + x), то згортку узагальненої
функцiї f ∈ (Smn

lk
)
′ з основною задамо фор-

мулою

(f∗ϕ)(x) :=< fξ, T−xϕ̆(ξ) >≡< fξ, ϕ(x−ξ) >

(iндекс ξ у fξ означає, що функцiонал f
дiє на ϕ як функцiю аргументу ξ, ϕ̆(ξ) =
ϕ(−ξ)); при цьому f ∗ϕ є звичайною нескiн-
ченно диференцiйовною функцiєю. Якщо f∗
ϕ ∈ Smn

lk
для довiльної функцiї ϕ ∈ Smn

lk
i iз

спiввiдношення ϕν → 0 при ν →∞ за топо-
логiєю простору Smn

lk
випливає, що f ∗ϕν → 0

при ν → ∞ за топологiєю простору Smn
lk

,
то функцiонал f називається згортувачем у
просторi Smn

lk
.

Простори типу S тiсно пов’язанi мiж со-
бою за допомогою перетворення Фур’є, а са-
ме, правильною є формула [3]: F [Smn

lk
] =

Sln
mk

. Оскiльки кожний простiр типу S ра-
зом з кожною функцiєю ϕ(x) мiстить також
функцiю ϕ(−x) i F−1[ϕ] = (2π)−1F [ϕ(−ξ)],
то у зв’язку з цим перетворення Фур’є уза-
гальненої функцiї f ∈ (Smn

lk
)
′ визначимо за

допомогою спiввiдношення

< F [f ], ϕ >=< f, F [ϕ] >, ∀ϕ ∈ Sln
mk

,

при цьому F [f ] ∈ (Sln
mk

)
′ .

Якщо f ∈ (Smn
lk

)
′ – згортувач у просто-

рi Smn
lk

, то для довiльної функцiї ϕ ∈ Smn
lk

правильною є формула [2]

F [f ∗ ϕ] = F [f ] · F [ϕ].

Нехай g(z) =
∑∞

n=0 cnz
n, z ∈ C, –

деяка цiла функцiя. Говоритимемо, що в
просторi Sln

lk
(C) задано оператор диферен-

цiювання нескiнченного порядку g(D) :=∑∞
n=0 cn(iD)n, D = d/dz, якщо для довiль-

ної функцiї ϕ ∈ Sln
lk

(C) ряд

ψ(z) ≡ (g(D)ϕ)(z) :=
∞∑

n=0

cn(iD)nϕ(z), z ∈ C,

зображає основну функцiю з простору
Sln

lk
(C) (тут {ln = n! n

√
ρn} – послiдов-

нiсть, побудована вище). Звуження опера-
тора g(D) на простiр Sln

lk
, яке позначатиме-

мо символом Ag, називатимемо диференцi-
альним оператором нескiнченного порядку

в просторi Sln
lk
. Правильним є наступне твер-

дження.
Теорема 1. Якщо цiла функцiя g – муль-

типлiкатор у просторi Sln
lk

(C), то в цьому
просторi визначений i неперервний опера-
тор g(D), при цьому

(Agϕ)(x) = F−1[g(σ)F [ϕ](σ)](x),

{x, σ} ⊂ R, ϕ ∈ Sln
lk

. (4)

Доведення цiєї теореми див. в [1].
Зауваження 1. Псевдодиференцiальний

оператор Ag визначений також у кожному
просторi Sln

ak
, де ak ≥ k!ρk, k

√
ρk → 0, k →∞,

вiдображає цей простiр в себе i є неперерв-
ним [1] (послiдовностi {ln} та {ak} задоволь-
няють умови 1) – 5)).

2. Основнi результати
Для еволюцiйного рiвняння

∂u

∂t
= Agu, (t, x) ∈ (0, T ]× R ≡ Ω,

0 < T < ∞, (5)

задамо багатоточкову нелокальну за часом
задачу

µ lim
t→+0

u(t, ·)−
m∑

k=1

µk lim
t→tk

u(t, ·) = f,

f ∈ (Sln
ak, ∗)

′
, ak = k2k, k ∈ Z+, (6)

де m ∈ N, {µ, µ1, . . . , µm} ⊂ (0, ∞),
(t1, . . . , tm) ⊂ (0, T ] – фiксованi числа, при-
чому µ >

∑m
k=1 µk, f ∈ Sln

ak
, Ag – псевдо-

диференцiальний оператор, який дiє в про-
сторi Sln

ak
, граничне спiввiдношення (6) роз-

глядається в просторi (Sln
ak

)
′ . Пiд розв’яз-

ком задачi (5), (6) розумiємо розв’язок u ∈
C1((0, T ], Sln

ak
рiвняння (5), який задовольняє

граничну умову (6) у вказаному сенсi (в про-
сторi (Sln

ak
)
′).

У працi [1] встановлено, що багатото-
чкова задача (5), (6) є коректно ров’я-
зною. Розв’язок дається формулою u(t, x) =
f ∗ G(t, x), (t, x) ∈ Ω, де G(t, x) =
F−1[Q(t, σ)](x),

Q(t, σ) =
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= exp{tg(σ)}
(

µ−
m∑

k=1

µk exp{tkg(σ)}
)−1

.

G – фундаментальний розв’язок нелокаль-
ної багатоточкової за часом задачi для рiв-
няння (5), (6).

Функцiя G(t, ·) – ФРБЗ для рiвняння (5)
є неперервною абстрактною функцiєю пара-
метра t ∈ (0, T ] iз значеннями в просторi
Sln

ak
(див. лему 2.4 [1]). Оскiльки гранична

узагальнена функцiя f в (6) – згортувач у
просторi Sln

ak
, а розв’язок u(t, ·) задачi (5),

(6) подається у виглядi згортки f ∗ G(t, ·),
то звiдси дiстаємо, що граничнi спiввiдно-
шення

u(t, ·) = f ∗G(t, ·)−→
t→ti

f ∗G(ti, ·) = u(ti, ·),

ti ∈ (0, T ], i ∈ {1, . . . , m},
справджуються в просторi Sln

ak
. Iз означе-

ння збiжностi в цьому просторi випливає,
зокрема, що u(t, ·) → u(ti, ·) при t → ti,
i ∈ {1, . . . , m}, рiвномiрно на довiльному
вiдрiзку [a, b] ⊂ R. Вказану збiжнiсть в
(6) погiршує перший доданок, оскiльки для
функцiї G(t, ·) точка t = 0 є особливою.
Однак виявляється, що якщо граничну фун-
кцiю f брати з вужчого, нiж (Sln

ak
)
′ класу, то

можна отримати локальне покращення збi-
жностi згортки f ∗G(t, ·) при t → +0.

Для цього будемо розглядати узагаль-
ненi функцiї, заданi на просторi основних
функцiй, який є неквазiаналiтичним. Та-
кий простiр мiстить в собi нескiнченно ди-
ференцiйовнi фiнiтнi функцiї. Зокрема, для
довiльних неперетинних промiжкiв [a1, b1]
та [a2, b2] знайдеться основна функцiя, рiв-
на одиницi на [a1, b1] та нулевi на [a2, b2]
(див. [4]). Згiдно з теоремою Карлемана-
Островського [4] клас Sln

ak
, ak = k2k, k ∈ Z+

є неквазiаналiтичним тодi й лише тодi, коли
виконується умова

+∞∫

1

ln T (λ)

λ2
dλ < ∞, T (λ) = sup

n∈Z+

λn

ln
. (7)

Отже, надалi вважатимемо, що послiдов-
нiсть ln, n ∈ Z+ така, що вiдповiдна фун-
кцiя T (λ) задовольняє умову (7). Тодi для

узагальненої функцiї f ∈ (S l̃n
ak

)
′ , l̃n = ln · n2n,

n ∈ Z+, є коректним поняттям спiвпадан-
ня f з гладкою функцiєю g (яку розумiє-
мо як регулярний функцiонал з простору
(S l̃n

ak
)
′) на вiдкритiй множинi Q ⊂ R (при

виконаннi умови (7) клас S l̃n
ak

є неквазiаналi-
тичним). При обґрунтуваннi властивостi ло-
калiзацiї використовуватимемо наступне до-
помiжне твердження.

Лема 1. Якщо x 6= 0, то для функцiї
G(t, x) та її похiдних справджуються оцiн-
ки

|Dm
x G(t, x)| ≤ cBq

0q
2qBmlmtq−m−1|x|−q,

t ∈ (0, 1], m ∈ Z+, (8)

де сталi c, B0, B > 0 не залежать вiд t,
q ∈ N – довiльно фiксоване.

Доведення. Оскiльки

G(t, x) = (2π)−1

∫

R

Q(t, σ)e−iσxdσ,

то покладемо σ = t−1y. Тодi

G(t, x) = (2π)−1t−1

∫

R

Q(t, t−1y)e−it−1xydy.

(9)
За умови x 6= 0 зiнтегруємо q разiв частина-
ми iнтеграл (9); у результатi знайдемо, що

G(t, x) = iq(2π)−1tq−1x−q×

×
∫

R

Dq
yQ(t, t−1y)e−it−1xydy,

Dm
x G(t, x) = (−1)m(2π)−1iq+mtq−m+1×

×
∫

R

ymDq
yQ(t, t−1y)e−it−1xydy, m ∈ N.

Тодi

|Dm
x G(t, x)| ≤ (2π)−1tq−m−1|x|−q×

×
∫

R

|y|m|Dq
yQ(t, t−1y)|dy.

Оскiльки Q(t, t−1y) = Q1(t, t−1y)Q2(t
−1y),

то оцiнка |Dq
yQ(t, t−1y)| зводиться до оцiнок
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функцiй |Dq
yQ1(t, t−1y)|, |Dq

yQ2(t
−1y)|. По-

вторюючи мiркування, проведенi при дове-
деннi лем 2.1, 2.2 [1] знайдемо, що правиль-
ними є нерiвностi

|Dq
yQ1(t, t−1y)| ≤ c1b

q
1q!e

− ln γ̃(ay),

|Dq
yQ2(t

−1y)| ≤ c2b
q
2q

2qe− ln γ̃(at−1y) ≤ c2b
q
2q

2q,

|Dq
yQ(t, t−1y)| ≤ cBq

0q
2qe− ln γ̃(ay), q ∈ N,

(10)
де сталi c, B0, a > 0 не залежать вiд t. Ура-
хувавши (10), прийдемо до нерiвностi

|Dm
x G(t, x)| ≤ c̃Bqq2qtq−m−1|x|−q×

×
∫

R

|y|me− ln γ̃(ay)dy.

Оскiльки

exp{− ln γ̃(ay)} ≤

≤ exp

{
− ln γ̃

(
a

2
y

)}
exp

{
− ln γ̃

(
a

2
y

)}

та

|y|m exp

{
− ln γ̃

(
a

2
y

)}
= |y|mγ̃

(
a

2
y

)
=

= |y|minf
m

lm
|a
2
y|m ≤

(
a

2

)m

lm, |y| ≥ 1,

то

|Dm
x G(t, x)| ≤ c̃Bq

0q
2qtq−m−1|x|−qBm

1 lm×

×
∫

R

e− ln γ̃(a
2
y)dy = ˜̃cBq

0q
2qtq−m−1Bm

1 lm|x|−q,

m ∈ Z+, t ∈ (0, 1], x 6= 0,

B1 = 2/a, сталi ˜̃c, B0, B1 > 0 не залежать
вiд t.

Лема доведена.
Теорема 2. Нехай f ∈ (S l̃n

ak,∗)
′, ak = k2k,

l̃n = lnn2n, i f = 0 на iнтервалi (a, b) ⊂ R.
Тодi розв’язок задачi (5), (6) з граничною
функцiєю f прямує до нуля при t → +0
рiвномiрно на довiльному вiдрiзку [c, d] ⊂
(a, b).

Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂
(a, b). Побудуємо функцiю ϕ ∈ S l̃n

ak
з носi-

єм в (a, b) таку, що ϕ = 1 на [a1, b1]. Оскiль-
ки функцiї ϕ(·)T−xǦ(t, ·), (1−ϕ(·))T−xǦ(t, ·)

при кожному t > 0 i x ∈ R належать до про-
стору S l̃n

ak
, то правильним є спiввiдношення

u(t, x) = 〈f, ϕ(·)T−xǦ(t, ·)〉+
+〈f, (1− ϕ(·))T−xǦ(t, ·)〉, (t, x) ∈ Ω.

Узагальнена функцiя f дорiвнює нулевi на
(a, b),

supp(ϕ(·)T−xǦ(t, ·)) ⊂ (a, b)

тому з останнього спiввiдношення випливає,
що

u(t, x) = t〈f, t−1γ(·)T−xǦ(t, ·)〉, (t, x) ∈ Ω,

де γ = 1− ϕ.
Для доведення теореми досить вста-

новити, що сiм’я функцiй Φt, x(ξ) =

t−1γ(ξ)T−xǦ(t, ξ) обмежена в просторi S l̃n
ak

рiвномiрно по t (для малих значень t) та
x ∈ [c, d], тобто, що

|ξkDn
ξ Φt,x(ξ)| ≤ cAkBnk2k l̃n,

{k, n} ⊂ Z+, ξ ∈ R, (11)

де сталi c, A, B > 0 не залежать вiд t, x, ξ,
якi змiнюються вказаним способом. Оскiль-
ки Φt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ [a1, b1], то оцiнку (11)
досить довести для ξ ∈ R\[a1, b1].

Функцiя ϕ є елементом простору S l̃n
ak
. От-

же,
|ξkDn

ξ Φ(ξ)| ≤ c1A
k
1B

n
1 k2k l̃n,

{k, n} ⊂ Z+, ξ ∈ R.

Скориставшись формулою диференцiюван-
ня добутку двох функцiй знайдемо, що

|ξkDn
ξ Φt,x(ξ)| = t−1

∣∣∣∣ξk

n∑
p=0

Cp
nD

p
ξ×

×γ(ξ)Dn−p
ξ G(t, x− ξ)

∣∣∣∣ ≤ Ψ1
t,x(ξ) + Ψ2

t,x(ξ),

де

Ψ1
t,x(ξ) := t−1

n∑
p=0

Cp
n|ξkDp

ξϕ(ξ)|×

×|Dn−p
ξ G(t, x− ξ)|,

Ψ2
t,x(ξ) := t−1|ξkDn

ξ G(t, x− ξ)|.
Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4. 31



Оцiнимо Ψ1
t,x(ξ). Для цього скористаємо-

ся нерiвностями (8); при оцiнцi |Dn−p
ξ G(t, x−

ξ)| в (8) покладемо q = n − p + 2; вра-
хуємо також те, що |x − ξ| ≥ a0 > 0, де
a0 = min{|a1 − c|, |b− b1|}. Отже,

Ψ1
t,x(ξ) ≤ cc1t

−1Ak
1k

2k×

×
n∑

p=0

Cp
nBp

1 l̃pB
q
0q

2qBn−pln−pt
q−(n−p)−1|x−ξ|−q.

Оскiльки tq−(n−p)−1 = t, q = n − p + 2,
0 ≤ p ≤ n, q2q = (n − p + 2)2(n−p+2) ≤
bMn−p(n− p)2(n−p), Bq

0 = B2
0B

n−p
0 , |x− ξ|−q ≤

aq
0 = ( 1

a0
)n−p+2, l̃p · l̃n−p ≤ NLnl̃n (див. п.1,

властивiсть 5), де b, M , N , L – додатнi ста-
лi, то

Ψ1
t,x(ξ) ≤ c̃Ak

1k
2kB̃n

n∑
p=0

Cp
nl̃pln−p(n−p)2(n−p) =

= c̃Ak
1k

2kB̃n

n∑
p=0

Cp
nl̃pl̃n−p ≤ ˜̃cAk

1k
2k ˜̃Bnl̃n,

(12)

де ˜̃B = 2B̃L = 2L max{B1, B0/a0}, причому
всi сталi не залежать вiд t, x, ξ, якi змiнюю-
ться вказаним способом.

Для оцiнок Ψ2
t,x(ξ) скористаємося тим, що

∃L0 > 0∀x ∈ [c, d] ∀ξ ∈ R\[a1, b1] :

|ξ|/|x− ξ| ≤ L0.

Поклавши в (8) q = n + 2 + k знайдемо, що

Ψ2
t,x(ξ) ≤ ctq−n−2|ξ|k|x− ξ|−qBq

0q
2qBnln.

Далi знаходимо, що

q2q = (n + 2 + k)2(n+2+k) ≤ c̄ĀkB̄nk2kn2n,

де c̄, Ā, B̄ – додатнi сталi,

|ξ|k|x− ξ|−q ≤ α0L
k
0a

n
1 , α0 = a−2

0 , a1 = a−1
0 ,

Bq
0 = B2

0B
n
0 Bk

0 , tq−n−2 = tk ≤ 1,

t ∈ (0, 1], {k, n} ⊂ Z+.

Отже,

Ψ2
t,x(ξ) ≤ ˜̃cAk

2B
n
2 k2kn2nln = ¯̄cAk

2B
n
2 k2k l̃n,

(13)

де сталi ¯̄c, A2, B2 > 0 не залежать вiд t, x, ξ.
З нерiвностей (12), (13) випливає нерiвнiсть
(11).

Теорема доведена.
Наслiдок 1. Нехай f ∈ (S l̃n

ak,∗)
′ ⊂ (Sln

ak,∗)
′ ,

u(t, x) – розв’язок задачi (5), (6) з грани-
чною функцiєю f . Якщо f = 0 на iнтервалi
(a, b) ⊂ R, то граничне спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− . . .−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = 0

справджується рiвномiрно вiдносно x на до-
вiльному вiдрiзку [c, d] ⊂ (a, b).

Лема 2. Якщо функцiя-символ g задо-
вольняє умову g(0) = 0, то G(t, ·) → (µ −
µ̃0)δ при t → +0 в просторi (Sln

ak
)
′ (тут

µ̃0 =
m∑

k=1

µk).

Доведення. Якщо g(0) = 0, то

Q1(t, 0) = 1, Q2(0) =

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

, тому з

формули
∫

R

G(t, x)eixσdx = Q1(t, σ)Q2(σ)

при σ = 0 дiстаємо, що
∫

R

G(t, x)dx = (µ− µ̃0)
−1, t ∈ (0, T ].

Тодi для довiльної основної функцiї ϕ ∈ Sln
ak∣∣∣∣〈G(t, ·), g〉 − 〈δ, ϕ〉

µ− µ̃0

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

R

G(t, x)ϕ(x)dx− ϕ(0)

µ− µ̃0

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣
∫

R

G(t, x)ϕ(x)dx−
∫

R

G(t, x)ϕ(0)dx

∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣
∫

R

|G(t, x)| · |ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≡ J(t).

Для доведення твердження досить пока-
зати, що

∀ε > 0 ∃t0 = t0(ε) > 0 ∀t : 0 < t < t0 ⇒
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J(t) < ε.

Застосувавши формулу про скiнченнi при-
рости знайдемо, що |ϕ(x) − ϕ(0)| ≤ M |x|,
де M = sup

x∈R
|ϕ′

(x)|. Вiзьмемо ε з промiж-

ку (0, T ) i покладемо t0 = ε, δ0 = t
1/2
0 . Тодi

|ϕ(x)− ϕ(0)| < Mε1/2, якщо лише |x| < t
1/2
0 .

Отже,

J(t) < ε1/2

∫

|x|<δ0

|G(t, x)|dx +

∫

|x|≥δ0

|G(t, x)|×

×|ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≡ ε1/2J1(t) + J2(t).

Оцiнимо J1(t). Легко бачити, що

J1(t) ≤
∫

R

|G(t, x)|dx = t

∫

R

|G(t, ty)|dy =

= t

∫

|y|<1

|G(t, ty)|dy +

∫

|y|≥1

|G(t, ty)|dy ≡

≡ J1
1 (t) + J2

1 (t).

Для функцiї G(t, ty) маємо наступне зобра-
ження:

G(t, ty) = (2π)−1

∫

R

etg(σ)Q2(σ)e−ityσdσ
tσ=η
=

= (2π)−1t−1

∫

R

etg(t−1η)Q2(t
−1η)e−iyηdη.

Оскiльки

Q2(t
−1y) =

(
µ−

m∑

k=1

µke
tkg(t−1η)

)−1

≤

≤
(

µ−
m∑

k=1

µk

)−1

(див. доведення леми 2.2 [1]), то

|G(t, ty)| ≤ c0t
−1

∫

R

etg(t−1η)dη ≤

≤ c0t
−1

∫

R

e−t ln γ̃(at−1η)dη ≤

≤ c0t
−1

∫

R

e− ln γ̃(aη)dη = c1t
−1, t ∈ (0, 1],

де c0 = (2π)−1

(
µ−

m∑
k=1

µk

)−1

. Отже, J1(t) ≤
c1, стала c1 > 0 не залежить вiд t.

Для того, щоб здiйснити оцiнку iнтегра-
ла J2

1 (t), скористаємося нерiвностями (8), де
покладемо m = 0, q = 2. Тодi (8) стосовно
функцiї G(t, ty) набуває вигляду:

|G(t, ty)| ≤ c̃B2
0t|ty|−2 = ˜̃ct−1|y|−2,

y 6= 0, 0 < t ≤ 1.

Звiдси дiстаємо, що

J2
1 (t) ≤ β̃

∫

|y|≥1

y−2dy = β
′
, t ∈ (0, 1].

Таким чином, J1(t) ≤ d0, де стала d0 > 0 не
залежить вiд t.

Оцiнимо J2(t). Передусiм зазначимо, що
|ϕ(x)−ϕ(0)| ≤ M1, де M1 = 2 sup

x∈R
|ϕ(x)|. Тодi

J2(t) ≤ M1

∫

|x|≥t
1/2
0

|G(t, x)|dx.

Знову скориставшись нерiвнiстю (8), де m =
0, q = 2 знайдемо, що

J2(t) ≤ 2β̃M1t

+∞∫

t
1/2
0

x−2dx =

= β
′
t · t−1/2

0 < β
′
t1/2 = β

′
ε1/2

для всiх t < t0. З отриманих для J1(t), J2(t)
оцiнок випливає, що

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε∀t : 0 < t < t0 ⇒
J(t) < const · ε1/2,

що й потрiбно було довести.
Якщо ε ≥ T , то за t0 = t0(ε) можна взяти

довiльно фiксоване число з промiжку (0, T ).
Лема доведена.
Надалi вважатимемо, що оператор Ag в

рiвняннi (5) побудований за функцiєю g, яка
задовольняє умову g(0) = 0.

Символом Ms позначатимемо клас фун-
кцiй, якi є мультиплiкаторами в просторi
S l̃n

ak
.
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Теорема 3. Властивiсть локалiзацiї.
Нехай f ∈ (S l̃n

ak,∗)
′, u(t, x) – розв’язок задачi

(5), (6) з граничною функцiєю f . Якщо уза-
гальнена функцiя f збiгається на iнтервалi
(a, b) ⊂ R з функцiєю g̃ ∈ Ms, то на до-
вiльному промiжку [c, d] ⊂ (a, b) граничне
спiввiдношення

µ lim
t→+0

u(t, x)− µ1 lim
t→t1

u(t, x)− . . .−

−µm lim
t→tm

u(t, x) = g̃(x)

виконується рiвномiрно вiдносно x.
Доведення. Нехай [c, d] ⊂ [a1, b1] ⊂

(a, b), ϕ – основна функцiя, побудована при
доведеннi теореми 2. Оскiльки ϕ(f − g̃) = 0
на (a, b), то ϕ(f−g̃) = 0 на [c, d], (1−ϕ)f = 0
на [a1, b1] i за доведеним у теоремi 2 грани-
чнi спiввiдношення

lim
t→+0

〈ϕ(f − g̃), T−xǦ(t, ξ)〉 = 0,

lim
t→+0

〈(1− ϕ)f, T−xǦ(t, ξ)〉 = 0 (14)

справджуються рiвномiрно вiдносно x ∈
[c, d].

Внаслiдок властивостi неперервностi
G(t, ·) як абстрактної функцiї параметра
t iз значеннями в просторi Sln

ak
граничнi

спiввiдношення
m∑

k=1

µk lim
t→tk

〈ϕ(f − g̃), T−xǦ(t, ξ)〉 = 0, (15)

m∑

k=1

µk lim
t→tk

〈(1− ϕ)f, T−xǦ(t, ξ)〉 = 0, (16)

також виконуються рiвномiрно вiдносно x ∈
[c, d]. Крiм того,

u(t, x) = 〈f, T−xǦ(t, ·)〉 =

= 〈ϕ(f − g̃), T−xǦ(t, ·)〉+
+〈(1− ϕ)f, T−xǦ(t, ·)〉+ 〈ϕg̃, T−xǦ(t, ·)〉,

причому

〈ϕg̃, T−xǦ(t, ·)〉 =

∫

R

G(t, x− ξ)ϕ(ξ)g̃(ξ)dξ =

=

∫

R

G(t, ξ)ϕ(x− ξ)g̃(x− ξ)dξ ≡ J(t, x).

Урахувавши спiввiдношення (14) – (16), ле-
му 2 та теорему 2.4 з [1] робимо висновок,
що для доведення твердження досить вста-
новити, що J(t, x) → (µ − µ̃0)

−1ϕ(x)g̃(x)
при t → +0 рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d],
оскiльки граничне спiввiдношення

m∑

k=1

µk lim
t→tk

J(t, x) =
µ̃0

µ− µ̃0

(ϕg̃)(x)

виконується рiвномiрно вiдносно x ∈ [c, d].
Це випливає з того, що J(t, x) подається у
виглядi згортки G(t, x)∗(ϕg̃)(x) , при цьому
граничне спiввiдношення

m∑

k=1

µk lim
t→tk

G(t, x) =
m∑

k=1

µkG(tk, x)

виконується в просторi Sln
ak

(зокрема, рiвно-
мiрно на вiдрiзку [c, d]), а ϕg̃ – фiнiтна фун-
кцiя з простору Sln

ak
, яку можна розумiти як

фiнiтний функцiонал (згортувач у просторi
Sln

ak
).
Доведення граничного спiввiдношення

J(t, ·)
[c, d]

⇒ (µ− µ̃0)
−1(ϕg̃)(·), t → +0,

яке здiйснюємо за схемою, використаною
при доведеннi леми 2, зводиться до оцiнки
iнтегралiв вигляду

∫

|ε|<δ

Ψ(t, ξ)dξ,

∫

|ε|≥δ

Ψ(t, ξ)dξ,

де

Ψ(t, ξ) = |G(t, ξ)| · |(ϕg̃)(x− ξ)− (ϕg̃)(x)|.
δ > 0 шукаємо за довiльно заданим ε > 0
так, що |(ϕg̃)(x − ξ) − (ϕg̃)(x)| < ε, якщо
лише |x| = |(x− ξ)− x| < δ. При оцiнцi вка-
заних iнтегралiв використовуємо нерiвнiсть∫
R
|G(t, ξ)|dξ ≤ d0, де стала d0 > 0 не зале-

жить вiд t (див. доведення леми 2), а також
те, що

sup
ξ∈R, x∈[c,d]

|(ϕg̃)(x− ξ)− (ϕg̃)(x)| = M < +∞.

Теорема доведена.
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