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РЕГУЛЯРИЗАЦIЯ ПЕРIОДИЧНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI
ЗА ДОПОМОГОЮ IМПУЛЬСНОГО ВПЛИВУ

Знайдено умови регуляризацiї лiнiйної перiодичної крайової задачi для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь за допомогою iмпульсного впливу. Побудовано узагальнений опе-
ратор Грiна та знайдено вигляд iмпульсного збурення регуляризованої лiнiйної перiодичної
крайової задачi.

Using an impulse influence, we find conditions for the regularization of a linear periodic boundary
value problem for a system of ordinary differential equation. We construct generalized Green’s
operator and find a form for impulse perturbation of a linear periodic boundary value problem.

1. Постановка задачi. Розглянемо
задачу про знаходження T -перiодичних
розв’язкiв

z(t) ∈ C1[0, T ]

системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь

dz(t)/dt = A(t)z(t) + f(t), (1)

яка некоректно поставлена [2,3]. Це означає,
що ∫ T

0

H∗(s)f(s)ds 6= 0

для довiльної неперервної функцiї f(t); тут
A(t) — неперервна на вiдрiзку [0, T ] матри-
ця, H∗(t)) — фундаментальна матриця си-
стеми, спряженої до однорiдної частини си-
стеми (1).

Нами дослiджено умови регуляризацiї [1,
2, 4] крайової задачi для системи (1) з перi-
одичною граничною умовою

`z(·) := z(0)− z(T ) = 0 (2)

та iмпульсним впливом [1,3, 5–7]

∆z(τ) = Sz(τ − 0) + µ, (3)

∆z(τ) := z(τ + 0)− z(τ − 0).

На вiдмiну вiд того, як це зроблено в мо-
нографiї [1] та статтi [3], поставимо задачу
не про умови розв’язностi лiнiйної перiоди-
чної крайової задачi для системи (1) з фiксо-
ваним iмпульсним впливом (3), а дослiди-
мо задачу про знаходження T -перiодичних

розв’язкiв

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}

а також матрицi S ∈ Rn×n, яка б для фiксо-
ваного вектора µ := 0 гарантувала розв’я-
знiсть цiєї задачi для довiльної неперерв-
ної функцiї f(t). Поставлена задача продов-
жує дослiдження умов регуляризацiї лiнiй-
ної крайової задачi для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь за допомогою iм-
пульсного впливу, наведених у монографiї
[1, c. 248] та статтi [3] на випадок µ := 0
та нефiксованої матрицi S.

Позначимо через X0(t) нормальну
(X0(τ) = In) фундаментальну матри-
цю [8, 9] однорiдної частини системи (1).
Загальний розв’язок

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}
, 0 < τ < T

диференцiальної системи з iмпульсним
впливом (1), (3) зобразимо у виглядi

z(t, c) = X(t)c +K
[
f(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де

K
[
f(s)

]
(t) :=

−X0(t)
∫ τ

t
X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [0, τ [,

X0(t)
∫ t

τ
X−1

0 (s)f(s)ds, t ∈ [τ, T ]
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узагальнений оператор Грiна задачi Кошi
z(τ) = 0 для диференцiальної системи (1) та
X(t)− нормальна (X(τ−0) = In) фундамен-
тальна матриця однорiдної частини системи
(1) з iмпульсним впливом (3)

X(t) =
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Позначимо матрицi Q := `X0(·), Q := `X(·)
й ортопроектор [1] PQ∗ : Rn → N(Q∗).
Диференцiальна система (1) з перiодичною
крайовою умовою (2) та iмпульсним впли-
вом (3) розв’язна для довiльної неперервної
функцiї f(t), якщо PQ∗ = 0. Таким чином,
отримуємо рiвняння для знаходження ма-
трицi S ∈ Rn×n :

[
Q−X(T )S

]
·
[
Q−X(T )S

]+

= In. (4)

Припустимо, що рiвняння (4) має дiйсний
розв’язок S, якому вiдповiдає нормальна
фундаментальна матриця однорiдної части-
ни системи (1) з iмпульсним впливом (3):

X(t) =
X0(t), t ∈ [0, τ [,

X0(t)(In + S), t ∈ [τ, T ].

Матрицi X(t) вiдповiдає не менш нiж один
розв’язок задачi (1), (2), (3)

z(t, c) = K
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
f(s)

]
(·).

Таким чином, доведено наступне тверджен-
ня.

Теорема. Якщо задача про знаходжен-
ня T -перiодичних розв’язкiв z(t) ∈ C1[0, T ]
системи (1) некоректно поставлена i рiв-
няння (4) має дiйсний корiнь S ∈ Rn×n, то
для для довiльної неперервної функцiї f(t) у
просторi

z(t) ∈ C1

{
[0, T ] \ {τ}

I

}

iснує не менш нiж один розв’язок

z(t) = G
[
f(s)

]
(t)

крайової задачi з перiодичною крайовою умо-
вою та iмпульсним впливом (1), (2), (3), де
S = S, µ := 0,

G
[
f(s)

]
(t) :=

= K
[
f(s)

]
(t)−X(t)Q+`K

[
f(s)

]
(·)

— узагальнений оператор Грiна задачi про
регуляризацiю T -перiодичних розв’язкiв си-
стеми (1) за допомогою iмпульсного впливу
(3).

У залежностi вiд матрицi S iмпульсний
вплив (3) за умови

det

(
In + S

)
6= 0

— невироджений [1,5], або ж вироджений [8,
9]:

det

(
In + S

)
= 0.

Приклад Умови доведеної теореми ви-
конуються у випадку 2π-перiодичної зада-
чi для системи (1), яка для довiльної не-
перервної функцiї f(t) не має розв’язкiв у
класi z(t) ∈ C1[0; 2π]; в той же час у класi
функцiй

z(t) ∈ C1

{
[0, 2π] \ {τ}

I

}
, τ := π

крайова задача для системи з перiодичною
крайовою умовою та iмпульсним впливом

dz/dt = Az + f(t), t 6= τ, `z(·) = 0,

∆z(τ) = Sz(τ − 0) (5)

розв’язна для довiльної неперервної функцiї
f(t). Тут

A(t) =




1 0 0
0 0 1
0 −1 0


 .

Справдi, у випадку крайової задачi
для диференцiальної системи (5) з 2π-
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перiодичною умовою та iмпульсним впли-
вом рiвняння (4) має дiйсний розв’язок

S =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 ,

якому вiдповiдає нормальна (X(π− 0) = I3)
фундаментальна матриця однорiдної части-
ни системи (5) з виродженим (det(I3 + S) =
0) iмпульсним впливом:

X(t) =




et−π 0 0
0 − cos t− sin t
0 sin t− cos t


 , t ∈ [0, τ [,




et−π 0 et−π

− sin t−2 cos t− sin t
− cos t 2 sin t− cos t


 ,t ∈ [τ, T ].

Для довiльної неперервної функцiї f(t) та
знайденої матрицi X(t) iснує єдиний розв’я-
зок крайової задачi для диференцiальної си-
стеми (5) з 2π-перiодичною умовою та iм-
пульсним впливом. Зокрема, для функцiї

f(t) =




0
0

sin t




2π-перiодична задача для диференцiальної
системи (5) нерозв’язна, в той же час ре-
гуляризована крайова задача для диферен-
цiальної системи (5) з 2π-перiодичною умо-
вою та виродженим iмпульсним впливом
має єдиний розв’язок

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2




0
3π cos t− t cos t + sin t
−3π sin t + t sin t


 ,

t ∈ [0, τ [,

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2




0
5π cos t− t cos t + sin t
−5π sin t + t sin t


 ,

t ∈ [τ, T ].

Рiвняння (4) має також дiйсний розв’язок

S1 =




0 1 0
0 0 1
1 0 0




, якому вiдповiдає нормальна (X1(π − 0) =
I3) фундаментальна матриця однорiдної ча-
стини системи (5) з невиродженим (det(I3 +
S1) 6= 0) iмпульсним впливом:

X1(t) =




et−π 0 0
0 − cos t − sin t
0 sin t − cos t


 , t ∈ [0, π[;

для t ∈ [π, 2π] :

X1(t) =




et−π et−π 0
− sin t − cos t − sin t− cos t
− cos t sin t sin t− cos t


 .

Для тiєї ж функцiї f(t) регуляризована кра-
йова задача для системи диференцiальних
рiвнянь (5) з 2π-перiодичною умовою та ви-
родженим iмпульсним впливом має єдиний
розв’язок; для t ∈ [0, π[:

G
[
f(s)

]
(t) =

1

2




0
(2π + 1) sin t + (π − t) cos t

2π cos t− (π − t) sin t


 ;

для t ∈ [π, 2π] :

G
[
f(s)

]
(t) =

=
1

2




0
3π cos t− t cos t + (2π + 1) sin t

2π cos t + (t− 3π) sin t


 .

Згiдно традицiйної класифiкацiї крайових
задач [1] регуляризована крайова задача
для диференцiальної системи (5) з 2π-
перiодичною умовою та iмпульсним впли-
вом є некритичною. Дiйсно, для матрицi
S = S має мiсце рiвнiсть PQ∗ = 0, де

Q =




e−π − eπ 0 1
0 1 0
−eπ 0 0


 .

Так само, для матрицi S = S1 має мiсце рiв-
нiсть PQ∗1 = 0, де

Q1 =




e−π − eπ 1 0
0 0 1
−eπ 0 0


 ,
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отже, регуляризована крайова задача
для диференцiальної системи (5) з 2π-
перiодичною умовою та iмпульсним впли-
вом є некритичною.

На завершення зазначимо, що побудова-
на нами матриця S, а отже i умова регуля-
ризацiї лiнiйної перiодичної крайової задачi
за допомогою iмпульсного впливу PQ∗ = 0,
не залежать вiд вибору довiльної неперерв-
ної функцiї f(t) на вiдмiну вiд схеми, запро-
понованої в монографiї [1].
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