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ОБЕРНЕНI ТЕОРЕМИ ТЕОРIЇ НАБЛИЖЕННЯ У ВАГОВИХ
ПРОСТОРАХ ОРЛИЧА

Отримано аналог вiдомої нерiвностi Бернштейна для (ψ; β)-похiдної вiдносно метрики вагових
просторiв Орлича. Використовуючи отриману нерiвнiсть, доведено оберненi теореми теорiї
наближення в цих просторах.

We obtain an analog of known Bernstein’s inequality for (ψ;β)-derivative in the metric of weighted
Orlicz spaces. With its help we prove inverse theorems of the approximation theory in these spaces.

1. Означення i постановка задачi.
Наведемо спочатку деякi вiдомостi з теорiї
опуклих функцiй i вагових просторiв Орли-
ча (див. [1, 2]).

Означення 1. Неперервна опукла фун-
кцiя Φ : R 7→ [0;∞) називається функцiєю
Юнга, якщо Φ є парною i задовольняє умови

lim
x→0

Φ(x)

x
= 0, lim

x→∞
Φ(x)

x
= ∞.

Означення 2. Кажуть, що функцiя
Юнга Φ задовольняє умову ∆2 (Φ ∈ ∆2),
якщо iснує стала c > 0 така, що

Φ(2x) ≤ c Φ(x), ∀x ∈ R.

Означення 3. Невiд’ємна функцiя M =
M(t), t ≥ 0 називається квазiопуклою фун-
кцiєю Юнга, якщо iснує опукла функцiя
Юнга Φ i така стала c > 1, що виконує-
ться нерiвнiсть

Φ(x) ≤ M(x) ≤ Φ(cx), ∀x ≥ 0.

Позначимо через QC множину всiх квазi-
опуклих функцiй Юнга.

Означення 4. Нехай M ∈ QC. Тодi че-
рез L̃M,ω позначають клас 2π-перiодичних
вимiрних за Лебегом функцiй f , якi задо-
вольняють умову

2π∫

0

M(|f(x)|)ω(x)dx < ∞,

де ω(x) — 2π-перiодична вимiрна i майже
скрiзь додатна функцiя (вага), а через LM,ω

позначають лiнiйну оболонку класу L̃M,ω.
Множина LM,ω стає нормованим просто-

ром, якщо

‖f‖M,ω := sup

{ 2π∫

0

|f(t)g(t)|ω(t) dt :

:

2π∫

0

M̃(|g(t)|)ω(t) dt ≤ 1

}
,

де M̃(y) := supx≥0(xy − M(x)), y ≥ 0, —
доповнювальна до M(x) функцiя.

Кажуть, що вагова функцiя ω = ω(t) на-
лежить до класу Макенхаупа Ap, 1 < p < ∞,
якщо ω є 2π-перiодичною i
(

1

b− a

b∫

a

ω(t) dt

)(
1

b− a

b∫

a

1

ω1/(p−1)(t)
dt

)p−1

≤

≤ c,

де [a, b] довiльний вiдрiзок з [0, 2π].
Для квазiопуклої функцiї M визначимо

величину

1

℘(M)
:= inf{℘ : ℘ > 0, M℘ ∈ QC},

℘′(M) :=
℘(M)

℘(M)− 1
,

яка вперше була введена в роботi [3]. Якщо
ω ∈ A℘(M), то LM,ω ⊂ L, де L — простiр 2π-
перiодичних сумовних на промiжку [0, 2π]
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функцiй i LM,ω стає банаховим простором з
нормою Орлича. Банахiв простiр LM,ω нази-
вається ваговим простором Орлича.

Через QCθ
2 позначають клас функцiй

M = M(t), якi задовольняють умову ∆2 i
таких, що M θ є квазiопуклою для довiльно-
го θ ∈ (0; 1).

Нам також знадобиться визначення
(ψ; β)-похiдної i множин Lψ

β , яке належить
О.I. Степанцю [4, c. 142 – 143].

Означення 5. Нехай f ∈ L i

S[f ] =
a0(f)

2
+

+
∞∑

k=1

(ak(f) cos kx + bk(f) sin kx) ≡

≡
∞∑

k=0

Ak(f, x) (1)

— її ряд Фур’є. Нехай, далi, ψ(k) — довiль-
на дiйснозначна функцiя натурального ар-
гументу i β ∈ R. Припустимо, що ряд

∞∑

k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx +

βπ

2

)
+

+bk(f) sin

(
kx +

βπ

2

))
(2)

є рядом Фур’є деякої функцiї з L. Цю фун-
кцiю позначають через fψ

β (·) (або (Dψ
β f)(·))

i називають (ψ; β)-похiдною функцiї f(·),
а множину функцiй f(·), у яких iснують
(ψ; β)-похiднi, позначають через Lψ

β .

Через Lψ
βLM,ω будемо позначати множини

(ψ; β)-диференцiйовних функцiй f ∈ L, для
яких fψ

β ∈ LM,ω.
Нехай M — множина послiдовностей дiй-

сних чисел ψ(k) > 0, якi задовольняють
умови:

1. ψ(k)− ψ(k + 1) ≥ 0, k ∈ N;
2. lim

k→∞
ψ(k) = 0;

3. ψ(k+2)−2ψ(k+1)+ψ(k) > 0, k ∈ N;
а M′ — пiдмножина функцiй ψ ∈ M, для

яких
∞∑

k=1

ψ(k)
k

< ∞.

Тодi, якщо ψ ∈ M′ i β ∈ R, то, як по-
казано в монографiї [4, c. 143 – 144], зав-
жди знайдеться функцiя fψ

β ∈ L0, L0 :=

{ϕ ∈ L : ϕ ⊥ 1}, ряд Фур’є якої спiвпа-
дає з (2). Вiдзначимо при цьому, що якщо
fψ

β ∈ LM,ω ∩ L0, M ∈ QCθ
2 i ω ∈ A℘(M), то на

пiдставi спiввiдношення (14) в сенсi збiжно-
стi за метрикою просторiв LM,ω виконується
рiвнiсть

fψ
β (x) =

∞∑

k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx +

βπ

2

)
+

+bk(f) sin

(
kx +

βπ

2

))
. (3)

З розкладу (3) випливають формули
зв’язку мiж коефiцiєнтами Фур’є функцiй
fψ

β i f :

ak(f) = ψ(k)

(
ak(f

ψ
β ) cos

βπ

2
−bk(f

ψ
β ) sin

βπ

2

)
,

(4)

bk(f) = ψ(k)

(
ak(f

ψ
β ) sin

βπ

2
+bk(f

ψ
β ) cos

βπ

2

)
,

(5)
i

ak(f
ψ
β ) =

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

βπ

2
+ bk(f) sin

βπ

2

)
,

(6)

bk(f
ψ
β ) =

1

ψ(k)

(
bk(f) cos

βπ

2
− ak(f) sin

βπ

2

)
.

(7)
У цiй роботi отримано аналог вiдомої

нерiвностi Бернштейна для (ψ; β)-похiдної
вiдносно метрики просторiв LM,ω. Викори-
стовуючи цю нерiвнiсть, доведено оберне-
нi теореми теорiї наближення на множинах
Lψ

βLM,ω.
2. Допомiжнi твердження. Позначи-

мо, як звичайно,

Sn(f ; x) =
a0(f)

2
+

+
n∑

k=1

(ak(f) cos kx+bk(f) sin kx), n = 0, 1, . . . ,

(8)
— частиннi суми ряду Фур’є порядку n фун-
кцiї f .

Сформулюємо твердження з книги [1, c.
278], яке носить допомiжний характер i ви-
користовуватиметься при доведеннi основ-
них результатiв цiєї роботи.
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Теорема А. Якщо M ∈ QCθ
2 i ω ∈ A℘(M),

то для довiльної функцiї f ∈ LM,ω i довiль-
ного натурального n виконуються нерiвно-
стi

2π∫

0

M(|Sn(f ; t)|)ω(t) dt ≤

≤ C

2π∫

0

M(|f(t)|)ω(t) dt, (9)

i
2π∫

0

M(|f̃(t)|)ω(t) dt ≤ C

2π∫

0

M(|f(t)|)ω(t) dt,

(10)
де f̃ — функцiя, тригонометрично спряже-
на з f i C — додатна стала, яка не зале-
жить вiд f i n.

З теореми A, зокрема, випливає, що опе-
ратори Фур’є i тригонометричного спряжен-
ня є рiвномiрно обмеженими вiдносно n ∈ N
в просторi LM,ω, M ∈ QCθ

2, ω ∈ A℘(M), тоб-
то для довiльної функцiї f ∈ LM,ω, M ∈
QCθ

2, ω ∈ A℘(M),

‖Sn(f)‖M,ω ≤ C‖f‖M,ω, (11)

‖f̃‖M,ω ≤ C‖f‖M,ω. (12)

Позначимо через

En(ϕ)M,ω := inf
tn−1∈Tn−1

‖ϕ−tn−1‖M,ω, ϕ ∈ LM,ω,

— найкраще наближення функцiї ϕ за допо-
могою пiдпростору Tn−1 тригонометричних
полiномiв порядку, не вище n−1. У роботi [5,
лема 3] показано, що для довiльної функцiї
f ∈ LM,ω i довiльного ε > 0 знайдеться три-
гонометричний полiном T (x), для якого

2π∫

0

M(|f(x)− T (x)|)ω(x) dx < ε.

Це означає, що

‖f − T‖M,ω < ε,

звiдки отримуємо

En(f)M,ω → 0, n →∞. (13)

Iз спiввiдношень (11), (12) i (13) випли-
ває, що за умов теореми A

‖f − Sn−1(f)‖M,ω → 0, n →∞, (14)

i

‖f − Sn−1(f)‖M,ω = O(1)En(f)M,ω = (15)

= O(1)En(f̃)M,ω,

де O(1) — величини, рiвномiрно обмеженi
вiдносно n.

Далi знадобитися наступне твердження,
яке також носить допомiжний характер, але
й не позбавлене самостiйного iнтересу. По-
значимо через M∗ множину послiдовностей
ψ(k) > 0, якi задовольняють тiльки першi
двi умови з визначення множини M, тобто:

M∗ =
{{ψ(k)}∞k=1 : (∀k ∈ N)(ψ(k)−ψ(k+1) > 0),

lim
k→∞

ψ(k) = 0
}
.

Лема 1. Нехай ψ ∈ M∗, β ∈ R, M ∈ QCθ
2

i ω ∈ A℘(M). Тодi для довiльного тригономе-
тричного полiнома Tn порядку, не вище n,
виконується нерiвнiсть

‖Dψ
β Tn‖M,ω ≤ K

ψ(n)
‖Tn‖M,ω, n = 0, 1, . . . ,

(16)
де 1/ψ(0) := 0, a K — додатна стала, яка
не залежить вiд β i n.

Спiввiдношення (16) є аналогом класи-
чної нерiвностi для максимуму модуля похi-
дної тригонометричного полiнома, отрима-
ної С.Н. Бернштейном в роботi [6]. Надалi
ця нерiвнiсть уточнювалася i узагальнюва-
лася в роботах багатьох авторiв. З основни-
ми результатами щодо нерiвностi С.Н. Берн-
штейна i коментарями до них можна озна-
йомитися, наприклад, у книзi М.П. Корнiй-
чука , В.Ф. Бабенко i А.О. Лигуна [7] (див.,
також, монографiї О.П. Тiмана [8] , Н.I. Ахi-
єзера [9]) . Вiдзначимо також, що за умови
ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N, лема 1 до-
ведена в роботi [10]. У випадку метрики про-
сторiв Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ i ω(t) ≡ 1, нерiвнiсть
(16) отримано О.I. Степанцем i О.К. Кушпе-
лем в статтi [11] .
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Доведення. Якщо

Tn(x) =
n∑

k=0

(ak cos kx + bk sin kx)

— тригонометричний полiном порядку, не
вище n, то вiдповiдно до рiвностi (3)

(Dψ
β Tn)(x) =

n∑

k=1

1

ψ(k)
ak cos

(
kx +

βπ

2

)
+

+bk sin

(
kx +

βπ

2

)
=

n∑

k=1

cos βπ
2

ψ(k)

(
ak cos kx+

+bk sin kx

)
−

n∑

k=1

sin βπ
2

ψ(k)

(
ak sin kx−bk cos kx

)
=

=
n∑

k=1

cos βπ
2

ψ(k)
Ak(Tn; x)−

n∑

k=1

sin βπ
2

ψ(k)
Ak(T̃n; x) =

= cos
βπ

2
(Dψ

0 Tn)(x)− sin
βπ

2
(Dψ

0 T̃n)(x). (17)

Покладемо

Rψ
m(ϕ; x) :=

m−1∑

k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
Ak(ϕ; x), (18)

де m = 1, 2, . . . , i 1/ψ(0) := 0.
З рiвностi (17) випливає, що функцiя

ϕ1(x) := ψ(n)(Dψ
0 Tn)(x) =

n∑

k=1

ψ(n)

ψ(k)
Ak(Tn; x),

є тригонометричним полiномом порядку, не
вище n (тобто Ak(ϕ1; x) ≡ 0, k > n). Вра-
ховуючи це, використовуючи перетворення
Абеля, для довiльного натурального числа
m ≥ n отримуємо

Rψ
m(ϕ1; x) =

m−1∑

k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
Ak(ϕ1; x) =

=
n∑

k=0

[
1− ψ(m)

ψ(k)

]
ψ(n)

ψ(k)
Ak(Tn; x) =

= ψ(n)
n−1∑

k=0

[
1

ψ(k)
− 1

ψ(k + 1)

]
×

×
k∑

i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn; x)+

+
n∑

i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn; x) =

= ψ(n)
n−1∑

k=0

[
1

ψ(k)
− 1

ψ(k + 1)

]
rψ,m
k (Tn; x)+

+rψ,m
n (Tn; x), (19)

де

rψ,m
k (Tn; x) :=

k∑
i=0

[
1− ψ(m)

ψ(i)

]
Ai(Tn; x),

k = 0, 1, . . . , n.

Знову скориставшись перетворенням Абеля,
матимемо

rψ,m
k (Tn; x) = ψ(m)

k−1∑
i=0

[
1

ψ(i + 1)
− 1

ψ(i)

]
×

×
i∑

j=0

Aj(Tn; x)+ψ(m)

[
1

ψ(m)
− 1

ψ(k)

] k∑
j=0

Aj(Tn; x) =

= ψ(m)
k−1∑
i=0

[
1

ψ(i + 1)
− 1

ψ(i)

]
Si(Tn; x)

+ψ(m)

[
1

ψ(m)
− 1

ψ(k)

]
Sk(Tn; x).

Звiдси, враховуючи монотоннiсть послiдов-
ностi ψ(k) i спiввiдношення (11), отримуємо
нерiвнiсть

‖rψ,m
k (Tn; ·)‖M,ω ≤

≤ Kψ(m)
k−1∑
i=0

[
1

ψ(i + 1)
− 1

ψ(i)

]
‖Tn(·)‖M,ω+

+Kψ(m)

[
1

ψ(m)
− 1

ψ(k)

]
‖Tn(·)‖M,ω ≤

≤ K‖Tn(·)‖M,ω, (20)

де K = KM — додатна величина, яка зале-
жить вiд функцiї M.

Застосовуючи тепер оцiнку (20) до рiвно-
стi (19), для довiльного натурального числа
m ≥ n знаходимо

‖Rψ
m(ϕ1; ·)‖M,ω ≤ K‖Tn(·)‖M,ω. (21)
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Аналогiчно, для функцiї

ϕ2(x) := ψ(n)(Dψ
0 T̃n)(x) =

n∑

k=1

ψ(n)

ψ(k)
Ak(T̃n; x),

враховуючи спiввiдношення (12), для до-
вiльного натурального числа m ≥ n отри-
муємо, що

‖Rψ
m(ϕ2; ·)‖M,ω ≤ K‖Tn(·)‖M,ω. (22)

Покладемо

Qψ
m1,m2

(ϕ; x) :=
ψ(m1)

ψ(m1)− ψ(m2)
Rψ

m2
(ϕ; x)

− ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
Rψ

m1
(ϕ; x), (23)

де m1 < m2 ∈ N, а Rψ
m(ϕ; x) — величина, яка

визначається у спiввiдношеннi (18).
Вважаючи, що послiдовностi ψ(k) з мно-

жини M є звуженнями на множину нату-
ральних чисел неперервних функцiй ψ(t) не-
перервного аргументу t ≥ 1, вiдповiдно до
[4, c. 159] через η(t) = η(ψ; t) позначимо фун-
кцiю, яка пов’язана з ψ рiвнiстю

ψ(η(t)) =
1

2
ψ(t), t ≥ 1.

Звiдси, внаслiдок строгої монотонностi та
спадання до нуля ψ, функцiя η(t) для всiх
t ≥ 1 визначається однозначно

η(t) = η(ψ; t) = ψ−1

(
1

2
ψ(t)

)
, (24)

де ψ−1 — функцiя, обернена до ψ.
Нехай тепер m1 = n i m2 = [η(n)], где [a]

— цiла частина числа a. Тодi виконуються
спiввiдношення

ψ(m1)

ψ(m1)− ψ(m2)
= O(1),

ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
= O(1). (25)

На пiдставi спiввiдношень (21) – (25), зна-
ходимо, що

‖Qψ
n,[η(n)](ϕi; ·)‖M,ω ≤ K‖Tn(·)‖M,ω, (26)

n = 1, 2, . . . , i = 1, 2.

Оскiльки справедлива рiвнiсть

Qψ
m1,m2

(ϕ; x) =
ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
×

×
m2−1∑

k=0

(
1

ψ(m2)
− 1

ψ(k)

)
Ak(ϕ; x)−

− ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)

m1−1∑

k=0

(
1

ψ(m1)
− 1

ψ(k)

)
Ak(ϕ; x),

яка за допомогою перетворення Абеля при-
ймає вигляд

Qψ
m1,m2

(ϕ; x) =
ψ(m1)ψ(m2)

ψ(m1)− ψ(m2)
×

×
m2−1∑

k=m1

(
1

ψ(k + 1)
− 1

ψ(k)

)
Sk(ϕ; x),

то для довiльного тригонометричного полi-
нома Tm, порядок якого неперевищує m1,
матимемо

Qψ
m1,m2

(Tm; x) = Tm(x). (27)

Беручи тепер до уваги те, що

Qψ
m1,m2

(cϕ; x) = cQψ
m1,m2

(ϕ; x), c = const,

враховуючи спiввiдношення (17), (26) i (27),
знаходимо, що

‖(Dψ
β Tn)(·)‖M,ω ≤ ‖(Dψ

0 Tn)(·)‖M,ω+

+‖(Dψ
0 T̃n)(·)‖M,ω =

∥∥∥∥
1

ψ(n)
Qψ

n,[η(n)](ϕ1; ·)
∥∥∥∥

M,ω

+

+

∥∥∥∥
1

ψ(n)
Qψ

n,[η(n)](ϕ2; ·)
∥∥∥∥

M,ω

≤ K

ψ(n)
‖Tn(·)‖M,ω,

(28)
n = 0, 1, . . . , що й потрiбно було довести. Те-
орема доведена.

Зауважимо, що нерiвнiсть (16) є непокра-
щуваною за порядком, оскiльки для триго-
нометричного полiнома t∗n(x) = cos nx буде-
мо мати

(Dψ
0 t∗n)(x) =

1

ψ(n)
cos nx

i

‖Dψ
0 t∗n)‖M,ω = ‖ 1

ψ(n)
cos nx‖M,ω =

1

ψ(n)
‖t∗n‖M,ω.
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Добре вiдомо (див., наприклад [4, c.
133]), що у випадку, коли ψr(k) = k−r,

r > 0, множини Lψ
β збiгаються з мно-

жинами W r
β функцiй, диференцiйовних в

розумiннi Вейля-Надя. Позначивши через
Dr

β(Tn) (r; β)-похiдну Вейля-Надя тригоно-
метричного полiнома Tn i враховуючи оче-
видну належнiсть ψr(k) ∈ M∗, r > 0, лему 1
можна записати в наступному виглядi.

Лемма 1′. Нехай M ∈ QCθ
2, ω ∈ A℘(M) i

β ∈ R. Тодi для довiльного тригонометри-
чного полiнома Tn порядку, не вище n, ви-
конується нерiвнiсть

‖Dr
β(Tn)‖M,ω ≤ K

nr
‖Tn‖M,ω, n = 0, 1, . . . ,

де 1/0 := 0, a K — додатна стала, яка не
залежить вiд β i n.

3. Основнi результати. Використовую-
чи лему 1 можна довести так званi оберненi
теореми теорiї наближення на множинах Lψ

β ,
LM,ω. Для формулювання результатiв буде-
мо використовувати визначення множин M0

i F, якi належать О.I. Степанцю ( [4, c. 160,
c. 165]):

M0 = {ψ ∈ M : 0 <
t

η(ψ; t)− t
≤ K, t ≥ 1},

F = {ψ ∈ M : η′(ψ; t) ≤ K},
де η(ψ; t) є функцiя, визначена у спiввiдно-
шеннi (24).

Теорема 1. Нехай M ∈ QCθ
2, ω ∈ A℘(M) i

β ∈ R. Тодi для довiльної функцiї f ∈ LM,ω

матимемо:
1. Якщо ψ ∈ M i ряд

∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|ψ(k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β , така що

En(fψ
β )M,ω≤ C1

∞∑

k=n

Ek(f)M,ω|ψ(k)|−1. (29)

2. Якщо ψ ∈ M0 i ряд
∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|kψ(k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β , така що

En(fψ
β )M,ω ≤ C2

(
En(f)M,ω

ψ(n)
+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω|kψ(k)|−1

)
. (30)

3. Якщо ψ ∈ F, η(ψ; t)− t ≥ K > 0 i ряд

∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|ψ(k)(η(k)− k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β , така що

En(fψ
β )M,ω ≤ C3

(
En(f)M,ω

ψ(n)
+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω|ψ(k)(η(k)− k)|−1

)
, (31)

де n ∈ N, Ci, i = 1, 2, 3, величини, рiвномiр-
но обмеженi вiдносно f, β i n.

Якщо ψ(n) = n−α, β = α, α > 0, n ∈ N,
то тодi твердження теореми 1 спiвпадає з
теоремою 2.13 з роботи [10]. О.I. Жукiна [12]
i О.I. Степанець [13] отримали аналогiчний
результат для монотонних послiдовностей ψ
вiдносно метрик просторiв Lp, 1 < p < ∞.
Результат для ψ(n) = nα, α ∈ R, n ∈ N i
1 < p < ∞ було встановлено в роботi [14].
Для ψ(n) = n−r, β = r, r ∈ N i 1 < p < ∞
теорема 1 була доведена О.П. Тiманом [8].

Доведення. Для доведення теореми бу-
демо використовувати схему, запропонова-
ну в книзi [15, c. 120 – 126]. Переконаємо-
ся спочатку у справедливостi твердження
пункту 1 теореми. Нехай {tn(·)}∞n=1 — послi-
довнiсть тригонометричних полiномiв, якi
здiйснюють найкраще наближення функцiї
f ∈ LM,ω. Тодi ряд

tn(x) +
∞∑

k=n+1

(tk(x)− tk−1(x)) (32)

збiгається до f(x) за нормою простору LM,ω,
i його частиннi суми Tm при m > n спiвпа-
дають з полiномами tm(x).
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Доведемо, що ряд

(Dψ
β tn)(x) +

∞∑

k=n+1

(Dψ
β (tk − tk−1))(x) (33)

збiгається до суми T (x), що має ряд Фур’є
вигляду

∞∑

k=1

1

ψ(k)

(
ak(f) cos

(
kx +

βπ

2

)
+

+bk(f) sin

(
kx +

βπ

2

))
. (34)

Тим самим, iснування похiдної fψ
β (·) бу-

де встановлено. Оскiльки рiзниця uk(x) =
tk(x)− tk−1(x) є полiномом порядку k, то за-
стосовуючи лему 1 отримуємо

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤ C

|ψ(k)|‖uk(·)‖M,ω ≤ C

|ψ(k)|×

×
(
‖tk(·)− f(·)‖M,ω + ‖f(·)− tk−1(·)‖M,ω

)
≤

≤ 2CEk(f)M,ω|ψ(k)|−1, (35)

де C — додатна константа, яка не залежить
вiд f, β i n. Звiдси випливає, що

∞∑

k=n+1

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤

≤ C

∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω|ψ(k)|−1, (36)

причому за умовою пункту 1 теореми ряд у
правiй частинi нерiвностi (36) збiгається. Це
означає, що ряд (33) також збiгається в про-
сторi LM,ω до деякої функцiї T (x) ∈ LM,ω.

Нехай a
(n)
k = ak(tn) i b

(n)
k = bk(tn), k =

0, 1, 2, . . . , — коефiцiєнти Фур’є полiномiв
tn(·). Тодi у вiдповiдностi з рiвностями (4) i
(5) коефiцiєнти α

(n)
k i β(n)

k полiномiв (Dψ
β tk)(·)

мають вигляд

α
(n)
k =

1

ψ(k)

(
a

(n)
k cos

βπ

2
+ b

(n)
k sin

βπ

2

)
(37)

β
(n)
k =

1

ψ(k)

(
b
(n)
k cos

βπ

2
− a

(n)
k sin

βπ

2

)
. (38)

Оскiльки рiвнiсть

T (x) = lim
n→∞

(Dψ
β tn)(x)

виконується вiдносно метрики просторiв
LM,ω, то

ak(T ) = lim
n→∞

α
(n)
k , bk(T ) = lim

n→∞
β

(n)
k ,

k = 0, 1, . . . .

Беручи до уваги те, що

lim
n→∞

a
(n)
k = ak(f), lim

n→∞
b
(n)
k = bk(f),

k = 0, 1, . . . ,

з рiвностей (37) – (38) отримуємо

ak(T ) =
1

ψ(k)

(
ak(f) cos

βπ

2
+ bk(f) sin

βπ

2

)

bk(T ) =
1

ψ(k)

(
bk(f) cos

βπ

2
− ak(f) sin

βπ

2

)
.

Звiдси випливає, що ряд Фур’є функцiї T (x)
спiвпадає з рядом (34). Це означає, що фун-
кцiя f(x) має (ψ; β)-похiдну fψ

β (x), яка нале-
жить простору LM,ω, i при кожному n ∈ N
виконується рiвнiсть

fψ
β (x) = (Dψ

β tn)(x) +
∞∑

k=n+1

(Dψ
β [tk − tk−1])(x),

(39)
вiдносно метрики простору LM,ω.

Для завершення доведення пункту
1 теореми залишилося зауважити, що
нерiвнiсть(29) випливає зi спiввiдношення
(39), з урахуванням оцiнки (36).

Для доведення пунктiв 2 i 3 теореми бу-
демо використовувати ту ж саму схему. Не-
хай {tn(·)}∞n=1 — послiдовнiсть тригономе-
тричних полiномiв, якi здiйснюють найкра-
ще наближення функцiї f в просторi LM,ω.
Покладемо для кожного натурального n

n0 = n, n1 = [η(n)]+1, . . . , nk = [η(nk−1)]+1, . . . .

Тодi ряд

tn0(x) +
∞∑

k=1

(tnk
(x)− tnk−1

(x))
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буде збiгатися до функцiї f в просторi LM,ω.
Розглянемо ряд

(Dψ
β tn0)(x) +

∞∑

k=1

(Dψ
β [tnk

− tnk−1
])(x) (40)

i переконаємося, що вiн буде збiгатися в про-
сторi LM,ω до суми T (x), ряд Фур’є якої має
вигляд (34). Застосовуючи нерiвнiсть (16) до
рiзницi uk(x) = tnk

(x)− tnk−1
(x), одержуємо

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤ CEnk−1+1(f)M,ω|ψ(nk)|−1,

внаслiдок чого
∞∑

k=1

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤ C

(
En+1(f)M,ω(ψ(n))−1+

+
∞∑

k=1

Enk+1(f)M,ω|ψ(nk)|−1

)
. (41)

Використовуючи оцiнку (див. [15, c. 124
– 125])

Enk+1(f)

ψ(nk)
≤

nk−1∑
ν=nk−1

Eν+1(f)

νψ(ν)
, ψ ∈ M0,

зi спiввiдношення (41) отримуємо
∞∑

k=1

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤ C

(
En+1(f)M,ω(ψ(n))−1+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω|kψ(k)|−1

)
. (42)

Вiдповiдно до умов пункту 2 теореми, ряд
з правої частини нерiвностi(42) збiгається.
Звiдси випливає, що i ряд (40) буде збiгатися
в просторi LM,ω до деякої функцiї f ∈ LM,ω

i для закiнчення доведення пункту 2 теоре-
ми, залишилося показати, що S[T ] = S[fψ

β ].
Для цього повторимо мiркування, якi були
використанi для отримання рiвностi (39), i
отримаємо нерiвнiсть (30) шляхом застосу-
вання аналогу рiвностi (39) i спiввiдношення
(42).

Доведення пункту 3 теореми проводиться
аналогiчно, з урахуванням наступного ана-
логу нерiвностi (42), отриманого в моногра-
фiї [15, c. 125 – 126]
∞∑

k=1

‖(Dψ
β uk)(·)‖M,ω ≤ C

(
En+1(f)M,ω(ψ(n))−1+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω|ψ(k)(η(k)− k)|−1

)
.

Теорему доведено.
Нехай f ∈ LM,ω, M ∈ QCθ

2, ω ∈ A℘(M) i

fh(x) :=
1

h

x+h
2∫

x−h
2

f(t) dt, 0 < h < 1, x ∈ [0; 2π],

оператор Стєклова функцiї f . В роботi [1]
було отримано наступне твердження.

Теорема В. Якщо M ∈ QCθ
2 i ω ∈ A℘(M),

то для довiльної функцiї f ∈ LM,ω виконує-
ться нерiвнiсть

2π∫

0

M(|fh(t)|)ω(t) dt ≤ C

2π∫

0

M(|f(t)|)ω(t) dt,

(43)
де C — додатна стала, яка не залежить
вiд f .

Враховуючи теорему B, в роботi [10] бу-
ли введенi до розгляду модулi неперервностi
дробового порядку

Ωα(f ; δ)M,ω := sup
hi,h<δ

∥∥∥∥
[α]∏
i=1

(f − fhi
)σβ

h(f)

∥∥∥∥
M,ω

,

β = α− [α],

σβ
h(f) =

∞∑

k=0

(−1)k

(
β

k

)
1

hk

h/2∫

−h/2

. . .

h/2∫

−h/2

f(x+
k∑

j=1

uk)
k∏

j=1

duk,

(
β

k

)
:=

β(β − 1) . . . (β − k + 1)

k!
, k > 1;

(
β

1

)
:= β;

(
β

0

)
:= 1, 0 < β < 1,

i для цих величин було доведено наступне
твердження.

Теорема С. Нехай M ∈ QCθ
2 i ω ∈ A℘(M).

Тодi якщо α > 0 i f ∈ LM,ω, то для n =
0, 1, . . . , виконується нерiвнiсть

Ωα

(
f ;

π

n + 1

)

M,ω

≤

≤ K

(n + 1)α

n∑

k=0

(k + 1)α−1Ek(f)M,ω, (44)
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де K – додатна величина, яка не залежить
вiд f i n.

Використовуючи теореми 1 i C, отримує-
мо.

Теорема 2. В умовах теореми 1 для до-
вiльного α > 0 мають мiсце такi твердже-
ння.

1. Якщо ψ ∈ M i ряд
∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|ψ(k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β для якої

Ωα

(
fψ

β ;
π

n + 1

)

M,ω

≤

≤ C1

(
1

(n + 1)α

n∑

k=1

(k + 1)α

ψ(k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)

)
, n ∈ N. (45)

2. Якщо ψ ∈ M0 i ряд
∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|kψ(k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β для якої

Ωα

(
fψ

β ;
π

n + 1

)

M,ω

≤

≤ C2

(
1

(n + 1)α

n∑

k=1

(k + 1)α−1

ψ(k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

kψ(k)

)
, n ∈ N. (46)

3. Якщо ψ ∈ F, η(ψ; t)− t ≥ K > 0 i ряд

∞∑

k=1

Ek(f)M,ω|ψ(k)(η(k)− k)|−1

збiгається, то iснує похiдна fψ
β для якої

Ωα

(
fψ

β ;
π

n + 1

)

M,ω

≤ C3

(
1

(n + 1)α
×

×
n∑

k=1

(k + 1)α

ψ(k)(η(k)− k)
Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ω

ψ(k)(η(k)− k)

)
, n ∈ N, (47)

де Ci, i = 1, 2, 3, – величини, якi не зале-
жать вiд f, β i n.

Доведення. Застосовуючи теорему C до
функцiї fψ

β , iснування якої гарантовано те-
оремою 1, i оцiнюючи величини найкращих
наближень (ψ; β)-похiдної Ek(f

ψ
β )M,ω за до-

помогою спiввiдношення(29), отримуємо

Ωα

(
fψ

β ;
π

n + 1

)

M,ω

≤

≤ C

(n + 1)α

n∑

k=0

(k+1)α−1

∞∑

j=k

Ej(f)M,ω|ψ(j)|−1.

Беручи до уваги тотожнiсть

n∑

k=0

ak

∞∑

j=k

bk =
n∑

k=0

bk

k∑
j=0

aj +
∞∑

k=n+1

bk

n∑
j=0

aj,

i нерiвнiсть

1

(k + 1)α

k∑
j=0

(j+1)α−1 =
1

k + 1

k∑
j=0

(
j + 1

k + 1

)α−1

≤

≤ 1, k = 0, 1, . . . , n,

отримуємо оцiнку (45). Пункти 2 i 3 теореми
доводяться аналогiчно.

Враховуючи належнiсть ψr(k) ∈ M0, з те-
орем 1 i 2 отримуємо наслiдки.

Наслiдок 1. Нехай M ∈ QCθ
2, ω ∈ A℘(M)

i β ∈ R. Тодi для довiльної функцiї f ∈ LM,ω

i r > 0 за умови, що ряд
∞∑

k=1

Ek(f)M,ωkr−1

збiгається, iснує така похiдна f r
β , що

En(fψ
β )M,ω ≤ C

(
En(f)M,ωnr+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ωkr−1

)
, n ∈ N.
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Наслiдок 2. В умовах наслiдку 1 для до-
вiльного α > 0 iснує похiдна f r

β для якої

Ωα

(
fψ

β ;
π

n + 1

)

M,ω

≤

≤ C

(
1

(n + 1)α

n∑

k=1

(k + 1)r+α−1Ek(f)M,ω+

+
∞∑

k=n+1

Ek(f)M,ωkr−1

)
, n ∈ N.

Зазначимо, що у випадку β = r твердже-
ння наслiдкiв 1 i 2 спiвпадають, вiдповiдно, з
твердженнями теорем 2.13 i 2.14 роботи [10].
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