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МIШАНI ЗАДАЧI ДЛЯ АНIЗОТРОПНИХ ЕЛIПТИЧНО-ПАРАБОЛIЧНИХ
РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ В НЕОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

Розглянуто елiптично-параболiчнi анiзотропнi рiвняння другого порядку в необмежених
областях. Встановлено умови iснування та єдиностi узагальнених розв’язкiв мiшаних задач
для таких рiвнянь i оцiнки цих розв’язкiв за вiдсутностi будь-яких обмежень на зростання
вихiдних даних та поведiнку розв’язкiв на нескiнченностi.

The present paper is devoted to elliptic-parabolic anisotropic second order equations in
unbounded domains. We establish conditions for the existence and uniqueness of generalized soluti-
ons of initial-boundary value problems and estimate the solutions without any restrictions on the
growth of the data-in and the behavior of the solutions at infinity.

Вступ. Як добре вiдомо, крайовi задачi
для лiнiйних елiптичних i параболiчних рiв-
нянь в необмежених областях є коректними,
якщо на їхнi розв’язки та вихiднi данi додат-
ково до крайових умов накладенi певнi обме-
ження на зростання на нескiнченностi. Така
ж ситуацiя з крайовими задачами в необме-
жених областях i для нелiнiйних елiптичних
та параболiчних рiвнянь з певних класiв.
Проте є рiвняння, крайовi задачi для яких
однозначно розв’язнi без будь-яких умов на
нескiнченностi. У [1] вперше отримано та-
кий результат для найпростiших пiвлiнiйних
елiптичних та параболiчних рiвнянь. Згодом
новi класи рiвнянь з таким ефектом отрима-
но в багатьох працях, серед яких [2]–[7].

Тут ми вперше вивчаємо проблему iсну-
вання та єдиностi узагальнених розв’язкiв
мiшаних задачi для нелiнiйних анiзотро-
пних елiптично-параболiчних рiвнянь дру-
гого порядку в необмежених областях без
умов на нескiнченностi. Вiдмiтимо, що нелi-
нiйнi елiптично-параболiчнi рiвняння дослi-
джували в багатьох працях, серед яких [8],
[9].

Робота складається з трьох частин: в пер-
шiй частинi формулюється задача i основ-
ний результат, в другiй наведено допомi-
жнi твердження, а в третiй – обґрунтування
основного результату.

1. Формулювання задачi й основ-
ного результату. Нехай Ω – необмежена

область в просторi Rn (n ∈ N), елементами
якого є впорядкованi набори дiйсних чисел
x = (x1, . . . , xn) i на якому введена норма
|x| = (x2

1 + . . . + x2
n)1/2. Припускаємо, що ме-

жа ∂Ω областi Ω є кусково-гладкою поверх-
нею i ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1, де Γ0 – замикання вiд-
критої множини на ∂Ω (зокрема, Γ0 може
бути порожньою множиною або збiгатися з
∂Ω), Γ1 := ∂Ω \ Γ0. Через ν = (ν1, ..., νn)
позначимо одиничний вектор зовнiшньої до
∂Ω нормалi. Нехай T > 0 – яке-небудь фi-
ксоване число. Приймемо Q := Ω × (0, T ),
Σ0 := Γ0 × (0, T ), Σ1 := Γ1 × (0, T ).

Нехай b – функцiя, яка визначена на Ω,
приймає значення в R i задовольняє умову
(B) : b – невiд’ємна, вимiрна та обмежена на
кожнiй обмеженiй пiдмножинi Ω, причому
множина Ω0 := {x ∈ Ω

∣∣ b(x) > 0} – область
в Rn.

Розглядаємо задачу: знайти функцiю u :
Q → R, яка задовольняє (в певному сенсi)
рiвняння

(b(x)u)t −
n∑

i=1

d

dxi

ai(x, t, u,∇u)+

+a0(x, t, u,∇u) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

крайовi умови

u
∣∣∣
Σ0

= 0,
∂u

∂νa

∣∣∣
Σ1

= 0 (2)
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та початкову умову

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0. (3)

Тут aj(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q × R1+n (j =
0, n), f(x, t), (x, t) ∈ Q, u0(x), x ∈ Ω, –
заданi дiйснозначнi функцiї, про якi точнi-
ше буде сказано пiзнiше, а ∂u(y, t)/∂νa :=
n∑

i=1

ai(y, t, u,∇u) νi(y), (y, t) ∈ Σ1, – похi-

дна по "конормалi ". Рiвняння (1) називає-
мо елiптично-параболiчним, оскiльки при-
пускаємо, що рiвнiсть b = 0 може викону-
ватися на пiдмножинi Ω ненульової мiри, а
просторова частина диференцiального вира-
зу в лiвiй частинi рiвняння (1) є елiптичною.
Далi сформульовану вище задачу коротко
називатимемо задачею (1)–(3).

Введемо ще деякi позначення. Нехай G
– довiльна необмежена область в Rm, де
m = n або m = n + 1, а Bd(G) – множи-
на обмежених пiдобластей областi G. Для
будь-якого r ∈ [1,∞] через Lr, loc(G) позна-
чатимемо лiнiйний локально опуклий про-
стiр визначених на G i вимiрних функцiй,
звуження яких на довiльну область G′ ∈
Bd(G) належить Lr(G

′), з топологiєю, що
породжена системою пiвнорм: {‖ · ‖Lr(G′) |
G′ ∈ Bd(G)}. Зауважимо, що послiдовнiсть
{vl}∞l=1 сильно (вiдповiдно, слабко) збiгає-
ться до v в Lr, loc(G), якщо для будь-якої
G′ ∈ Bd(G) послiдовнiсть {vl|G′}∞l=1 збiга-
ється до v|G′ сильно (вiдповiдно, слабко) в
Lr(G

′).

Нехай p = (p0, . . . , pn) – впорядкований
набiр дiйсних чисел, що задовольняють умо-
ву
(P) : p0 ≥ 2, pi > 1 (i = 1, n).
Позначимо через p′ = (p0

′, . . . , pn
′) впоряд-

кований набiр дiйсних чисел, для яких пра-
вильнi рiвностi 1/pj + 1/pj

′ = 1 (j = 0, n).
Пiд W 1

p,loc(Ω) розумiтимемо лiнiйний ло-
кально опуклий простiр функцiй v ∈
Lp0,loc(Q) таких, що vxi

∈ Lpi, loc(Q) (i =
1, n), iз системою пiвнорм:

{‖v‖Lp0 (Ω′) +
n∑

i=1

‖vxi
‖Lpi (Ω

′) | Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
. Позначи-

мо через W 1
p,loc(Ω, Γ0) замикання простору

C1(Ω, Γ0) :=
{
v ∈ C1(Ω)

∣∣ v|Γ0 = 0
}
в просто-

рi W 1
p,loc(Ω). Нехай W 1

p,c(Ω, Γ0) – пiдпростiр
простору W 1

p,loc(Ω, Γ0), складений з функцiй
з обмеженими носiями.

Нехай W 1,0
p,loc(Q, Σ0) := {w : (0, T ) →

W 1
p,loc(Ω, Γ0)

∣∣w ∈ Lp0,loc(Q), wxi
∈

Lpi, loc(Q) (i = 1, n)} – лiнiйний ло-
кально опуклий простiр функцiй iз
системою пiвнорм:

{‖w‖Lp0 (Ω′×(0,T )) +∑n
i=1 ‖wxi

‖Lpi (Ω
′×(0,T ))

∣∣ Ω′ ∈ Bd(Ω)
}
.

Визначимо функцiю b̃ : Ω → R, прийняв-
ши b̃(x) := b(x), якщо x ∈ Ω0, i b̃(x) := 1,
якщо x ∈ Ω \ Ω0. Для будь-якої Ω′ ∈ Bd(Ω)
через Hb(Ω′) позначимо лiнiйний пiвнормо-
ваний простiр функцiй w : Ω′ → R таких,
що w = b̃−1/2v, де v ∈ L2(Ω

′), з пiвнормою
‖w‖Hb(Ω′) :=

( ∫
Ω′ b(x)|w(x)|2 dx

)1/2, а через
Hb

loc(Ω) – лiнiйний локально опуклий про-
стiр, складений з вимiрних функцiй w : Ω →
R, звуження яких на довiльну Ω′ ∈ Bd(Ω)
належить Hb(Ω′), з топологiєю, заданою си-
стемою пiвнорм: {‖ · ‖Hb(Ω′)

∣∣ Ω′ ∈ Bd(Ω)}.
Легко переконатися, що простiр Hb

loc(Ω) є
поповненням простору W 1

p,loc(Ω, Γ0) i, якщо
b(x) ≥ b0 = const > 0 для майже всiх x ∈ Ω,
то Hb

loc(Ω) = L2,loc(Ω).
Нехай C([0, T ]; Hb(Ω′)), де Ω′ ∈ Bd(Ω),

– лiнiйний пiвнормований простiр , скла-
дений з функцiй h : [0, T ] → Hb(Ω′) таких,
що b1/2w ∈ C([0, T ]; L2(Ω

′)), з пiвнормою
‖h‖C([0,T ];Hb(Ω′)) := max

t∈[0,T ]
‖h(·, t)‖Hb(Ω′) ≡

max
t∈[0,T ]

‖b1/2(·)h(·, t)‖L2(Ω′). Через

C([0, T ]; Hb
loc(Ω)) позначимо лiнiйний

локально опуклий простiр функцiй
h : [0, T ] → Hb

loc(Ω) таких, що для до-
вiльної Ω′ ∈ Bd(Ω) функцiя t → h(·, t)|Ω′
належить простору C([0, T ]; Hb(Ω′)), з то-
пологiєю, породженою системою пiвнорм:
{‖h‖C([0,T ];Hb(Ω′))‖Hb(Ω′)

∣∣ Ω′ ∈ Bd(Ω)}.
Вiдмiтимо, що якщо w ∈ W 1,0

p,loc(Q, Σ0), то
для майже всiх t ∈ [0, T ] маємо w(·, t) ∈
Hb

loc(Ω). Введемо лiнiйний локально опуклий
простiр

U b
p,loc := W 1,0

p,loc(Q, Σ0) ∩ C([0, T ]; Hb
loc(Ω)).
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Пiд Ap розумiтимемо множину впоряд-
кованих наборiв функцiй (a0, a1, . . . , an) та-
ких, що для кожного i ∈ {0, 1, . . . , n} фун-
кцiя ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q× R× Rn, за-
довольняє умови:

(A1): ai є дiйснозначною та каратеодо-
рiвською, тобто для майже всiх (x, t) ∈ Q
функцiя ai(x, t, ·, ·) : R1+n ≡ R × Rn → R
– неперервна i для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n

функцiя ai(·, ·, s, ξ) : Q → R – вимiрна;
ai(x, t, 0, 0) = 0 для майже всiх (x, t) ∈ Q;

(A2): для будь-яких (s, ξ) ∈ R1+n i майже
всiх (x, t) ∈ Q виконується нерiвнiсть

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ h1,i(x, t)
(|s|p0/pi

′
+

+
n∑

j=1

|ξj|pj/pi
′)

+ h2,i(x, t),

де h1,i ∈ L∞,loc(Q), h2,i ∈ Lpi
′,loc(Q), 1/pi +

1/pi
′ = 1.

Означення 1. Нехай b i p задо-
вольняють умови, вiдповiдно, (B) та (P),
(a0, a1, ..., an) ∈ Ap, u0 ∈ Hb

loc(Ω) i f ∈
Lp0

′,loc(Q). Скажемо, що функцiя u ∈ U b
p,loc

є узагальненим розв’язком задачi (1)–(3),
якщо вона задовольняє умову (3) та iнте-
гральну рiвнiсть
∫∫

Q

{ n∑
i=1

ai(x, t, u,∇u)ψxi
ϕ+a0(x, t, u,∇u)ψϕ

−b(x)uψϕ′
}

dxdt =

∫∫

Q

fψϕdxdt (4)

для будь-яких ψ ∈ W 1
p,c(Ω, Γ0), ϕ ∈

C1
0(0, T ).
Вiдмiтимо, що тут i далi пiд C1

0(0, T ) ро-
зумiємо простiр неперервно диференцiйов-
них на (0, T ) функцiй, якi мають компа-
ктний в (0, T ) носiй. Також зауважимо, що
якщо u – узагальнений розв’язок задачi
(1)–(3), то умова (3) є рiвносильна умовi:
‖u(·, 0) − u0(·)‖Hb(Ω′) = 0 для кожної Ω′ ∈
Bd(Ω).

Наклавши додатковi умови на вихiднi да-
нi, доведемо однозначну розв’язнiсть задачi
(1)–(3).

Нехай k ∈ {1, . . . , n} – число таке, що
множина Ω ∩ {x ∈ Rn

∣∣x2
1 + . . . + x2

k < R2}
обмежена для будь-якого R > 0. Зокре-
ма, коли Ω = Ω1 × Ω2, де Ω1 – необмеже-
на область в Rk, Ω2 – обмежена область в
Rn−k, то k – саме те, про яке тiльки що го-
ворилося. Вважатимемо, що 0 ∈ Ω i позна-
чимо для будь-якого R > 0 через ΩR зв’я-
зну компоненту множини Ω ∩ {x ∈ Rn

∣∣x2
1 +

. . . + x2
k < R2}, що мiстить 0, i приймемо

QR := ΩR × (0, T ).
Нехай α > 0 – найменше з чисел, для яко-

го правильна нерiвнiсть

mesn {ΩR} ≤ c1R
α для кожного R > 0,

(5)
де mesn{G} – мiра Лебега множини G в Rn,
c1 > 0 – деяка стала.

Далi всюди припускатимемо, що p =
(p0, . . . , pn) задовольняє сильнiшу нiж (P)
умову
(P∗): p0 ≥ 2 та для кожного i ∈ {1, . . . , k}
виконуються нерiвностi 1 < pi ≤ 2 i pi < p0,
а для кожного i ∈ {k + 1, . . . , n} правильна
нерiвнiсть pi > 1.

Пiд A∗p розумiтимемо пiдмножину Ap,
елементи якої задовольняють умови

(A3): для довiльних (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈
R1+n та майже всiх (x, t) ∈ Q правильна не-
рiвнiсть

n∑
i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1
i − ξ2

i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) ≥
≥ K1|s1 − s2|q,

де K1 = const > 0, 2 ≤ q ≤ p0, q > pi та ri :=
qpi/(q − pi) > α для кожного i ∈ {1, . . . , k}
(α – стала з умови (5));

(A4): для майже всiх (x, t) ∈ Q i будь-
яких (s, ξ) ∈ R1+n виконується нерiвнiсть

n∑
i=1

ai(x, t, s, ξ) ξi + a0(x, t, s, ξ) s ≥

≥ K2

( n∑
i=1

|ξi|pi + |s|p0

)
− h3(x, t),

де K2 = const > 0, h3 ∈ L1,loc(Q), h3 ≥ 0;
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(A5): для будь-яких (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈
R1+n i майже всiх (x, t) ∈ Q правильна не-
рiвнiсть

k∑
i=1

|ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2)|p′i ≤

≤ K3

[ n∑
i=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)−

−ai(x, t, s2, ξ
2))(ξ1

i − ξ2
i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2)
]
,

де K3 = const > 0.

Зауваження 1. Неважко переконатися
(див. [5]), що пiдмножиною множини A∗p є
множина A ′

p тих елементiв (a0, . . . , an) з Ap,
якi задовольняють умови

(A3
′): для кожного i ∈ {1, . . . , n}

ai(x, t, s, ξ) ≡ ai(x, t, ξi), (x, t, s, ξ) ∈ Q ×
R1+n, i для майже всiх (x, t) ∈ Q iснує по-
хiдна ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi, ξi 6= 0, та виконуються
нерiвностi

Ai|ξi|pi−2 ≤ ∂ai(x, t, ξi)/∂ξi ≤ Ãi|ξi|pi−2, ξi 6= 0,

якщо i ∈ {1, . . . , k}, а якщо i ∈ {k+1, . . . , n},
то

∂ai(x, ξi)/∂ξi ≥ Ai|ξi|pi−2, ξi 6= 0,

|ai(x, ξi)| ≤ Ãi|ξi|p i−1 + hi(x, t), ξi ∈ R,

де Ai > 0, Ãi > 0 – сталi, hi ∈ Lpi
′,loc(Q);

(A4
′): a0(x, t, s, ξ) ≡ a0(x, t, s),

(x, t, s, ξ) ∈ Q × R1+n, i для майже всiх
(x, t) ∈ Q iснує похiдна ∂a0(x, s)/∂s, s 6= 0,
та виконуються нерiвностi

∂a0(x, t, s)/∂s ≥ A0|s|p0−2 + A′
0, s 6= 0,

|a0(x, t, s)| ≤ Ã0|s|p0−1 + h0(x, t), s ∈ R,

де h0 – функцiя з Lp0
′,loc(Ω), а A0, Ã0 – до-

датнi сталi, A′
0 – невiд’ємна стала, причо-

му A′
0 = 0 тiльки в тому випадку, коли

p0pi/(p0 − pi) > α (α – стала з умови (5)).
Прикладом елемента з A′p є набiр фун-

кцiй (ã0(x, t) |s|p0−2 s, ã1(x, t) |ξ1|p1−2 ξ1, . . . ,
ãn(x, t) |ξn|pn−2 ξn), де ãi ∈ L∞(Q) – додатнi i

вiддiленi вiд нуля функцiї. Тодi рiвняння (1)
набуде вигляду

(b(x)u)t −
n∑

i=1

(
ãi(x, t)

∣∣uxi

∣∣pi−2
uxi

)
xi

+

+ã0(x, t)|u|p0−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q. (6)

¤
Зауваження 2. Iншою пiдмножиною

множини A∗p є множина A′′p (див. [5]) тих еле-
ментiв (a0, . . . , an) з Ap при p1 = . . . = pk = 2,
якi задовольняють умову (A4) та умови

(A3
′′): для будь-яких (s1, ξ

1), (s2, ξ
2) ∈

R1+n та м.в. (x, t) ∈ Q i виконується нерiв-
нiсть

k∑
i=1

|ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2)| ≤

≤ D1

k∑
i=1

|ξ1
i − ξ2

i | + D2 |s1 − s2|,

де D1, D2 – невiд’ємнi сталi;
(A4

′′): для будь-яких (s1, ξ
1), (s2, ξ

2) ∈
R1+n та м.в. (x, t) ∈ Q виконується нерiв-
нiсть

n∑
j=1

(ai(x, t, s1, ξ
1)− ai(x, t, s2, ξ

2))(ξ1
i − ξ2

i )+

+(a0(x, t, s1, ξ
1)− a0(x, t, s2, ξ

2))(s1 − s2) ≥

≥ K4

k∑
i=1

|ξ1
i−ξ2

i |2+K5 |s1−s2|2+K6 |s1−s2|p0 ,

де K4 > 0, K5 ≥ 0, K6 > 0 – сталi, причому
K5 = 0 тiльки в тому випадку, коли D2 =
0 та p0pi/(p0 − pi) > α (α – стала з умови
(5)).

Прикладом рiвнянь вигляду (1), для яко-
го коефiцiєнти (a0, . . . , an) належать класу
A′′p, є рiвняння

(b(x)u)t −
k∑

i,j=1

(
âij(x, t)uxj

)
xi

+

+
n∑

i=k+1

(
âi(x, t)|uxi

|pi−2uxi

)
xi

+
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+â∗(x, t)u + â0(x, t)|u|p0−2u = f(x, t), (7)
(x, t) ∈ Q, де âij (i, j = 1, k) – обмеженi фун-
кцiї, якi задовольняють умову: iснує число

λ > 0 таке, що
k∑

i,j=1

âij(x, t)ξiξj ≥ λ
∑k

i=1 ξ2
i

будь-яких ξi ∈ R (i = 1, k) та м.в. (x, t) ∈
Q. ¤

Теорема. Нехай b i p задовольняють
умови, вiдповiдно, (B) та (P∗),
(a0, a1, ..., an) ∈ A∗p, u0 ∈ Hb

loc(Ω) i f ∈
Lp0

′,loc(Q). Тодi iснує єдиний узагальнений
розв’язок задачi (1)–(3), причому для будь-
яких R, R0 таких, що R > R0 > 0, R ≥ 1,
виконується оцiнка

max
t∈[0,T ]

∫

ΩR0

b(x)|u(x, t)|2 dx+

+

∫∫

QR0

[ n∑
i=1

|uxi
(x, t)|pi + |u(x, t)|p0

]
dxdt ≤

≤ C1

(
R/(R−R0)

)s{
Rα−θ+

+

∫

ΩR

b(x)|u0(x)|2 dx +

∫∫

QR

|f(x, t)|p0
′
dxdt+

+

∫∫

QR

h3(x, t) dxdt
}

, (8)

де s := max
1≤ i≤ k

ri, θ := min
1≤i≤k

ri, C1 – ста-

ла, яка залежать тiльки вiдK1, K2, K3, c1,
ri (i = 1, k), q (числа ri (i = 1, k) – визначенi
в умовi (A3)).

2. Допомiжнi твердження.
Тут наведемо потрiбнi нам для обґрунту-

вання основного результату допомiжнi твер-
дження.

Лема 1. Нехай b задовольняє умову (B),
а R > 0 – довiльне фiксоване число. При-
пустимо, що функцiя v ∈ W 1,0

p,loc(Q, Σ0) та-
ка, що для деяких функцiй gj ∈ Lpj

′(·),loc
(
Q

)
(j = 0, n) виконується рiвнiсть

T∫

0

∫

ΩR

{ n∑
i=1

giψxi
ϕ + g0ψϕ− bvψϕ′

}
dxdt = 0

(9)

для всiх ϕ ∈ C1
0(0, T ), ψ ∈

W 1
p,loc(Ω, Γ0), suppψ ⊂ ΩR.
Тодi b1/2v ∈ C([0, T ]; L2(ΩR′)) для ко-

жного R′ ∈ (0, R). Крiм того, для довiль-
них функцiй χ ∈ C1([0, T ]), w ∈ C1(Ω),
suppw ⊂ ΩR, w ≥ 0 i будь-яких чисел t1, t2
таких, що 0 ≤ t1 < t2 ≤ T , виконується
рiвнiсть

χ(t)

∫

ΩR

b(x)|v(x, t)|2w(x) dx
∣∣∣
t=t2

t=t1
−

−
t2∫

t1

∫

ΩR

b(x)|v(x, t)|2w(x)χ′(t) dxdt+

+2

t2∫

t1

∫

ΩR

{ n∑
i=1

gi(vw)xi
+ g0vw

}
χdxdt = 0.

(10)

Це твердження доводиться аналогiчно,
як лема 1 працi [4].

Лема 2. Нехай a ∈ A∗p i для кожного l ∈
{1, 2} функцiї ul ∈ Ub

p,loc, fl ∈ Lp0
′,loc(Q) та-

кi, що для деякого числа R > 1 виконується
рiвнiсть (4) з u = ul i f = fl для будь-яких
ψ ∈ W 1

p,c(Ω, Γ0), suppψ ⊂ ΩR, ϕ ∈ C1
0(0, T ).

Тодi для будь-якого числа R0 ∈ (0, R) пра-
вильна нерiвнiсть

max
t∈[0,T ]

∫

ΩR0

b(x)|u1(x, t)− u2(x, t)|2 dx+

+

∫∫

QR0

[ n∑
i=1

(
ai(x, t, u1,∇u1)−

−ai(x, t, u2,∇u2)
)(

u1,xi
− u2,xi

)
+

+
(
a0(x, t, u1,∇u1)−a0(x, t, u2,∇u2)

)(
u1−u2

)
+

+|u1(x)− u2(x)|q
]
dxdt ≤

≤ C2

( R

R−R0

)s{
Rα−θ+

+

∫

ΩR

b(x)|u1(x, 0)− u2(x, 0)|2 dx+
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+

∫∫

QR

|f1(x, t)− f2(x, t)|q′ dxdt
}

, (11)

де s, θ – такi ж як в теоремi 1, a C2 –
додатнa сталa, якa залежить тiльки вiд
K1, K3, c1, ri (i = 1, k), q.

Тут i далi використовуємо позначен-
ня aj(ul)(x, t) := aj(x, t, ul(x, t),∇ul(x, t)),
(x, t) ∈ Q, j = 0, n, l = 1, 2,.

Доведення леми 2. Введемо в розгляд
"зрiзаючу" функцiю

ζ(x′) =

{
(R2 − |x′|2)/R, |x′| < R,

0, |x′| ≥ R,

де x′ = (x1, . . . , xk), |x′| = (x2
1 + . . . + x2

k)
1/2.

Для заданих ψ ∈ W 1
p,c(Ω, Γ0), supp ψ ⊂

ΩR, ϕ ∈ C1
0(0, T ) розглянемо рiвнiсть (4) при

u = u1, f = f1 та цю ж рiвнiсть при u =
u2, f = f2 i вiднiмемо цi рiвностi. У пiдсум-
ку, прийнявши u12(x, t) := u1(x, t) − u2(x, t),
f12(x, t) := f1(x, t) − f2(x, t), aj,12(x, t) :=
aj(u1)(x, t)− aj(u2)(x, t), (x, t) ∈ Q, j = 0, n,
отримаємо рiвнiсть, до якої застосуємо ле-
му 1 з v = u12, g0 := a0,12 − f12, gi = ai,12

(i = 1, n), w = ζs, s := max
1≤i≤k

ri, χ = 1, t1 = 0,

t2 = τ ∈ (0, T ] – довiльне число. Внаслiдок
простих перетворень отримаємо рiвнiсть

∫

ΩR

b(x)|u12(x, τ)|2ζs(x)dx+

+2

∫∫

Qτ
R

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi
+ a0,12u12

}
ζs dxdt =

=

∫

ΩR

b(x)|u12(x, 0)|2ζs(x)dx−

−2s

∫∫

Qτ
R

( k∑
i=1

ai,12 ζxi

)
u12 ζs−1 dxdt+

+2

∫∫

Qτ
R

f12 u12 ζs dxdt, (12)

де Qτ
R := ΩR × (0, τ).

Зробимо вiдповiднi оцiнки iнтегралiв рiв-
ностi (12). За умовою (A3) маємо

∫∫

Qτ
R

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi
+ a0,12 u12

}
ζsdxdt ≥

≥ K1

∫∫

Qτ
R

|u12|q ζsdxdt. (13)

Далi нам будуть потрiбнi такi двi нерiв-
ностi:

a c ≤ ε|a|ν + ε1−ν′ |c| ν′ ,
a, c ∈ R, ν > 1, 1/ν + 1/ν ′ = 1, ε > 0, (14)

(ця нерiвнiсть є наслiдком стандартної не-
рiвностi Юнга: a c ≤ |a|ν/ν + |c|ν′/ν ′) та

a c d ≤ ε|a|ν1 + ε|c|ν2 + ε1−ν3 |d|ν3 ,

a, c, d ∈ R, ν1 > 1, ν2 > 1, ν3 > 1,

1/ν1 + 1/ν2 + 1/ν3 = 1, ε > 0, (15)

(ця нерiвнiсть є наслiдком стандартної не-
рiвностi Юнга: a c d ≤ |a|ν1/ν1 + |c|ν2/ν2 +
|d|ν3/ν3).

На пiдставi нерiвностi (15), врахувавши
оцiнку |ζxi

(x′)| ≤ 2 (x′ ∈ Rk, i = 1, k), та
взявши a = −ai,12ζ

s/pi
′ , c = u12ζ

s/q, d =
ζs/ri−1ζxi

, ε = ε1, отримаємо

−2s

∫∫

Qτ
R

( k∑
i=1

ai,12 ζxi

)
u12 ζs−1 dxdt ≤

≤ 2sε1

∫∫

Qτ
R

k∑
i=1

|ai,12|pi
′
ζs dxdt+

+2skε1

∫∫

Qτ
R

|u12|qζs dxdt+

+2ri+1sε1−ri
1

∫∫

Qτ
R

k∑
i=1

ζ s−ri dxdt, (16)

де ε1 > 0 – довiльне число.
Згiдно з умовою (A5) маємо

∫∫

Qτ
R

k∑
i=1

|ai,12|pi
′
ζs dxdt ≤
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≤ K3

∫∫

Qτ
R

{ n∑
i=1

ai,12 (u12)xi
+a0,12 u12

}
ζs dxdt.

(17)
На пiдставi нерiвностi (14), вибравши a =

u12ζ
s/ν , c = f12ζ

s/ν′ , ν = q (ν ′ = q′ := q/(q −
1)), ε = ε2 > 0, одержуємо

∣∣∣
∫∫

Qτ
R

f12u12ζ
sdxdt

∣∣∣ ≤ ε2

∫∫

Qτ
R

|u12|qζs dxdt+

+ε
−1/(q−1)
2

∫∫

Qτ
R

|f12|q′ζs dxdt, (18)

де ε2 > 0 – довiльне число.
З (12) на пiдставi (13), (16)-(18) за доста-

тньо малих значень ε1 i ε2 отримаємо
∫

ΩR

b(x)|u12(x, τ)|2ζs(x)dx+

+

∫∫

Qτ
R

{ n∑
i=1

ai,12(u12)xi
+

+a0,12 u12 + |u12|q
}

ζs dxdt ≤

≤ C3

[ ∫∫

Qτ
R

k∑
i=1

ζ s−ri dxdt+

+

∫

ΩR

b(x)|u12(x, 0)|2ζs(x)dx+

+

∫∫

Qτ
R

|f12|q′ζs dxdt
]
, (19)

де C3 – додатна стала, яка залежить тiль-
ки вiд K1, K3, ri (i = 1, k), q, а τ ∈ [0, T ] –
довiльне число.

Зауважимо, що 0 ≤ ζ(x′) ≤ R, коли x′ ∈
Rk, ζ(x′) ≥ R − R0 при |x′| ≤ R0, де R0 ∈
(0, R) – яке-небудь число. Враховуючи це, а
також умову (5) та те, що R ≥ 1, з (19) легко
отримаємо потрiбне твердження. ¤

Наслiдок 1. Нехай a ∈ A∗p i функцiї
ũ ∈ U b

p,loc, f ∈ Lp0
′,loc(Ω), u0 ∈ Hb

loc(Ω) та-
кi, що для деякого числа R > 1 виконує-
ться рiвнiсть (4) з u = ũ для будь-яких
ψ ∈ W 1

p,c(Ω, Γ0), suppψ ⊂ ΩR, ϕ ∈ C1
0(0, T ).

Тодi для будь-якого числа R0 ∈ (0, R) пра-
вильна нерiвнiсть (8) з u = ũ.

Доведення наслiдку 1. Доведення цьо-
го твердження повторює доведення леми 2,
якщо прийняти u1 := ũ, u2 := 0, але тут тре-
ба замiнити нерiвнiсть (13) на вiдповiдну не-
рiвнiсть, що випливає з умови (A4), а також
нерiвнiсть (18) на нерiвнiсть

∣∣∣
∫∫

Qτ
R

fũζsdxdt
∣∣∣ ≤ ε3

∫∫

Qτ
R

|ũ|p0ζsdxdt+

+ε
−1/(p0−1)
3

∫∫

Qτ
R

|f |p0
′
ζsdxdt,

де ε3 > 0 – довiльне число. ¤
3. Доведення основного результату.
Перший етап (єдинiсть розв’язку). По-

кажемо, що задача (1)-(3) має не бiльше
одного узагальненого розв’язку. Припусти-
мо протилежне. Нехай u1, u2 – (рiзнi) уза-
гальненi розв’язки цiєї задачi. З леми 2 отри-
муємо

∫∫

QR0

|u1(x, t)− u2(x, t)|q dxdt ≤

≤ C2

(
R

R−R0

)s

Rα−θ, (20)

де R0, R – довiльнi числа такi, що 0 < R0 <
R, R ≥ 1.

Зафiксуємо R0 > 0 i перейдемо в (20) до
границi при R → +∞, врахувавши нерiв-
нiсть α − θ < 0. У пiдсумку отримаємо, що
u1 = u2 майже скрiзь на QR0 . Оскiльки R0 –
довiльне додатне число, то звiдси одержує-
мо, що u1 = u2 майже всюди на Q.

Другий етап (побудова наближень
розв’язку). Нехай Γ0,R := ∂ΩR \ Γ1,
Γ1,R := ∂ΩR \ Γ0,R для довiльного R > 0.
Введемо банахiв простiр W 1

p (ΩR) := {v ∈
Lp0(ΩR)

∣∣ vxi
∈ Lpi

(ΩR) (i = 1, n)} з нормою

‖v‖W 1
p (ΩR) :=

n∑
i=1

‖vxi
‖Lpi (ΩR) + ‖v‖Lp0 (ΩR).

Пiд W 1
p (ΩR, Γ0,R) розумiтимемо зами-

кання C1(ΩR, Γ0,R) := {v ∈ C1(ΩR) |
v|Γ0,R

= 0} в W 1
p (ΩR). Введемо в роз-

гляд також простiр UR := {w : (0, T ) →
W 1

p (ΩR, Γ0,R) |w ∈ Lp0(QR), wxi
∈ Lpi

(QR)

(i = 1, n)} ∩ C([0, T ]; Hb(ΩR)) з нормою
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‖w‖UR
:=

n∑
i=1

‖wxi
‖Lpi (QR) + ‖w‖Lp0(QR) +

max
t∈[0,T ]

‖b1/2(·)w(·, t)‖L2(ΩR).

Для кожного l ∈ N розглянемо задачу:
знайти функцiю ul ∈ Ul, яка задовольняє
початкову умову

ul(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω0,l := Ω0 ∩ Ωl, (21)

та iнтегральну рiвнiсть
∫∫

Ql

{ n∑
i=1

ai(x, t, ul,∇ul)ψxi
ϕ+

+a0(x, t, ul,∇ul)ψϕ− b(x)ulψϕ′
}

dxdt =

=

∫∫

Ql

fψϕdxdt (22)

для будь-яких ψ ∈ W 1
p (Ωl, Γ0,l), ϕ ∈

C1
0(0, T ).
Доведення iснування розв’язку ul ∈ Ul

цiєї задачi проводимо методом Гальоркiна з
використанням методу параболiчної регуля-
ризацiї. Єдинiсть функцiї ul випливає з умо-
ви (A3). Продовжимо функцiю ul нулем на
Q, залишивши за цим продовженням позна-
чення ul. Очевидно, що ul ∈ Ub

p,loc (l ∈ N).
Покажемо, що послiдовнiсть {ul}∞l=1 мiстить
пiдпослiдовнiсть, яка збiгається в певному
сенсi до узагальненого розв’язку задачi (1)–
(3).

Третiй етап (збiжнiсть послiдовностi
наближень розв’язку). Нехай l i m – довiль-
нi натуральнi числа, причому 1 < l < m,
R0, R – будь-якi дiйснi числа такi, що 0 <
R0 < R ≤ l − 1, R ≥ 1. Тодi з леми 2 отри-
муємо

max
t∈[0,T ]

∫

ΩR0

b(x)|ul(x, t)− um(x, t)|2 dx+

+

∫∫

QR0

|ul(x, t)− um(x, t)|q dxdt ≤

≤ C2

(
R/(R−R0)

)s

Rα−θ. (23)

Нехай ε > 0 – яке-небудь число. Зафi-
ксуємо довiльно вибране значення R0 > 0

i виберемо R > max{1; R0} настiльки вели-
ким, щоби права частина нерiвностi (23) бу-
ла меншою за ε. Це можна зробити, оскiль-
ки α− θ < 0. Тодi для будь-яких l ≥ R + 1 i
m > l лiва частина нерiвностi (23) менша за
ε. Це означає, що послiдовностi

{
ul

∣∣
QR0

}∞
l=1

,{
b1/2ul

∣∣
QR0

}∞
l=1

є фундаментальними вiдпо-
вiдно в Lq(QR0) i C([0, T ]; L2(ΩR0)). Оскiль-
ки R0 > 0 – довiльне число, то звiдси випли-
ває iснування функцiї u ∈ Lq,loc(Q) такої, що
b1/2u ∈ C([0, T ]; L2,loc(Ω)) i

ul−→
l→∞

u сильно в Lq, loc(Q), (24)

b1/2ul−→
l→∞

b1/2u в C([0, T ]; L2,loc(Ω)). (25)

З (21) i (25) випливає, що u ∈
C([0, T ]; Hb

loc(Ω)) i виконується умова (3).
Далi покажемо, що u ∈ W 1,0

p,loc(Q, Σ0) i
для u правильна тотожнiсть (4). Для
цього спочатку встановимо обмеженiсть
послiдовностей

{
ul

}∞
l=1

,
{
ul,xi

}∞
l=1

(i = 1, n),{
aj(ul)

}∞
l=1

(j = 0, n), вiдповiдно, в Lp0,loc(Q),
Lpi,loc(Q) (i = 1, n), Lpj

′,loc(Q) (j = 0, n).
Справдi, нехай R0 – будь-яке дiйсне число,
а R := R0 + 1. На пiдставi наслiдку з
леми 2 для довiльного натурального числа
l > R + 1 отримаємо

∫∫

QR0

[ n∑
i=1

|ul,xi
(x, t)|pi + |ul(x, t)|p0

]
dxdt ≤

≤ C4(R0), (26)

де C4(R0) > 0 – стала, яка вiд l не залежить.
Згiдно з умовою (A2) та оцiнкою (26) для

кожного j ∈ {0, 1, . . . , n} маємо
∫∫

QR0

|aj(ul)|pj
′
dxdt ≤

≤ C5

∫∫

QR0

[ n∑
i=1

|ul,xi
(x, t)|pi + |ul(x, t)|p0

]
dxdt+

+C6

∫∫

QR0

|h2,j(x, t)|pj
′
dxdt < C7(R0), (27)

де C5, C6, C7 – додатнi сталi, якi вiд l не
залежать.
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З (24), (26), (27), використовуючи рефле-
ксивнiсть просторiв Lpj

′(QR0) (j = 0, n) для
довiльного R0 > 0, отримаємо iснування пiд-
послiдовностi послiдовностi

{
ul

}∞
l=1

(за якою
залишимо те саме позначення) та функцiй
χj ∈ Lpj

′,loc(Q) (j = 0, n) таких, що

ul−→
l→∞

u слабко в Lp0,loc(Q),

ul,xi
−→
l→∞

uxi
слабко в Lpi,loc(Q) (i = 1, n),

(28)
aj(ul)−→

l→∞
χj слабко в Lpj

′,loc(Q) (j = 0, n).

(29)
На пiдставi (29) можемо зробити висновок
про те, що u ∈ W 1,0

p,loc(Q, Σ0).
За означенням функцiї ul (l ∈ N) для до-

вiльних ψ ∈ W 1
p(·),c(Ω, Γ0), suppψ ⊂ Ωl, ϕ ∈

C1
0(0, T ) маємо

∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ψxi
ϕ +

(
a0(ul)− f

)
ψϕ−

−bulψϕ′
]
dxdt = 0. (30)

З (30) на пiдставi (25), (29) отримаємо

∫∫

Q

[ n∑
i=1

χiψxi
ϕ+

(
χ0−f

)
ψϕ−buψϕ′

]
dxdt = 0

(31)
для довiльних ψ ∈ W 1

p(·),c(Ω, Γ0), ϕ ∈
C1

0(0, T ).
Залишилося довести, що

χi = ai(u) (j = 0, n). (32)

Справдi, якщо спiввiдношення (32) є пра-
вильними, то з (31) безпосередньо випли-
ває правильнiсть тотожностi (4). Врахову-
ючи це i те, що u належить Ub

p,loc (як вста-
новлено вище), приходимо до висновку, що
u є узагальненим розв’язком задачi (1)–(3).

Четвертий етап (правильнiсть рiвно-
стей (32)). Використаємо метод монотон-
ностi [10]. Нехай v ∈ Lp0,loc(Q) – довiльна
функцiя така, що vxi

∈ Lpi,loc(Q) (i = 1, n),
а w ∈ C1(Ω), w ≥ 0, suppw – компакт, i
χ ∈ C1

0(0, T ), χ ≥ 0.

На пiдставi умови A3 для всiх l ∈ N отри-
маємо

∫∫

Q

[ n∑
i=1

(ai(ul)− ai(v))(ul,xi
− vxi

)+

+(a0(ul)− a0(v))(ul − v)
]
wχ dxdt ≥ 0. (33)

Звiдси маємо
∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi
+ a0(ul)ul

]
wχdxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
ai(ul)vxi

+ ai(v)(ul,xi
− vxi

)
)
+

+a0(ul)v + a0(v)(ul − v)
]
wχ dxdt ≥ 0 (34)

для всiх l ∈ N.
Нехай m таке, що suppw ⊂ Ωm. На пiд-

ставi леми 1 з тотожностi (30) при l > m
отримаємо

∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul)ul,xi
+ a0(ul)ul

]
wχ dxdt =

=
1

2

∫∫

Q

b|ul|2wχ′ dxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul) ul wxi
− f ul w

]
χdxdt. (35)

З (34) та (35) одержимо

1

2

∫∫

Q

b|ul|2wχ′ dxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

ai(ul) ul wxi
− f ul w

]
χdxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
ai(ul)vxi

+ ai(v)(ul,xi
− vxi

)
)
+

+a0(ul)v + a0(v)(ul − v)
]
wχdxdt ≥ 0. (36)

Перейдемо в (36) до границi при l → ∞.
На пiдставi (24), (25), (28), (29) i того, що
Lq(Ω

′) ⊂ L2(Ω
′) ⊂ Lpi

(Ω′) для будь-яких
i ∈ {1, . . . , k} та довiльної Ω′ ∈ Bd(Ω), отри-
маємо

1

2

∫∫

Q

b|u|2wχ′ dxdt−
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−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

χi uwxi
− f u w

]
χdxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
χivxi

+ ai(v)(uxi
− vxi

)
)
+

+χ0v + a0(v)(u− v)
]
wχ dxdt ≥ 0. (37)

З (31) на пiдставi леми 1 одержуємо
∫∫

Q

[ n∑
i=1

χi uxi
+ χ0 u

]
wχ dxdt =

=
1

2

∫∫

Q

b|u|2wχ′ dxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

χi uwxi
− f u w

]
χdxdt. (38)

З (37) та (38) отримаємо
∫∫

Q

[ n∑
i=1

χi uxi
+ χ0 u

]
wχ dxdt−

−
∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
χivxi

+ ai(v)(uxi
− vxi

)
)
+

+χ0v + a0(v)(u− v)

]
wχ dxdt ≥ 0,

тобто
∫∫

Q

[ n∑
i=1

(χi − ai(v))(uxi
− vxi

)+

+(χ0 − a0(v))(u− v)
]
wχ dxdt ≥ 0. (39)

Вiзьмемо в (39) v = u − λg, де λ > 0
– довiльне число, g ∈ Lp0, loc(Q) – будь-яка
функцiя така, що gxi

∈ Lpi,loc(Q) (i = 1, n).
У пiдсумку пiсля дiлення на λ i врахування
довiльностi функцiї g одержуємо

∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
χi − ai(u− λg)

)
gxi

+

+(χ0 − a0(u− λg))g
]
wχdxdt = 0. (40)

В цiй рiвностi спрямуємо λ до 0

∫∫

Q

[ n∑
i=1

(
ai(u)− χi

)
gxi

+

+(a0(u)− χ0)g
]
wχ dxdt = 0. (41)

Тепер приймемо в (41) спочатку g(x, t) =
1, (x, t) ∈ Q,, а потiм g(x, t) = xi, (x, t) ∈ Q,
для кожного i ∈ {1, . . . , n}. Внаслiдок отри-
маємо ∫∫

Q

(
a0(u)− χ0

)
wχ dxdt = 0,

∫∫

Q

(
ai(u)− χi

)
wχ dxdt = 0, i = 1, n. (42)

Оскiльки рiвностi (42) виконуються для
довiльних неперервно-диференцiйовних не-
вiд’ємних фiнiтних функцiй w, χ, то пра-
вильними є рiвностi (32). ¤
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1. Brézis H. Semilinear equations in RN without
condition at infinity // Appl. Math. Optim. – 1984. –
12, N3. – P. 271-282.

2. Bernis F. Elliptic and parabolic semilinear
problems without conditions at infinity // Arch. Rati-
onal Mech. Anal. – 1989. – 106, N3. – P. 217-241.

3. Gladkov A., Guedda M. Diffusion-absorption
equation without growth restridtions on the data at
infinity // J. Math. Anal. Appl. – 2002. – 269, N1. –
P. 16-37.

4. Бокало М.М., Паучок I.Б. Про коректнiсть за-
дачi Фур’є для нелiнiйних параболiчних рiвнянь ви-
щих порядкiв зi змiнними показниками нелiнiйностi
// Мат. студiї. – 2006. – 24, N1. – С. 25-48.

5. Bokalo M., Domanska O. On well-posedness of
boundary problems for elliptic equations in general ani-
sotropic Lebesgue-Sobolev spaces // Math. studii. –
2007. – 28, N1. – P. 77-91.

6. Медвiдь I. Задачi для нелiнiйних елiптичних i
параболiчних рiвнянь в анiзотропних просторах //
Вiсник Львiв. ун-ту. Cерiя мех.-мат. – 2005. – 64. –
С. 149-166.

7. Бугрiй О.М. Задача з початковою умовою для
нелiнiйної параболiчної варiацiйної нерiвностi в не-
обмеженiй за просторовими змiнними областi // Вi-
сник Львiв. ун-ту. Сер. мех.-мат. – 2007. – 67. – С. 30-
52.

8. Kuttler K.L., Jr. The Galerkin method
and degenerate evolution equations // Journal of
Mathematical Analysis and Applications. – 1985. –
107. – P. 396-413.

9. Showalter R.E. Monotone operators in Banach
space and nonlinear partial differential equations. –
Mathematical surveys and monographs, 49. – Amer.
Math. Soc., Providence, 1997.

10. Лионс Ж.-Л. Некоторые методы решения не-
линейных краевых задач. – M., 1972.

26 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.


