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ДОСЛIДЖЕННЯ МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З
НЕПЕРЕРВНИМ АРГУМЕНТОМ, ЩО НЕ ВИКОРИСТОВУЄ H-КЛАСИ

ЦИХ РIВНЯНЬ

Отримано умови iснування майже перiодичних розв’язкiв лiнiйних i нелiнiйних майже
перiодичних рiзницевих рiвнянь, що не використовують H-класи цих рiвнянь.

We obtain conditions for the existence of almost periodic solutions of linear and nonlinear
almost periodic difference equations which does not use H-classes of these equations.

1. Основнi позначення та задача. Не-
хай Z+ – множина цiлих невiд’ємних чисел,
R – множина дiйсних чисел i E – довiльний
банаховий простiр з нормою ‖ · ‖E. Позначи-
мо через C0 банаховий простiр обмежених i
неперервних на R функцiй x = x(t) зi значе-
ннями в E з нормою

‖x‖C0 = sup
t∈R

‖x(t)‖E.

Визначимо оператор зсуву Sh : C0 → C0,
h ∈ R, рiвностями

(Shx)(t) = x(t + h), t ∈ R. (1)

Елемент y ∈ C0 називається майже перi-
одичним (див., наприклад, [1,2]), якщо зами-
кання множини {Shy : h ∈ R} у просторi C0

є компактною пiдмножиною цього простору.
Позначимо через B0 банаховий простiр

майже перiодичних елементiв простору C0

з нормою
‖x‖B0 = ‖x‖C0 .

Нехай Ω – область простору E, тобто вiд-
крита зв’язна множина простору E, i K –
множина всiх непорожнiх зв’язних компакт-
них пiдмножин K ⊂ Ω.

Розглянемо неперервне вiдображення F :
R × Ωm+1 → E, де m ∈ Z+, що задовольняє
умови:

1) векторна функцiя F (t, x0, x1, . . . , xm)
рiвномiрно неперервна по x0, x1, . . . , xm на
кожнiй множинi R×Km+1, де K ∈ K;

2) векторна функцiя F (t, x0, x1, . . . , xm)
майже перiодична по t рiвномiрно по

(x0, x1, . . . , xm) на кожнiй множинi Km+1, де
K ∈ K.

Неважко показати, що аналогiчно, як i в
[2, с. 428–429], для кожної множини K ∈ K

sup
t∈R

xi∈K, i=0,m

‖F (t, x0, x1, . . . , xm)‖E < +∞

i для кожної послiдовностi (hk)k>1, hk ∈ R,
iснує пiдпослiдовнiсть (hkl

)l>1, для якої по-
слiдовнiсть (F (t + hkl

, x0, x1, . . . , xm))l>1 рiв-
номiрно збiгається на R×Km+1.

Будемо вважати, що послiдовнiсть
(F (t + hkl

, x0, x1, . . . , xm))l>1 рiвномiрно
збiгається на кожнiй множинi R × Km+1,
K ∈ K, i вiдображення G : R× Ωm+1 → E,
що визначається спiввiдношенням

G(t, x0, x1, . . . , xm) =

= lim
l→∞

F (t + hkl
, x0, x1, . . . , xm), (2)

задовольняє умови 1 i 2. Ця вимога викону-
ється, якщо, наприклад, простiр E є скiн-
ченновимiрним, що перевiряється аналогiч-
ним чином як i в [2] у випадку m = 0. Заува-
жимо, що в статтi ця вимога буде виконува-
ти допомiжну роль при викладеннi матерi-
алу i не буде використовуватися при отри-
маннi основного результату.

Розглянемо рiзницеве рiвняння

F (t, x(t), x(t−∆1), . . . , x(t−∆m)) = 0, (3)

де вiдхилення аргументiв ∆1, . . . , ∆m є до-
вiльними дiйсними числами (однi вiдхилен-
ня можуть бути додатними, iншi – вiд’ємни-
ми).
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H-класом рiвняння (3) називається мно-
жина всiх рiзницевих рiвнянь

G(t, y(t), y(t−∆1), . . . , y(t−∆m)) = 0,

лiва частина яких визначається за допомо-
гою (2).

Метою статтi є встановлення умов майже
перiодичностi обмежених розв’язкiв рiвнян-
ня (3) без використання елементiв H-класу
цього рiвняння.

Зазначимо, що не кожний обмежений
розв’язок рiвняння (3) є майже перiодич-
ним. Це пiдтверджується наступним прик-
ладом.

Приклад. Нехай E = R. Визначимо вi-
дображення H : R3 → R рiвнiстю

H(t, x0, x1) =

= sin t

{
0, якщо |x0|+ |x1|61,
|x0|+ |x1| − 1, якщо |x0|+ |x1|>1,

що, як i вiдображення F , задовольняє умови
1 i 2. Очевидно, що кожна неперервна фун-
кцiя x = x(t), для якої |x(t)| 6 1/2 для всiх
t ∈ R, є розв’язком рiзницевого рiвняння

H(t, x(t), x(t− 1)) = 0.

Зауважимо, що у випадку m = 0 рiвнян-
ня (3) має вигляд

F (t, x(t)) = 0. (4)

Це рiвняння дослiджувалося в [3].
При дослiдженнi рiвняння (3) будемо ви-

користовувати один функцiонал, визначе-
ний на множинi обмежених розв’язкiв цього
рiвняння, замикання множин значень яких
є елементами з K.

2. Функцiонал ∆. Позначимо через
N (F, K) множину всiх обмежених розв’яз-
кiв x = x(t) рiвняння (3), для кожного з
яких замикання R(x) множини

R(x) = {x(t) : t ∈ R}
у просторi E є пiдмножиною множини K ∈
K i

R(x) 6= K. (5)

Зафiксуємо довiльнi множину K ∈ K i
розв’язок x∗ ∈ N (F, K) рiвняння (3). Вва-
жаємо, що

N (F, K) 6= ∅.

Покладемо
r(x∗, K, F ) =

= sup
{
‖x− y‖E : x ∈ R(x∗), y ∈ K

}
.

На пiдставi (5)

r(x∗, K, F ) > 0.

Для ε ∈ [0, r(x∗, K, F )] розглянемо множи-
ну Ω(x∗, K, F, ε) всiх елементiв y ∈ C0, для
кожного з яких

x∗(t) + y(t) ∈ K

для всiх t ∈ R i

inf
t∈R

∣∣‖y(t)‖E − ε
∣∣ = 0.

Аналогiчним чином можна визначити
множину Ω(z,K, F, ε) для будь-якої iншої
функцiї z ∈ C0, для якої R(z) ⊂ K.

Розглянемо функцiонал

∆(x∗, K, F, ε) =

= inf
y∈Ω(x∗,K,F,ε)

sup
t∈R

‖F (t, x∗(t) + y(t),

x∗(t−∆1) + y(t−∆1), . . . ,

x∗(t−∆m) + y(t−∆m))‖E. (6)
Застосування функцiонала ∆ до дослiд-

ження майже перiодичних нелiнiйного рiв-
няння (3) та аналогiчного лiнiйного рiвня-
ння наведемо в наступних пунктах.

3. Основний результат. Наведемо умо-
ви iснування майже перiодичних розв’яз-
кiв рiвняння (3), в яких на вiдмiну вiд вi-
домих теореми Фавара про майже перiо-
дичнi розв’язки лiнiйних диференцiальних
рiвнянь [4] та теореми Амерiо про майже
перiодичнi розв’язки нелiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь [2,5] не використовується
H-клас рiвняння (3).

Теорема 1. Нехай K ∈ K. Якщо для
розв’язку z ∈ N (F, K) рiвняння (3) i деяко-
го числа δ > 0 виконується спiввiдношення

∆(z,K, F, ε) > 0 (7)
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для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є май-
же перiодичним.

Доведення. Припустимо, що розв’язок
z ∈ N (F,K) рiвняння (3) не є елементом
простору B0. Тодi за компактнiстю множини
K iснує збiжна в точцi t = 0 послiдовнiсть
(z (t + hp))p>1, причому довiльна її пiдпослi-
довнiсть (z (t + kp))p>1 не збiгається рiвно-
мiрно на R. Отже,

lim
p,q→∞

‖z(hp)− z(hq)‖E = 0 (8)

та iснують послiдовностi (pr)r>1, (qr)r>1 i чи-
сло γ ∈ (0, δ), для яких

sup
t∈R

‖z(t + kpr)− z(t + kqr)‖E > γ, r > 1. (9)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати,
що (F (t + kp, x0, x1, . . . , xm))p>1 – рiвномiрно
збiжна на R×Km+1 послiдовнiсть. Тодi

lim
p,q→∞

sup
t∈R

xi∈K, i={0,m}

‖F (t + kp, x0, x1, . . . , xm)−

−F (t + kq, x0, x1, . . . , xm)‖E = 0. (10)

Зафiксуємо довiльне число ε0 ∈ (0, γ]. На
пiдставi (8) i (9) для функцiй

yr(t) = z(t + kpr)− z(t + kqr), r > 1,

виконується спiввiдношення

yr ∈ Ω(Skqr
z,K, F, ε0), r > 1, (11)

де Sh – оператор зсуву, що визначається
спiввiдношенням (1).

Покажемо, що

∆(z,K, F, ε0) = 0. (12)

Завдяки (6), (11) та того, що

F (t + kpr , z(t + kpr), z(t + kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m)) ≡ 0, r > 1,

виконуються спiввiдношення

∆(z, K, F, ε0) =

= inf
y∈Ω(z,K,F,ε0)

sup
t∈R

‖F (t, z(t) + y(t), z(t−∆1)+

+y(t−∆1), . . . , z(t−∆m) + y(t−∆m))‖E =

= inf
y∈Ω(Skqr

z,K,F,ε0)
sup
t∈R

‖F (t + kqr , z(t + kqr)+

+y(t), z(t + kqr −∆1) + y(t−∆1), . . . ,

z(t + kqr −∆m) + y(t−∆m))‖E 6

6 sup
t∈R

‖F (t + kqr , z(t + kqr) + yr(t),

z(t + kqr −∆1) + yr(t−∆1), . . . ,

z(t + kqr −∆m) + yr(t−∆m))‖E =

=sup
t∈R

‖F (t+kqr , z(t+kpr), z(t+kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))‖E 6

6sup
t∈R

‖F (t+kpr , z(t+kpr), z(t+kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))‖E+

+ sup
t∈R

‖F (t + kpr , z(t + kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))−
−F (t + kqr , z(t + kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))‖E =

= sup
t∈R

‖F (t + kpr , z(t + kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))−
−F (t + kqr , z(t + kpr −∆1), . . . ,

z(t + kpr −∆m))‖E,

з яких на пiдставi (10) випливає спiввiдно-
шення (12), що суперечить (7).

Таким чином, припущення, що розв’язок
z ∈ N (F,K) рiвняння (3) не є майже перiо-
дичним, хибне.

Теорему 1 доведено.

4. Випадок лiнiйного рiвняння (3).
Застосуємо теорему 1 до дослiдження лiнiй-
них майже перiодичних рiзницевих рiвнянь.

Позначимо через L(E, E) – банаховий
простiр всiх лiнiйних неперервних операто-
рiв A : E → E з нормою

‖A‖L(E,E) = sup
‖x‖E=1

‖Ax‖E.
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Розглянемо неперервне вiдображення
F1 : R × Em+1 → E, що визначається
рiвнiстю

F1(t, x0, x1, . . . , xm) =
m∑

k=0

Ak(t)xk + h(t),

де Ak(t), k = 0, m, – неперервнi i майже перi-
одичнi на R функцiї зi значеннями в L(E,E)
i h ∈ B0. Також розглянемо вiдповiдне лiнiй-
не рiзницеве рiвняння

m∑

k=0

Ak(t)x(t−∆k) + h(t) = 0, (13)

де ∆1, . . . , ∆m – довiльнi дiйснi числа, серед
яких можуть бути як додатнi, так i вiд’ємнi
числа, i ∆0 = 0. Очевидно, що рiвняння (13)
є окремим випадком рiвняння (3).

Зазначимо, що в рiвняннi (13) операто-
ри Ak(t), k = 0, m, t ∈ R, можуть не мати
обернених неперервних операторiв. Якщо цi
оператори мають оберненi неперервнi опера-
тори, то операторнi функцiї A−1

k (t), k = 0,m,
можуть не бути майже перiодичними.

На пiдставi теореми 1 справджується на-
ступне твердження.

Теорема 2. Нехай K ∈ K. Якщо лiнiй-
не рiвняння (13) має обмежений розв’язок
z ∈ N (F1, K) i для деякого числа δ > 0 ви-
конується спiввiдношення

∆(z, K, F1, ε) > 0

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є майже
перiодичним.

Зауважимо, що у випадку dim E < ∞
бiльш загальнi рiвняння, нiж (13), з довiль-
ним h ∈ C0 дослiджувалися автором у [6].

5. Застосування теорем 1 i 2. Викори-
стаємо теореми 1 i 2 до дослiдження май-
же перiодичних нелiнiйних диференцiаль-
них рiвнянь та лiнiйних операторних рiзни-
цевих рiвнянь.

5.1. Диференцiальнi рiвняння. Роз-
глянемо диференцiальне рiвняння

dx

dt
= h(t, x), (14)

в якому вiдображення h : R × E → E є не-
перервним.

Вважатимемо, що для кожних числа t0 ∈
R i вектора x0 ∈ E рiвняння (14) має єдиний
розв’язок x = x(t), що задовольняє початко-
ву умову

x(t0) = x0. (15)

Умови виконання цiєї вимоги можна знайти
в [7, 8].

Розв’язок задачi (14), (15) позначимо че-
рез x = x(t, t0, x0).

Визначимо вiдображення U :R×E →E за
допомогою спiввiдношення

U(t, y) = x(t + 1, t, y), (t, y) ∈ R× E. (16)

Очевидно, що кожний визначений на R
розв’язок y = y(t) диференцiального рiвня-
ння (14) задовольняє спiввiдношення

y(t + 1) = x(t + 1, t, y(t)), t ∈ R,

тобто на пiдставi (16) є розв’язком рiзнице-
вого рiвняння

x(t + 1) = U(t, x(t)), t ∈ R, (17)

що є окремим випадком рiвняння (3). Тому
рiвняння (17) можна використати для до-
слiдження обмежених розв’язкiв диференцi-
ального рiвняння (14).

Рiзницевому рiвнянню (17) спiвставимо
вiдображення F2 : R × E2 → E, що визна-
чається рiвнiстю

F2(t, x0, x1) = x1 − U(t, x0),

i є аналогiчним вiдображенню F . Очевидно,
що рiзницеве рiвняння (17) можна подати у
виглядi

F2(t, x(t), x(t + 1)) = 0.

Завдяки наведеним мiркуванням та тео-
ремi 1 справджується наступне твердження.

Теорема 3. Нехай:
1) диференцiальне рiвняння (14) має

обмежений розв’язок z ∈ C0 зi значеннями
в компактнiй множинi K ∈ K;
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2) вiдображення F2 : R × E → E за-
довольняє умови 1 i 2 (як i вiдображення
F у рiзницевому рiвняннi (3));

3) для деяких числа δ > 0 i множини
K ∈ K виконується спiввiдношення

∆(z, K, F2, ε) > 0

для всiх ε ∈ (0, δ).
Тодi обмежений розв’язок z рiвняння

(14) є майже перiодичним.

Зауважимо, що це твердження отримано
вперше в [9] з використанням окремого ви-
падку теореми 1.

5.2. Лiнiйнi операторнi рiзницевi
рiвняння. Нехай E1 i E2 - довiльнi банаховi
простори i L(E1, E2) – банаховий простiр лi-
нiйних неперервних операторiв A : E1 → E2

з нормою

‖A‖L(E1,E2) = sup
‖x‖E1=1

‖Ax‖E2 .

Будемо вважати, що Ω = L(E1, E2) i K
є множиною всiх непорожнiх зв’язних ком-
пактних пiдмножин K ⊂ L(E1, E2).

Розглянемо неперервне вiдображення

F3 : R×Xm+1 → X ,

де X = L(E1, E2), що визначається рiвнiстю

F3(t, X0, X1, . . . , Xm) =

=
m∑

k=0

Ak(t)XkBk(t)−H(t),

де Ak(t), k = 0,m, – неперервнi i майже
перiодичнi на R функцiї зi значеннями в
L(E2, E2), Bk(t), k = 0,m, – неперервнi i
майже перiодичнi на R функцiї зi значен-
нями в L(E1, E1) i H(t) – неперервна i майже
перiодична на R функцiя зi значеннями в
L(E1, E2).

Також розглянемо вiдповiдне лiнiйне опе-
раторне рiзницеве рiвняння

m∑

k=0

Ak(t)X(t−∆k)Bk(t) = H(t), (18)

де ∆1, . . . , ∆m – довiльнi дiйснi числа i ∆0 =
0.

Очевидно, що рiвняння (18) є окремим
випадком рiвнянь (3) i (13) у випадку
E = L(E1, E2).

У рiвняннi (18) оператори Ak(t) i Bk(t),
k = 0,m, t ∈ R, можуть не мати обернених
неперервних операторiв.

На пiдставi теорем 1 i 2 справджується
наступне твердження.

Теорема 4. Нехай K ∈ K. Якщо рiзни-
цеве рiвняння (18) має неперервний i обме-
жений на R розв’язок Z = Z(t) зi значен-
нями в K i для деякого числа δ > 0 викону-
ється спiввiдношення

∆(Z,K, F3, ε) > 0

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є май-
же перiодичним.

5.3. Застосування теореми 1 у ви-
падку m = 0. Розглянемо диференцiальне
рiвняння

F

(
t,

dx(t)

dt
− g(t, x(t))

)
= 0, (19)

де F – вiдображення, що й у рiвняннi (3)
(при m = 0), а неперервне вiдображення g :
R× Ω → E є таким, що:

а) векторна функцiя g(t, x) рiвномiрно не-
перервна по x на кожнiй множинi R×K, де
K ∈ K;

б) векторна функцiя g(t, x) майже перiо-
дична по t рiвномiрно по x на кожнiй мно-
жинi K ∈ K.

Викладемо iдею одного методу з’ясуван-
ня майже перiодичностi обмежених розв’яз-
кiв диференцiального рiвняння (19) з вико-
ристанням теореми 1.

Якщо v = v(t) є розв’язком цього рiвня-
ння i R(v) ⊂ K1, де K1 ∈ K, то на пiдставi
умов а) i б) функцiя h = h(t), що визначає-
ться рiвнiстю

h(t) =
dv(t)

dt
− g(t, v(t)),

є обмеженою i R(h) ⊂ K2 для деякої мно-
жини K2 ∈ K. Отже, h = h(t) є розв’язком
рiвняння (4). У цьому випадку до (4) можна
застосувати теорему 1 при m = 0, K = K2 i
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z = h. Вважатимемо, що умови цiєї теореми
виконуються. Тодi функцiя h = h(t) є майже
перiодичною i до майже перiодичного дифе-
ренцiального рiвняння

dx(t)

dt
− g(t, x(t)) = h(t),

що має обмежений розв’язок x = v, мож-
на застосувати результати дослiджень ста-
ттi [10] (у випадку f(t, x) = g(t, x) + h(t)) i
показати майже перiодичнiсть v (при додат-
кових вимогах до f).

На завершення, зазначимо, що наведе-
нi умови iснування майже перiодичних роз-
в’язкiв рiзницевих рiвнянь та їх застосуван-
ня в п. 5.2 i 5.3 є новими, оскiльки не вико-
ристовують H-класи цих рiвнянь.

Також зазначимо, що дослiдженням май-
же перiодичних рiвнянь присвячено багато
публiкацiй. Вiдмiтимо деякi з них. Для лi-
нiйних диференцiальних рiвнянь першi тео-
реми про майже перiодичнi розв’язки були
доведенi Фаваром у роботi [4], а для нелi-
нiйних диференцiальних рiвнянь – Амерiо в
роботi [5]. Результати Фавара були значно
покращенi Е. Мухамадiєвим [11, 12]. Уза-
гальненням теоремМухамадiєва присвячено
роботи [13–15]. Важливi результати в цьому
напрямку також належать Б. М. Левiтану
[1], Амерiо [16], В. В. Жикову [17–19], Шу-
бину М. А. [20] та Финку [21].

Функцiонал, аналогiчний функцiоналу
∆, використовувався автором для дослiдже-
ння майже перiодичних лiнiйних i нелiнiй-
них рiзницевих рiвнянь iз неперервним ар-
гументом [9], диференцiальних рiвнянь [10],
а також рiвняння (4) [3].

Умови iснування обмежених розв’язкiв
нелiнiйних рiзницевих рiвнянь (вимога iс-
нування таких розв’язкiв у теоремi 1 є су-
ттєвою) можна отримати, використовуючи
статтi [22–26].
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