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ГАРАНТОВАНЕ ОЦIНЮВАННЯ ЛIНIЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ
ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД РОЗВ’ЯЗКIВ БIГАРМОНIЧНОГО РIВНЯННЯ ПРИ

IНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРАХ СПОСТЕРЕЖЕНЬ
Дослiджена проблема гарантованого оцiнювання значень лiнiйних неперервних функцiо-

налiв вiд розв’язкiв крайвої задачi Неймана для бiгармонiчного рiвняння при iнтегральних
операторах спостережень та квадратичних обмеженнях на детермiнованi данi.

The problem of guaranteed estimation of values of continuous linear functionals of solutions
of the Neumann boundary value problem for the biharmonic equation with integral operators
observations and quadratic constraints on deterministic data is investigated.

Вступ. Мiнiмаксний метод оцiнювання,
який був започаткований в монографiї [1],
виявився досить корисним для систем з зо-
середженими та розподiленими параметра-
ми в умовах невизначеностi. В подальшому
задачам мiнiмаксного оцiнювання станiв си-
стем, якi описуються звичайними диферен-
цiйними рiвняннями i рiвняннями в частин-
них похiдних було присвячено значну кiль-
кiсть робiт, зокрема [2], [3]. Окремо можна
вiдзначити випадок, коли розв’язки крайо-
вих задач не визначенi однозначно i iснують
лише тодi, коли данi цих задач задовольня-
ють деяким умовам сумiсностi. В цьому на-
прямку дослiджень вiдомi роботи [4], [5]. До
описаного кола проблем вiдносяться i робо-
ти [6], [7].

В роботi [6] за спостереженнями елемента
вигляду

y = Cϕ + η, (1)

у яких ϕ(x) – розв’язок варiацiйної задачi

ϕ(x) ∈ H2(D), (2)

∫

D

[(
∂2v

∂x2
1

+ σ
∂2v

∂x2
2

)
∂2ϕ

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v

∂x1∂x2

∂2ϕ

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v

∂x2
2

+ σ
∂2v

∂x2
1

)
∂2ϕ

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

v(x)f(x) dx +

∫

Γ

vh1 dΓ +

∫

Γ

∂v

∂ν
h2 dΓ

∀v ∈ H2(D), (3)

C ∈ L(L2(D), H0) – лiнiйний неперервний
оператор, 0 ≤ σ < 1, за умови, що F :=
(f, h1h2) ∈ G0 i η ∈ G1, була дослiджена про-
блема знаходження мiнiмаксної оцiнки зна-
чення функцiоналу

l(ϕ) =

∫

D

l0(x)ϕ(x) dx, (4)

тобто такої оцiнки вигляду

̂̂
l(ϕ) = (y, û)H0 + ĉ,

для якої елемент û i число ĉ визначаються
iз умови

inf
u∈H0, c∈R

σ(u, c) = σ(û, ĉ),

дe

σ(u, c) := sup
F̃∈G0,η̃∈G1

E|l(ϕ̃)− l̂(ϕ̃)|2,

ϕ̃ – будь-який розв’язок крайової задачi (2)–
(3) при 1 f(x) = f̃(x), h1 = h̃1, h2 = h̃2,

l̂(ϕ̃) = (ỹ, u)H0 + c, ỹ = Cϕ̃ + η̃.

Тут H0 - сепарабельний гiльбертовий про-
стiр2 над R iз скалярним добутком (·, ·)H0 та

1При цьому величина % := σ(û, ĉ)1/2 визначає похибку мi-
нiмаксного оцiнювання виразу (4).

2Якщо H0 – скiнченновимiрний простiр, то тодi припуска-
ється, що dimH0 > 3.
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нормою ‖ · ‖H0 ; D - обмежена область в R2

з лiпшицевою границею Γ; H2(D) – простiр
Соболєва другого порядку в областi D:

H2(D) = {v ∈ L2(D) : Dαv ∈ L2(D)

∀α, |α| ≤ 2}

з вiдповiдною нормою, дe Dα = ∂α1+α2

∂x
α1
1 x

α2
2

,

α = {α1, α2}, |α| = α1 + α2, а через Dαv по-
значенi узагальненi частиннi похiднi поряд-
ку α функцiї v; через G0 позначено множину
функцiй F̃ := (f̃ , h̃1, h̃2) ∈ L2(D) × L2(Γ) ×
L2(Γ), що задовольнять умови

∫

D

Q(f̃ − f0)(x)(f̃(x)− f0(x)) dx+

+

∫

Γ

Q1(h̃1 − h
(0)
1 )(h̃1 − h

(0)
1 ) dΓ+

+

∫

Γ

Q2(h̃2 − h
(0)
2 )(h̃2 − h

(0)
2 ) dΓ ≤ 1,

i ∫

D

f̃(x) dx +

∫

Γ

h̃1 dΓ = 0, (5)
∫

D

x1f̃(x) dx +

∫

Γ

x1h̃1 dΓ +

∫

Γ

∂x1

∂ν
h̃2 dΓ = 0,

(6)∫

D

x2f̃(x) dx +

∫

Γ

x2h̃1 dΓ +

∫

Γ

∂x2

∂ν
h̃2 dΓ = 0,

(7)
через G1 позначено множину випадкових
елементiв η̃ = η̃(ω), визначених на деякому
ймовiрносному просторi (Ω,B, P ) iз значен-
нями в H0 таких, що E‖η̃(ω)‖2

H0
< ∞ i нульо-

вими середнiми, що задовольняють нерiвно-
стi

E(Q0η̃, η̃)H0 ≤ 1, (8)

де E – символ математичного сподiвання,
Q, Q1, Q2 i Q0 – обмеженi самоспряженi
додатно-визначенi оператори в L2(D), L2(Γ)
i H0 вiдповiдно, для яких iснують обмеже-
нi оберненi оператори Q−1, Q−1

1 , Q−1
2 i Q−1

0 ;

F0 := (f0, h
(0)
1 , h

(0)
2 ) ∈ L2(D)×L2(Γ)×L2(Γ) –

задана функцiя, що задовольняє умови (5)–
(7); u ∈ H0, c ∈ R, l0 ∈ L2(D) – задана фун-
кцiя. Крiм того припускається, що звужен-
ня лiнiйного оператора C на пiдпростiр по-
лiномiв першого степеня вигляду p(x1, x2) =

a + bx1 + cx2 є iн’єктивним. В [6] доведена
така теорема.
Теорема 1. Iснує єдина мiнiмаксна

оцiнка виразу l(ϕ), яка може бути пред-
ставлена у виглядi

̂̂
l(ϕ) = (y, û)H0 + ĉ = l(ϕ̂), (9)

дe

û = Q0Cp, ĉ =

∫

D

ẑ(x)f (0)(x) dx+

+

∫

Γ

ẑh
(0)
1 dΓ +

∫

Γ

∂ẑ

∂ν
h

(0)
2 dΓ, (10)

а функцiї p(x), ẑ(x) i ϕ̂(x) визначаються iз
однозначно розв’язних систем варiацiйних
рiвнянь (11)–(20) i (21)–(30):

ẑ ∈ H2(D), (11)

∫

D

[(∂2v1

∂x2
1

+ σ
∂2v1

∂x2
2

)
∂2ẑ

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v1

∂x1∂x2

∂2ẑ

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v1

∂x2
2

+ σ
∂2v1

∂x2
1

)
∂2ẑ

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

(
l0(x)− C∗ΛH0Q0Cp(x)

)
v1(x) dx

∀v1 ∈ H2(D), (12)
∫

D

Q−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

Q−1
1 ẑ dΓ = 0, (13)

∫

D

x1Q
−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

x1Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂x1

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ = 0, (14)

∫

D

x2Q
−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

x2Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂x2

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ = 0, (15)

p ∈ H2(D), (16)
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∫

D

[(
∂2v2

∂x2
1

+ σ
∂2v2

∂x2
2

)
∂2p

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v2

∂x1∂x2

∂2p

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v2

∂x2
2

+ σ
∂2v2

∂x2
1

)
∂2p

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

v2(x)Q−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

v2Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂v2

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ ∀v2 ∈ H2(D). (17)

∫

D

(l0(x)− C∗ΛH0Q0Cp(x)) dx = 0, (18)
∫

D

(l0(x)− C∗ΛH0Q0Cp(x))x1 dx = 0, (19)
∫

D

(l0(x)− C∗ΛH0Q0Cp(x))x2 dx = 0. (20)

i
p̂ ∈ H2(D), (21)

∫

D

[(∂2v1

∂x2
1

+ σ
∂2v1

∂x2
2

)
∂2p̂

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v1

∂x1∂x2

∂2p̂

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v1

∂x2
2

+ σ
∂2v1

∂x2
1

)
∂2p̂

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

(
C∗ΛH0Q0(y − Cϕ̂)(x)

)
v1(x) dx

∀v1 ∈ H2(D), (22)
∫

D

Q−1p̂(x) dx +

∫

Γ

Q−1
1 p̂ dΓ = 0, (23)

∫

D

x1Q
−1p̂(x) dx +

∫

Γ

x1Q
−1
1 p̂ dΓ+

+

∫

Γ

∂x1

∂ν
Q−1

2

∂p̂

∂ν
dΓ = 0, (24)

∫

D

x2Q
−1p̂(x) dx +

∫

Γ

x2Q
−1
1 p̂ dΓ+

+

∫

Γ

∂x2

∂ν
Q−1

2

∂p̂

∂ν
dΓ = 0, (25)

ϕ̂ ∈ H2(D), (26)

∫

D

[(∂2v2

∂x2
1

+ σ
∂2v2

∂x2
2

)
∂2ϕ̂

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v2

∂x1∂x2

∂2ϕ̂

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v2

∂x2
2

+ σ
∂2v2

∂x2
1

)
∂2ϕ̂

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

v2(x)(Q−1p̂(x) + f0(x)) dx+

+

∫

Γ

v2(Q
−1
1 p̂ + h

(0)
1 ) dΓ+

+

∫

Γ

∂v2

∂ν

(
Q−1

2

∂p̂

∂ν
+ h

(0)
2

)
dΓ

∀v2 ∈ H2(D), (27)
∫

D

C∗ΛH0Q0(y − Cϕ̂)(x) dx = 0, (28)
∫

D

x1C
∗ΛH0Q0(y − Cϕ̂)(x) dx = 0, (29)

∫

D

x2C
∗ΛH0Q0(y − Cϕ̂)(x) dx = 0, (30)

вiдповiдно, в якiй рiвностi (21) – (30) ви-
конуються з ймовiрнiстю 1. Тут ΛH0 ∈
L(H0, H

′
0) – оператор, який дiє з H0 на йо-

го спряжений простiр H ′
0 та визначається

рiвнiстю 3 (v, u)H0 = < v, ΛH0u >H0×H′
0∀u, v ∈ H0, де < x, f >H0×H′

0
, := f(x) для

x ∈ H0, f ∈ H ′
0, C∗ : H ′

0 → L2(D) – oпе-
ратор, транспонований до C, що визнача-
ється спiввiдношенням < Cv,w >H0×H′

0
=∫

D
v(x)C∗w(x) dx для всiх v ∈ L2(D), w ∈

H ′
0.
Похибка оцiнювання % визначається

формулою % = l(p)1/2.

Основний результат. Застосуємо наве-
дену вище теорему для дослiдження пред-
ставлення мiнiмаксних оцiнок функцiоналу
(4) вiд невiдомого розв’язку варiацiйної за-
дачi (2), (3) у випадку, коли в спостережен-
нях (1) оператор C є iнтегральним.

З цiєю метою покладемо H0 = L2(D1) ×
. . . L2(Di) × . . . L2(DN), де Di, i = 1, . . . , N,

3Цей оператор iснує в силу теореми Рicса.
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- деякi пiдобластi областi D з лiпшицевими
границями. Тодi ΛH0 = IH0 , де IH0 – одини-
чний оператор в H0.

Нехай в спостереженнях (1) оператор C :
L2(D) → L2(D1)× . . . L2(Di)× . . . L2(DN) за-
дається рiвнiстю

Cϕ(x) = (C1ϕ(x), . . . , Ciϕ(x) . . . , CNϕ(x)) ,

Ci : L2(D) → L2(Di) – iнтегральний опера-
тор, заданий виразом

Ciϕ(x) :=

∫

Di

Ki(x, ξ)ϕ(ξ) dξ, i = 1 . . . , N,

де Ki ∈ L2(Di)×L2(Di), так що спостереже-
ння y в (1) мають вигляд

y =
(
y1, . . . , yi, . . . , yN

)
,

η =
(
η1, . . . , ηi, . . . , ηN

)
, (31)

де

yi(x) =

∫

Di

Ki(x, ξ)ϕ(ξ) dξ + ηi(x),

x ∈ Di, i = 1, N, (32)

а оператор Q0 в умовi (8), що входить в озна-
чення множини G1, дiє за формулою

Q0η̃ = (Q
(0)
1 η̃1, . . . , Q

(0)
i η̃i, . . . , Q

(0)
N η̃N),

в якiй Q
(0)
i (x) – неперервнi додатнi функцiї

в областi D̄i, η̃i ∈ L2(Ω, L2(Di)), i = 1, . . . , N.
В цьому випадку умова (8) набуде вигля-

ду
N∑

i=1

∫

Di

Q
(0)
i (x)R̃i(x, x) dx ≤ 1,

де через R̃i(x, y) = Eη̃i(x)η̃i(y) позначена ко-
реляцiйна функцiя процесу η̃i(x), i = 1, N,
(x, y) ∈ Di ×Di.

Дiйсно,

E(Q0η̃, η̃)H0 =

=
N∑

i=1

E(Q
(0)
i (x)ηi(x), ηi(x))L2(Di) =

=
N∑

i=1

∫

Di

Q
(0)
i (x)E(ηi(x)ηi(x)) dx =

=
N∑

i=1

∫

Di

Q
(0)
i (x)R̃

(0)
i (x, x) dx.

i, отже, множина G1 буде описуватись на-
ступною формулою:

G1 =
{

η̃ = (η̃1, . . . , η̃i, . . . , η̃N) :

E‖η̃i‖2
L2(Di)

< ∞,

Eη̃i = 0, i = 1, N,
N∑

i=1

∫

Di

Q
(0)
i (x)R̃i(x, x) dx ≤ 1.

}
(33)

Легко бачити, що оператор C∗ : L2(D1)×
. . . L2(Di)× . . . L2(DN) → L2(D), спряжений
до C, буде задаватися формулою C∗ψ(x) =∑N

l=1 χDl
(x)

∫
Dl

Kl(ξ, x)ψl(ξ) dξ, де ψ(ξ) =

(ψ1(ξ), . . . , ψl(ξ), . . . , ψN(ξ)), ψl ∈ L2(Dl),
χDl

(x) – характеристична функцiя множи-
ни Dl, l = 1, . . . , N.

Враховуючи, що

û = Q0Cp = (û1, . . . , ûi, . . . , ûN),

ûl ∈ L2(Di), i = 1, N,

де

ûi(ξ) = Q
(0)
i (ξ)

∫

Di

Ki(ξ, ξ1)p(ξ1) dξ1,

i = 1, N, (34)

маємо

C∗JH0Q0Cp(x) =

=
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(·, ξ1)p(ξ) dξ1, (35)

де

K̃i(x, ξ1) =

∫

Di

Ki(ξ, x)Q
(0)
i (ξ)Ki(ξ, ξ1)dξ.

Клас лiнiйних за спостереженнями (32)
оцiнок l̂(ϕ) буде мати вигляд

l̂(ϕ) =
N∑

i=1

∫

Di

ui(x)yi(x) dx + c. (36)

Таким чином, з проведеного вище аналiзу
та з теореми 1 для iнтегральних операторiв
спостереження (32) у припущеннях, що

η ∈ G1,
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де η i G1 визначаються формулами (31),
(33), та

F := (f, h1h2) ∈ G0,

множина G0 визначена вище, одержуємо на-
ступний результат.

Теорема 2. Мiнiмакснa оцiнка
̂̂
l(ϕ) зна-

чення l(ϕ) визнається формулою

̂̂
l(ϕ) =

N∑
i=1

∫

Di

ûi(x)yi(x) dx + ĉ = l(ϕ̂),

де

ĉ =

∫

D

ẑ(x)f (0)(x) dx +

∫

Γ

ẑh
(0)
1 dΓ+

+

∫

Γ

∂ẑ

∂ν
h

(0)
2 dΓ,

ûi(x) = Q
(0)
i (x)

∫

Di

Ki(x, η)p(η) dη,

i = 1, N,

a функцiї ẑ, p, ϕ̂ ∈ H2(D) знаходяться з
розв’язку систем варiацiйних рiвнянь:

∫

D

[(∂2v1

∂x2
1

+ σ
∂2v1

∂x2
2

)
∂2ẑ

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v1

∂x1∂x2

∂2ẑ

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v1

∂x2
2

+ σ
∂2v1

∂x2
1

)
∂2ẑ

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

(
l0(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)p(ξ1) dξ1

)
v1(x) dx

∀v1 ∈ H2(D),
∫

D

Q−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

Q−1
1 ẑ dΓ = 0,

∫

D

x1Q
−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

x1Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂x1

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ = 0,

∫

D

x2Q
−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

x2Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂x2

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ = 0,

∫

D

[(
∂2v2

∂x2
1

+ σ
∂2v2

∂x2
2

)
∂2p

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v2

∂x1∂x2

∂2p

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v2

∂x2
2

+ σ
∂2v2

∂x2
1

)
∂2p

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

v2(x)Q−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

v2Q
−1
1 ẑ dΓ+

+

∫

Γ

∂v2

∂ν
Q−1

2

∂ẑ

∂ν
dΓ ∀v2 ∈ H2(D).

∫

D

(
l0(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)p(ξ1) dξ1

)
dx = 0,

∫

D

(
l0(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)p(ξ1) dξ1

)
x1 dx = 0,

∫

D

(
l0(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)p(ξ1) dξ1

)
x2 dx = 0.

i
∫

D

[(∂2v1

∂x2
1

+ σ
∂2v1

∂x2
2

)
∂2p̂

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v1

∂x1∂x2

∂2p̂

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v1

∂x2
2

+ σ
∂2v1

∂x2
1

)
∂2p̂

∂x2
2

]
dx =
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=

∫

D

(
θ(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)ϕ̂(ξ) dξ1

)
v1(x) dx

∀v1 ∈ H2(D),
∫

D

Q−1ẑ(x) dx +

∫

Γ

Q−1
1 ẑ dΓ = 0,

∫

D

x1Q
−1p̂(x) dx +

∫

Γ

x1Q
−1
1 p̂ dΓ+

+

∫

Γ

∂x1

∂ν
Q−1

2

∂p̂

∂ν
dΓ = 0,

∫

D

x2Q
−1p̂(x) dx +

∫

Γ

x2Q
−1
1 p̂ dΓ+

+

∫

Γ

∂x2

∂ν
Q−1

2

∂p̂

∂ν
dΓ = 0,

∫

D

[(∂2v2

∂x2
1

+ σ
∂2v2

∂x2
2

)
∂2ϕ̂

∂x2
1

+

+ 2(1− σ)
∂2v2

∂x1∂x2

∂2ϕ̂

∂x1∂x2

+

+

(
∂2v2

∂x2
2

+ σ
∂2v2

∂x2
1

)
∂2ϕ̂

∂x2
2

]
dx =

=

∫

D

v2(x)(Q−1p̂(x) + f0(x)) dx+

+

∫

Γ

v2(Q
−1
1 p̂ + h

(0)
1 ) dΓ+

+

∫

Γ

∂v2

∂ν

(
Q−1

2

∂p̂

∂ν
+h

(0)
2

)
dΓ, ∀v2 ∈ H2(D),

∫

D

(
θ(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)ϕ̂(ξ1) dξ1

)
dx = 0,

∫

D

(
θ(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)ϕ̂(ξ1) dξ1

)
x1 dx = 0,

∫

D

(
θ(x)−

−
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

K̃i(x, ξ1)ϕ̂(ξ1) dξ1

)
x2 dx = 0.

вiдповiдно. Тут p̂ ∈ H2(D) i

θ(x) =
N∑

i=1

χDi
(x)

∫

Di

Ki(ξ, x)Q
(0)
i (ξ)yi(ξ) dξ.

Похибка мiнiмакcного оцiнювання % ви-
значається формулою

% = l(p)1/2.
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