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АСИМПТОТИЧНА ДЕКОМПОЗИЦIЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ
СИСТЕМ

Наведена схема розщеплення лiнiйних сингулярно збурених систем з двома малими пара-
метрами. Дослiджена задача про побудову асимптотичних розкладiв розщеплюючого пере-
творення.

We provide a splitting scheme for linear singularly perturbed systems with two small parameters.
We also find asymptotic expansions of the splitting operator.

Вступ
Декомпозицiя лiнiйних сингулярно збуре-

них систем диференцiальних рiвнянь роз-
глядалась багатьма авторами. Зручним апа-
ратом, який дозволяє ефективно розв’язу-
вати важливу для застосувань задачу по-
ниження розмiрностi, є метод iнтегральних
многовидiв [1–3]. Для лiнiйних сингулярно
збурених систем метод iнтегральних много
видiв дозволяє здiйснити розщеплення вихi-
дної системи на незалежнi швидку i повiль-
ну пiдсистеми [4–5].

Аналогiчнi задачi для лiнiйних сингуляр-
но збурених систем з декiлькома малими па-
раметрами дослiджувались в роботах [6–8].

У данiй роботi для лiнiйних сингулярно
збурених систем з двома малими параметра-
ми дослiджується побудова асимптотичних
розкладiв iнтегральних многовидiв, за допо-
могою яких здiйснюється розщеплення вихi-
дної системи.

1. Схема розщеплення
Розглянемо лiнiйну сингулярно збурену

систему

ẋ0 = A00x0 + A01x1 + A02x2,
ε1ẋ1 = A10x0 + A11x1 + A12x2,
ε1ε2ẋ2 = A20x0 + A21x1 + A22x2,

(1)

де xi ∈ Rni , Aij = Aij(t), i, j = 0, 2 – ni × nj

матрицi, ε1, ε2 – малi додатнi параметри.
Нехай для системи (1) справджуються

умови:
I) матрицi Aij(t), i, j = 0, 2 рiвномiрно

обмеженi для t ∈ R додатною сталою M ;

II) власнi значення матрицi A22(t) задо-
вольняють нерiвнiсть

Reλi(A22) ≤ −2β, β > 0.

Розщеплення системи (1) здiйснюється у
два етапи [6, 7]. На першому кроцi за допо-
могою замiни змiнних

x0 = y0 + ε1ε2H0w,
x1 = y1 + ε2H1w,
x2 = w + P0x0 + P1x1

(2)

система (1) зводиться до вигляду

ẏ0 = B00y0 + B01y1,
ε1ẏ1 = B10y0 + B11y1,
ε1ε2ẇ = B22w,

(3)

де Bij = Aij + Ai2Pj, i, j = 0, 1, B22 = A22 −
ε1ε2P0A02 − ε2P1A12.

При цьому матричнi функцiї P0, P1 –
обмеженi розв’язки системи рiвнянь

ε1ε2Ṗ0 = A20 + A22P0 − ε1ε2P0A00−
−ε1ε2P0A02P0 − ε2P1A10 − ε2P1A12P0,

ε1ε2Ṗ1 = A21 + A22P1 − ε1ε2P0A01−
−ε1ε2P0A02P1 − ε2P1A11 − ε2P1A12P1,

(4)

а матричнi функцiї H0, H1 – обмеженi
розв’язки системи

ε1ε2Ḣ0 = ε1ε2A00H0 + ε2A01H1+
+A02R1 −H0R2,

ε1ε2Ḣ1 = ε1ε2A10H0 + ε2A11H1+
+A12R1 −H1R2,

(5)

де R1 = (E+ε1ε2P0H0+ε2P1H1), R2 = (A22−
−ε1ε2P0A02 − ε2P1A12).
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На другому кроцi розщеплення припуска-
ємо, що справджується умова

III) власнi значення матрицi B11(t, ε1, ε2)
задовольняють нерiвнiсть

Reλi(B11) ≤ −2γ, γ > 0.

Тодi за допомогою замiни

y0 = u + ε1Hv, y1 = v + Py0 (6)

система iз перших двох рiвнянь системи (3)
зводиться до незалежних пiдсистем [4,7]

u̇ = (B00 + B01P )u,
ε1v̇ = (B11 − ε1PB01)v.

(7)

Матричнi функцiї P, H є рiвномiрно
обмеженими розв’язками системи

ε1Ṗ = ε1(B00 + B01H)P + B01−
−P (B11 − εHB01),

ε1Ḣ = B10 + B11H − ε1H(B00+
+B01H).

(8)

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 1 [7]. Нехай виконуються умо-

ви I)–III). Тодi для достатньо малих ε1, ε2

iснує невироджена замiна змiнних за допо-
могою якої система (1) зводиться до трьох
незалежних пiдсистем

u̇ = (B00 + B01P )u,
ε1v̇ = (B11 − ε1PB01)v,
ε1ε2ẇ = B22w.

(9)

Зауваження 1. Умова III) є складною
для перевiрки, оскiльки матрицi P0 та P1

вдається знайти в явному виглядi тiльки у
найпростiших випадках. Легко переконати-
ся, що умова III) буде справджуватися при
малих ε1, якщо A12 = ε1Ā12, i власнi значе-
ння матрицi A11 задовольняють нерiвнiсть

Reλi(A11) ≤ −2γ, γ > 0.

2. Асимптотичнi розклади розще-
плюючого перетворення

Знайти точний вигляд коефiцiєнтiв роз-
щеплюючого перетворення (2), (6) вдається
тiльки у найпростiших випадках, тому пред-
ставляє iнтерес виписати вiдповiднi розще-
пленi системи при наближеному знаходжен-
нi асимптотичних розкладiв цих коефiцiєн-
тiв.

IV) Нехай матрицi Aij(t), i, j = 0, 2,
A−1

22 (t) рiвномiрно обмеженi для t ∈ R ра-
зом iз своїми похiдними до (n + 1) порядку
включно.

Розглянемо диференцiальний вираз

T (u) = A20x0 +A21x1 +A22u− ε1ε2
d

dt
u. (10)

Покажемо, що iснує функцiя
u(t, x0(t), x1(t), ε2), яку можна предста-
вити у виглядi

u = P 0(t, ε2)x0 + P 1(t, ε2)x1 =
= (P 0

0 (t) + ε2P
1
0 (t) + ... + εn

2P
n
0 (t))x0+

+(P 0
1 (t) + ε2P

1
1 (t) + ... + εn

2P
n
1 (t))x1,

(11)
де P i

0(t), P i
1(t), i = 0, n – рiвномiрно обмеже-

нi разом iз своїми (n−i+1) похiдними, така,
що на обмежених розв’язках системи (1)

T (u) = o(εn+1
2 ).

Пiдставимо спiввiдношення (11) у рiв-
нiсть (10) i пiдберемо функцiї P i

0(t), P i
1(t),

i = 0, n так, щоб у рiвностi (10) перетвори-
лися в нуль всi члени, що мiстять ε2 в сте-
пенi, меншiй, нiж n + 1. Обгрунтування мо-
жливостi такого вибору неважко провести
за iндукцiєю. При цьому для коефiцiєнтiв
у представленнi (11) одержуємо алгебраїчнi
спiввiдношення

P 0
0 (t) = −A−1

22 (t)A20(t),
P 0

1 (t) = −A−1
22 (t)A21(t),

P k
0 (t) = A−1

22 (t)
(
ε1Ṗ

k−1
1 (t) + ε1P

k−1
0 (t)A00(t)+

+ε1

k−1∑
i=0

P i
0(t)A02(t)P

k−i−1
0 (t) + P k−1

1 (t)A10(t)+

+
k−1∑
i=0

P i
1(t)A12(t)P

k−i−1
0 (t)

)
,

P k
1 (t) = A−1

22 (t)
(
ε1Ṗ

k−1
1 (t) + ε1P

k−1
0 (t)A01(t)+

+ε1

k−1∑
i=0

P i
0(t)A02(t)P

k−i−1
0 (t) + P k−1

1 (t)A11(t)+

+
k−1∑
i=0

P i
1(t)A12(t)P

k−i−1
1 (t)

)
, k = 1, 2, ..., n.

(12)
Обмеженiсть P i

0, P i
1 та їх частинних по-

хiдних до (n − i + 1) порядку випливає iз
умови IV). Якщо функцiї P i

0, P i
1 вибранi за
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формулами (12), то диференцiальне спiввiд-
ношення (10) набуде вигляду

T (u) = εn+1
2 (η0(t, ε1, ε2)x0 + η1(t, ε1, ε2)x1),

де η0, η1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо у вихiднiй системi (1) зробити за-

мiну
x2 = P 0x0 + P 1x1 + εn+2

2 z,

то для змiнних x0, x1, z одержимо систему

ẋ0 = (A00(t) + A02(t)P 0)x0 + (A01(t)+
+A02(t)P 1

)
x1 + εn+1

2 A02(t)z,
ε1ẋ1 = (A10(t) + A12(t)P 0)x0 + (A11(t)+
+A12(t)P 1

)
x1 + εn+1

2 A12(t)z,
ε1ε2ż = η0(t, ε1, ε2)x0 + η1(t, ε1, ε2)x1+
+A22(t)z.

(13)
Система (13) – це система типу (1), для

якої iснує iнтегральний многовид [7]

z = P ∗
0 (t, ε)x0 + P ∗

1 (t, ε)x1, (14)

де P ∗
0 , P ∗

1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо система (13) має iнтегральний мно-

говид (14), то система (1) має iнтегральний
многовид

x2 = (P 0 + εn+1
2 P ∗

0 )x0 + (P 1 + εn+1
2 P ∗

1 )x1 =

= P0x0 + P1x1,

для якого справедливий асимптотичний
розклад

x2 = (P 0
0 + ε2P

1
0 + ... + εn

2P
n
0 + εn+1

2 P ∗
0 )x0+

+(P 0
1 + ε2P

1
1 + ... + εn

2P
n
1 + εn+1

2 P ∗
1 )x1. (15)

Здiйснимо в системi (1) замiну змiнних

x2 = P0x0 + P1x1 + w,

одержимо систему

ẋ0 = (A00 + A02P0)x0+
+(A01 + A02P1)x1 + A02w,
ε1ẋ1 = (A10 + A12P0)x0+
+(A11 + A12P1)x2 + A12w,
ε1ε2ẇ = (A22 − ε1ε2P0A02−
−ε2P1A12) w.

(16)

Розглянемо тепер диференцiальнi вирази

T0(u0, u1) = ε1ε2(A00 + A02P0)u0+
+ε2(A01 + A02P1)u1 − ε1ε2

d
dt

u0 + A02w,
T1(u0, u1) = ε1ε2(A10 + A12P0)u0+
+ε2(A11 + A12P1)u1 − ε1ε2

d
dt

u1 + A12w.
(17)

Покажемо, що iснують функцiї
u0(t, ε2, w), u1(t, ε2, w), якi можна пред-
ставити у виглядi

u0 = H0w =
n∑

i=0

εi
2H

i
0w,

u1 = H1w =
n∑

i=0

εi
2H

i
1w,

(18)

де H i
0, H i

1, i = 0, n – рiвномiрно обмеженi
разом iз своїми (n − i + 1) похiдними, такi
що

T0(u0, u1) = o(εn+1
2 ), T1(u0, u1) = o(εn+1

2 ).

Пiдставимо спiввiдношення (18) у рiвно-
стi (17) i пiдберемо функцiї H i

0, H i
1, i = 0, n

так, щоб в рiвностях (17) перетворились в
нуль всi члени, що мiстять ε2 в степенi мен-
шiй, нiж n+1. Для коефiцiєнтiв H i

0, H i
1 одер-

жуємо алгебраїчнi спiввiдношення

H0
0 = A01A

−1
22 ,

H0
1 = A12A

−1
22 ,

Hk
0 = (ε1A00H

k−1
0 + A01H

k−1
1 +

+ε1A02

k−1∑
i=0

P i
0H

k−1−i
0 + A02

k−1∑
i=0

P i
1H

k−1−i
1 +

+ε1

k−1∑
i=0

H i
0P

k−1−i
0 A02 +

k−1∑
i=0

H i
0P

k−1−i
1 A12−

−ε1Ḣ
k−1
0 )A−1

22 ,
Hk

1 = (ε1A10H
k−1
0 + A11H

k−1
1 +

+ε1A12

k−1∑
i=0

P i
0H

k−1−i
0 + A12

k−1∑
i=0

P i
1H

k−1−i
1 +

+ε1

k−1∑
i=0

H i
1P

k−1−i
0 A02 +

k−1∑
i=0

H i
1P

k−1−i
1 A12−

−ε1Ḣ
k−1
1 )A−1

22 , k = 1, 2, ..., n.
(19)

Обмеженiсть H i
0, H i

1 та їх частинних по-
хiдних випливає iз умови IV). У цьому ви-
падку диференцiальнi вирази (17) набува-
ють вигляду

T0(u0, u1) = εn+1
2 µ0(t, ε1, ε2)w,

116 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 3-4.



T1(u0, u1) = εn+1
2 µ1(t, ε1, ε2)w,

де µ0, µ1 – рiвномiрно обмеженi функцiї.
Якщо тепер у системi (16) зробити замiну

x0 = εn+1
2 y0 + ε1ε2H0w,

x1 = εn+1
2 y1 + ε2H1w,

то для змiнних y0, y1, w одержимо систему

ẏ0 = (A00 + A02P0)y0+
+(A01 + A02P1)y1 + µ0w,
ε1ẏ1 = (A10 + A12P0)y0+
+(A11 + A12P1)y1 + µ1w,
ε1ε2ẇ = (A22 − ε1ε2P0A02−
−ε2P1A12)w,

(20)

типу (1), для якої iснують iнтегральнi мно-
говиди [7]

y0 = ε1ε2H
∗
0w, y1 = ε2H

∗
1w. (21)

Якщо система (20) має iнтегральнi много-
види (21), тодi система (16) має iнтегральнi
многовиди

x0 = ε1ε2(H0 + εn+1
2 H∗

0 )w = ε1ε2H0w,

x1 = ε2(H1 + εn+1
2 H∗

1 )w = ε2H1w,

для яких справедливi асимптотичнi розкла-
ди

x0 = ε1ε2

(
n∑

i=0

εi
2H

i
0 + εn+1

2 H∗
0

)
w,

x1 = ε2

(
n∑

i=0

εi
2H

i
1 + εn+1

2 H∗
1

)
w.

Здiйснивши в системi (6) замiну змiнних

x0 = y0 + ε1ε2H0w, x1 = y1 + ε2H1w,

одержимо систему (3) i завершуємо перший
етап розщеплення системи (1).

Теорема 2. Нехай справджуються умо-
ви I), II), IV). Тодi для достатньо малих
значень ε2 iснує замiна змiнних (2), за до-
помогою якої система (1) зводиться до ви-
гляду (3), i коефiцiєнти асимптотичних
розкладiв перетворення (2) можна однозна-
чно знайти iз алгебраїчних спiввiдношень
(12), (19).

Представлення функцiй P, H iз рiвностей
(6) у виглядi асимптотичних розкладiв

P (t, ε1) = P0(t) + ε1P1(t) + ...,
H(t, ε1) = H0(t) + ε1H1(t) + ...,

(22)

встановлено у працях [2, 4, 9].
При цьому коефiцiєнти розкладiв (22)

однозначно знаходяться iз алгебраїчних
спiввiдношень

P0(t) = −B−1
11 B10, H0(t) = B01B

−1
11 ,

Pk(t) = B−1
11 (Ṗk−1 + Pk−1B00+

+
k−1∑
i=0

PiB01Pk−1−i),

Hk(t) = (B00Hk−1 +
k−1∑
i=0

B01PiHk−1−i+

+
k−1∑
i=0

MiPk−1−i + B01 − Ṁk−1)B
−1
11 .

(23)
Обмежуючись у спiввiдношеннях (2) та

(6) тiльки нульовими коефiцiєнтами асим-
птотичних наближень одержуємо таке ну-
льове наближення розщепленої системи

u̇ = (A00 − A02A
−1
22 A20 + A01−

−A02A
−1
22 A21)u,

ε1v̇1 = (A11 − A12A
−1
22 A21)− ε1×

×(A01 − A02A
−1
22 A21)(A11 − A12A

−1
22 A21)

−1×
×(A01 − A02A

−1
22 A21))v,

ε1ε2ẇ = (A22 + ε1ε2A
−1
22 A20A02+

+ε2A
−1
22 A21A12)w.

(24)
3. Розщеплення початкових умов
Виходячи iз спiввiдношень (2), (6), дiста-

ємо рiвняння, що зв’язують початковi умови
для вихiдної системи з початковими умова-
ми для розщепленої системи

x00 = u0 + ε1Hv0 + ε1ε2H0w0,

x10 = Pu0 + (E + ε1PH)v0 + ε2H1w0, (25)

x20 = (P0+P1P )u0+(P1+ε1(P0+P1P )H)v0+

+(E + ε1ε2P0H0 + ε2P1H1)w0.

Розв’язуючи систему (25), дiстаємо

u0 = (E + ε1HP − ε1ε2(−(E + ε1HP )H0+

+HH1)P0)x00 + (−ε1H−
−ε1ε2(−(E + ε1HP )H0 + HH1)P1)x10+
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+ε1ε2(−(E + ε1HP )H0 + HH1)x20,

v0 = (−P − (ε1ε2PH0 − ε2H1)P0)x00+

+(E+ε1ε2PH0−ε2H1)x10+(ε1ε2PH0−ε2H1)x20,

w0 = −P0x00 − P1x10 + x20.

Якщо враховувати тiльки нульовi члени
асимптотичних розкладiв (12), (19), (23), то
одержимо такi початковi умови для системи
(24)

u0 = (E + ε1B01B
−2
11 B10 + R1A

−1
22 A20)x00+

+(−ε1B01B
−1
11 + R1A

−1
22 A21)x10 + R1x20,

v0 = (B−1
11 B10−R1A

−1
22 A20)x00 +(E +R2)x10+

+R2x20,

w0 = A−1
22 A20)x00 + A−1

22 A21x10 + x20,

де

R1 = ε1ε2((ε1B01B
−2
11 B10 − E)A02A

−1
22 +

+B01B
−1
11 A12A

−1
22 ),

R2 = −ε1ε2B
−1
11 B10A02A

−1
22 − ε2A12A

−1
22 ).
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