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ПРО НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ВIДОБРАЖЕННЯ ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В
ПЛОЩИНI СIДРА

Дослiджено множину точок неперервностi нарiзно неперервних вiдображень f : X1 × ...×
Xn+1 →M, визначених на добутку зв’язних топологiчних просторiв зi значеннями в площинi
Сiдра M.

We investigate the continuity points set of separately continuous mappings f : X1×...×Xn+1 →
M defined on a product of connected topological spaces with values in the Ceder plane M.

1. Вступ. З кiнця XX столiття актив-
но ведуться дослiдження сукупної неперерв-
ностi нарiзно неперервних вiдображень f :
X × Y → Z та їх аналогiв зi значеннями
в неметризовних просторах. Важливими ти-
пами просторiв близьких до метризовних є
iндуктивнi границi, σ-метризовнi та сильно
σ-метризовнi простори, простори Мура, ви-
черпнi та напiввичерпнi простори. Множи-
на C(f) точок сукупної неперервностi нарi-
зно неперервних вiдображень зi значення-
ми в згаданих просторах, крiм вичерпних
та напiввичерпних, вже досить добре вивче-
на. Отримано також деякi результати про
нарiзно неперервнi вiдображення зi значен-
нями в конкретних напiввичерпних просто-
рах, таких як Cp[0, 1] та площина Бiнґа [1,2].
Дж.Сiдр [3] навiв цiкавий приклад неметри-
зовного вичерпного простору, який ми нази-
ваємо площиною Сiдра i позначаємоM. Уза-
гальнення цiєї конструкцiї вивчалося в [4-6].
Тому природно постало питання про дослi-
дження точок розриву нарiзно неперервних
вiдображень зi значеннями у площинi Сiдра,
що i здiйснюється в данiй статтi.

2. Зв’язнi множини та їх властиво-
стi. У цьому пiдроздiлi ми введемо потрiбнi
для нас поняття, що стосуються зв’язностi, i
доведемо деякi факти про компоненти зв’я-
зностi.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X
називається зв’язним, якщо його неможли-
во подати у виглядi диз’юнктного об’єдна-
ння A t B двох непорожнiх вiдкритих в X

множин. Пiдмножина E простору X назива-
ється зв’язною, якщо пiдпростiр E простору
X з iндукованою з X топологiєю є зв’язним.

Ми будемо використовувати такий факт.
Лема 1. Нехай A – система зв’язних

пiдмножин топологiчного простору X, B
– зв’язна пiдмножина простору X, така,
що B ⊆ S =

⋃A i B ∩ A 6= ∅ для довiль-
ної множини A з A. Тодi i S – це зв’язна
множина.

Доведення. Нехай E – непорожня
вiдкрито-замкнена множина в пiдпросторi
S. Покажемо, що E = S, звiдки i буде ви-
пливати зв’язнiсть S.

Оскiльки, E 6= ∅, то iснує точка x0 ∈ E.
Але E ⊆ S, тому i x0 ∈ S, а значить, iснує
елемент A0 ∈ A, такий, що x0 ∈ A0. Перетин
A0 ∩E непорожнiй, бо x0 ∈ A0 ∩E, причому
A0 ∩ E – це вiдкрито-замкнена пiдмножина
зв’язної множини A0. Тому A0 ∩ E = A0,
тобто A0 ⊆ E. Але B ∩ A0 6= ∅ за умовою,
отже, i E ∩ B 6= ∅. Оскiльки множина E
вiдкрито-замкнена в S i B ⊆ S, то E∩B буде
вiдкрито-замкненою множиною в B. Але i
множина B зв’язна, отже, E ∩B = B, тобто
B ⊆ E. Нехай A – довiльний елемент з A.
За умовою A ∩ B 6= ∅, а значить A ∩ E 6=
∅, звiдки негайно випливає, що A ∩ E = A,
тобто A ⊆ E. В такому разi i S =

⋃A ⊆ E,
а значить i S = E, адже E ⊆ S.

Зауважимо, що умова B ⊆ S в лемi 1 iсто-
тна. Справдi, розглянемо на евклiдовiй пло-
щинi R2 систему A зв’язних множин Ax =
{x} × [0, +∞), де x пробiгає множину X0 =
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[0, 1]∪ [2, 3], а за B вiзьмемо зв’язну множи-
ну [0, 3] × {0}. Ясно, що Ax ∩ B = {(x, 0)}
для кожного x ∈ X0, отже, A ∩ B 6= ∅ для
кожного A ∈ A. Але множина

S =
⋃
A =

⋃
x∈X0

Ax = X0 × [0, +∞) =

= ([0, 1]× [0, +∞)) t ([2, 3]× [0, +∞)),

очевидно, не зв’язна, адже тут B * S.
Слiд зазначити, що лему 1 можна бу-

ло б вивести i з теореми 6.1.9 монографiї
Р.Енгелькiнга [7, c. 520], коли долучити мно-
жину B до системи A, зауваживши при цьо-
му, що об’єднання не змiниться, адже B ⊆
S. Теорему 6.1.9 можна подати в наступно-
му еквiвалентному переформулюваннi, пiд-
силивши тим самим лему 1.

Теорема 1. Нехай A – система зв’язних
пiдмножин топологiчного простору X, B
– зв’язна пiдмножина X, B ⊆ S =

⋃A i
A ∩ B 6= ∅ або A ∩ B 6= ∅ для кожного A з
A. Тодi i множина S зв’язна в X.

Доведення. Мiркуючи так само як
при доведеннi леми 1, вiзьмемо непорожню
вiдкрито-замкнену множину E в S i доведе-
мо, що E = S. Iснує така множина A0 ∈ A,
що A0 ∩ E 6= ∅, а значить, A0 ⊆ E. За умо-
вою A0 ∩B 6= ∅ або A0 ∩B 6= ∅.

Припустимо, що A0 ∩ B 6= ∅. Оскiльки
A0 ⊆ E, то i E∩B 6= ∅, адже E∩B ⊇ A0∩B.
Зауважимо, що символом M ми позначає-
мо замикання множини M у просторi X.
Замикання ж множини M ⊆ S у пiдпро-
сторi S позначимо символом M

S. Як добре
вiдомо M

S
= M ∩ S. У нашому випадку

E ∩ B ⊆ B ⊆ S, отже E ∩ B = E ∩ B ∩ S =

E ∩S ∩B = E
S ∩B = E ∩B, адже множина

E замкнена в S. Тому E ∩B 6= ∅, звiдки, як
i в доведеннi леми 1, випливає, що B ⊆ E.

Нехай A0 ∩ B 6= ∅. З включення A0 ⊆ E
випливає, що i E ∩ B 6= ∅. Оскiльки E ⊆
S, то ∅ 6= E ∩ B = E ∩ S ∩ B = E ∩ B

S
.

Але множина E вiдкрита в S. Тому з умови
E∩B

S 6= ∅ випливає, що E∩B 6= ∅, звiдки,
як i ранiше, знову отримуємо, що B ⊆ E.

Таким чином, ми встановили, що B ⊆ E.
Нехай тепер A – довiльна множина з A. За

умовою A∩B 6= ∅ або A∩B 6= ∅. Замiнюючи
в попередньому мiркуваннi A0 на B, а B на
A, отримуємо, що A ⊆ E. Тому i S ⊆ E, а
значить, S = E, щ.т.б.д.

Насправдi нам буде потрiбна тiльки лема
1, а не сильнiша вiд неї теорема 1.

Зокрема, з леми 1 легко вивести
Наслiдок 1. Нехай A – система зв’я-

зних пiдмножин топологiчного простору
X, така, що

⋂A 6= ∅. Тодi об’єднання
S =

⋃A – це зв’язна множина.
Доведення. Оскiльки

⋂A 6= ∅, то
iснує така точка x0 ∈ X, що x0 ∈ A для
кожного A ∈ A. Одноточкова множина B =
{x0} зв’язна i B ⊆ S. Крiм того, A ∩ B =
{x0} 6= ∅ для кожного A ∈ A. Отже, за ле-
мою 1 множина S зв’язна.

3. Компоненти зв’язностi. Точки x1 i
x2 топологiчного простору X назвемо зв’я-
зними (позначається x1 ∼ x2), якщо iснує
така зв’язна пiдмножина C простору X, що
{x1, x2} ⊆ C. Легко перевiрити, що ∼ –
це вiдношення еквiвалентностi на просторi
X. Його рефлексивнiсть випливає з того,
що кожна одноточкова множина {x} в X є
зв’язною, симетричнiсть очевидна. Транзи-
тивнiсть доводиться так. Нехай x1 ∼ x2 i
x2 ∼ x3. Тодi iснують такi зв’язнi множини
C1 i C2, що {x1, x2} ⊆ C1 i {x2, x3} ⊆ C2. В
такому разi x2 ∈ C1 ∩C2, отже, C1 ∩C2 6= ∅,
а тому за наслiдком 1 множина C = C1 ∪C2

зв’язна. Але {x1, x3} ⊆ C, отже, x1 ∼ x3.
Як добре вiдомо [8, теорема 2, с.43] вiд-

ношення еквiвалентностi породжує розбит-
тя C = C(X) на класи еквiвалентних елемен-
тiв, якi називаються компонентами зв’я-
зностi простору X. Для точки x ∈ X та
множина C з C(X), для якої x ∈ C, нази-
вається компонентою зв’язностi точки x
в X i позначається символом Cx. Ясно, що
Cx = {y ∈ X : x ∼ y}.

Теорема 2. Нехай X топологiчний про-
стiр, x ∈ E ⊆ X. Тодi наступнi умови рiв-
носильнi:

(i) E – компонента зв’язностi точки x
в X;

(ii) E – найбiльша зв’язна множина, що
мiстить точку x.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай E = Cx ∈
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C(X) i Cx – це система всiх зв’язних пiдмно-
жин C простору X, таких, що x ∈ C. За на-
слiдком 1 множина C̃x =

⋃ Cx зв’язна. Зро-
зумiло з означення, що C̃x – це найбiльша
зв’язна в X множина, яка мiстить точку x.
Залишилося довести, що E = C̃x.

Зауважимо, що множина E є зв’язною.
Справдi для кожної точки y ∈ E iснує така
зв’язна в X множина Ay, що {x, y} ⊆ Ay.
Множина S =

⋃
y∈E

Ay буде зв’язною за на-

слiдком 1, бо
⋂

y∈E

Ay 3 x. Зрозумiло, що

S ⊇ E, адже y ∈ Ay для кожного y ∈ Cx.
Навпаки, нехай z ∈ S. Тодi iснує таке y ∈ Cx,
що z ∈ Ay. В такому разi {x, z} ⊆ Ay, отже,
x ∼ z, а тому z ∈ E. Таким чином, i S ⊆ E,
отже, E = S, що i дає нам зв’язнiсть мно-
жини E.

Оскiльки множина E зв’язна i x ∈ E, то
E ⊆ C̃x за побудовою C̃x. Навпаки, нехай
y ∈ C̃x. Тодi iснує така зв’язна множина C,
що мiстить точку x, тобто елемент з Cx, що
y ∈ C. Для цiєї множини {x, y} ⊆ C, отже,
x ∼ y, тому y ∈ E.

Таким чином, E = C̃x.
(ii) ⇒ (i). Нехай Cx = {y ∈ X : x ∼ y}

– компонента зв’язностi точки x в X i E –
найбiльша зв’язна множина в X, що мiстить
точку x. За доведеним вище i Cx є найбiль-
шою зв’язною множиною в X, що мiстить
x. Зрозумiло, що така множина єдина, от-
же, E = Cx i E – це компонента зв’язностi
точки x в X.

Лема 2. Нехай X =
⊔
i∈I

Xi, де всi Xi –

це компоненти зв’язностi простору X. То-
дi C(X) = {Xi : i ∈ I}.

Доведення. Нехай A = {Xi : i ∈ I}.
Ясно, що A ⊆ C(X). Навпаки, нехай C –
якась компонента зв’язностi непорожнього
простору X. Тодi C 6= ∅, отже, iснує еле-
мент x ∈ C. Оскiльки X =

⊔
i∈I

Xi, то iснує

таке i ∈ I, що x ∈ Xi. Множина C ∪Xi зв’я-
зна за наслiдком 1, бо такими є C i Xi, при-
чому x ∈ C ∩ Xi, отже, C ∩ Xi 6= ∅. Крiм
того, C ⊆ C ∪Xi ⊇ Xi. Оскiльки i C, i Xi –
це компоненти зв’язностi, то за теоремою 2
C = C∪Xi = Xi, отже, C ∈ A. Таким чином,

C(X) = A.
Твердження 1. Нехай X – топологi-

чний простiр, (Yi : i ∈ I) – сiм’я непо-
рожнiх вiдкрито-замкнених зв’язних мно-
жин у просторi X, X0 – непорожня зв’я-
зна множина в X i X = X0 t (

⊔
i∈I

Yi). Тодi

C(X) = {Yi : i ∈ I} ∪ {X0}.
Доведення. Доведемо, що Yi – компо-

нента зв’язностi простору X. Оскiльки Yi –
непорожня вiдкрито-замкнена зв’язна мно-
жина в просторi X, то iснує точка x ∈ Yi,
i нехай B – зв’язна множина в X, така, що
x ∈ B. Покажемо, що B ⊆ Yi. Будемо мiр-
кувати вiд супротивного, нехай B * Yi. Тодi
iснує точка y ∈ B \ Yi. Оскiльки множина
Yi вiдкрита в X, то B ∩ Yi – вiдкрита в B i
x ∈ B ∩ Yi. Але множина Yi, крiм того, ще
й замкнена в просторi X, отже доповнення
до неї X \ Yi – вiдкрита множина в просто-
рi X. Тодi B \ Yi = B ∩ (X \ Yi) – це вiд-
крита множина в B i точка y належить до
неї. Таким чином, множина B подається у
виглядi диз’юнктного об’єднання двох непо-
рожнiх вiдкритих в пiдпросторi B множин,
а це суперечить зв’язностi множини B. От-
же, B ⊆ Yi, тому Yi – максимальна зв’язна
множина, що мiстить точку x.

Покажемо тепер, що X0 – компонента
зв’язностi простору X. Нехай x ∈ X0 i C
– зв’язна множина в просторi X, така, що
x ∈ C. Доведемо, що C ⊆ X0. Знову буде-
мо мiркувати вiд супротивного. Нехай це не
так, отже, iснує точка y ∈ C \ X0. Оскiль-
ки, y /∈ X0, то iснує i ∈ I, таке, що y ∈ Yi.
Покладемо C0 = C ∩ Yi i C1 = C ∩ (X \ Yi).
Множини C0 i C1 вiдкритi в пiдпросторi C,
як слiди вiдкритих множин Yi та X \ Yi вiд-
повiдно в просторi X, i непорожнi, бо x ∈ C0,
а y ∈ C1. Виходить, що множина C = C0tC1

розбивається на двi неперетиннi непорожнi
вiдкритi в C множини, що суперечить зв’я-
зностi C. Отже, C ⊆ X0, а значить, X0 –
компонента зв’язностi простору X. Крiм то-
го, iз зображення X = X0 t (

⊔
i∈I

Yi) i того,

що множини X0 та Yi для всiх i ∈ I є ком-
понентами зв’язностi, з леми 2 випливає, що
iнших компонент зв’язностi простору X не-
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має. Тому C(X) = {Yi : i ∈ I} ∪ {X0}.
4. Площина Сiдра та її розбиття.Для

довiльних ε > 0, x ∈ R i y > 0 введе-
мо такi позначення: Uε(x) = (x − ε, x + ε),
Vε(0) = [0, ε) i Vε(y) = (y − ε, y + ε).

Площиною Сiдра M ми називаємо то-
пологiчний простiр, що складається з то-
чок пiвплощини R × [0, +∞), топологiчна
структура на якому вводиться так: мно-
жина W буде околом точки p = (x, y) з
y > 0 в M, якщо iснує таке ε ∈ (0, y), що
Wε(p) = {x} × Vε(y) ⊆ W , i околом точки
p = (x, 0) в M, якщо iснує таке ε > 0, що
Wε(p) = Uε(x)

x×Vε(0) = (Uε(x) × Vε(0)) \
({x} × (0, ε)) ⊆ W .

Позначимо Yx = {x}× (0, +∞), де x ∈ R i
X0 = R×{0}, i зауважимо, що вiдображення
ϕ : R → X0, для якого ϕ(x) = (x, 0), i всi
вiдображення ψx : (0, +∞) → Yx, такi, що
ψx(y) = (x, y), є гомеоморфiзмами.

Теорема 3. Пiдпростори Yx = {x} ×
(0, +∞) площини СiдраM є вiдкритими, за-
мкненими i зв’язними, а пiдпростiр X0 =
R×{0} зв’язний i замкнений в M, при цьо-
му M = (

⊔
x∈R

Yx) tX0.

Доведення. Доведемо, що множина Yx

вiдкрита в M. Cправдi, нехай x ∈ X i p =
(x, y) ∈ Yx. Вiзьмемо будь-яке 0 < ε < y.
Тодi Vε(y) ⊆ (0, +∞), отже Wε(p) = {x} ×
Vε(y) ⊆ {x}×(0, +∞) = Yx. Тому Yx – це окiл
довiльної своєї точки p, а значить, вiдкрита
множина.

Для доведення замкненостi пiдпростору
Yx розглянемо точку p0 = (x0, y0) ∈ M \ Yx.
Якщо x0 = x i y0 = 0, то для довiльного
ε > 0 множина W = Wε(p0) буде околом
точки p0, таким, що W ∩ Yx = ∅. Якщо ж
x0 6= x, а y0 > 0, то W = {x0} × (0, +∞)
є околом точки p0 в M i W ∩ Yx = ∅. Роз-
глянемо нарештi випадок, коли x0 6= x, a
y0 = 0. Тодi |x0 − x| = ε > 0 i множина
W = ((x0 − ε, x0 + ε) × [0, +∞)) є околом
точки p0 в M, таким, що W ∩Yx = ∅. Це по-
казує, що множина Yx мiстить всi свої точки
дотику, отже, є замкненою в M.

Пiдпростiр Yx є зв’язним, як образ зв’я-
зної множини (0, +∞) при побудовано-
му вище неперервному вiдображеннi ψx :

(0, +∞) → Yx.
Доведемо тепер замкненiсть пiдпростору

X0 площини Ciдра. Розглянемо довiльну то-
чку p0 = (x0, y0) ∈ M \X0. Тодi обов’язково
y0 > 0 i множина W = {x0}×(0, +∞) = Yx0 є
околом точки p0 вM, таким, що W∩X0 = ∅,
звiдки випливає замкненiсть X0.

Зв’язнiсть пiдпростору X0 отримується з
того, що X0 гомеморфний до числової пря-
мої R, яка є зв’язним простором.

Якщо x1 6= x2, то очевидно, що Yx1 ∩
Yx2 = ∅. Перетин пiдпросторiв Yx та X0 та-
кож порожнiй, оскiльки для довiльної точки
p = (x, y) ∈ Yx обов’язково y > 0, а для
p = (x, y) ∈ X0 мусить виконуватись умова,
що y = 0. При цьому точка p = (x, y) ∈ M
входить в X0, якщо y = 0 i в Yx, якщо y > 0.

З твердження 1 та теореми 3 негайно ви-
пливає

Наслiдок 2. Нехай Yx = {x} × (0, +∞),
X0 = R× {0} – пiдпростори площини Сiдра
M. Тодi C(M) = {Yx : x ∈ R} ∪ {X0} – си-
стема усiх компонент зв’язностi площини
Сiдра M.

5. Сукупна неперервнiсть нарiзно
неперервних вiдображень вiд двох
змiнних зi значеннями в площинi Ci-
дра. Нам буде потрiбне таке

Твердження 2. Нехай X,Y – зв’язнi
топологiчнi простори, Z – топологiчний
простiр i f : X×Y → Z – нарiзно неперерв-
не вiдображення. Тодi f(X × Y ) – зв’язна
множина.

Доведення. Зафiксуємо x ∈ X i роз-
глянемо множину fx(Y ), яка є зв’язною, як
образ зв’язної множини Y при неперервно-
му вiдображеннi fx : Y → Z. Зрозумiло,
що f(X × Y ) =

⋃
x∈X fx(Y ). Розглянемо

y0 ∈ Y i вiдповiдний горизонтальний роз-
рiз fy0(X), вiн є зв’язною пiдмножиною про-
стору Z, як образ зв’язної множини X при
неперервному вiдображеннi fy0 : X → Z.
Оскiльки f(x, y0) ∈ fx(Y ) i f(x, y0) ∈ fy0(X)
для довiльного x з X, то маємо, що fy0(X)∩
fx(Y ) 6= ∅ для всiх x з X. Отже, за лемою 1
множина f(X×Y ) =

⋃
x∈X fx(Y ) є зв’язною.

Нагадаємо, що множиною злiченного
типу називають таку пiдмножину B топо-
логiчного простору Y , що для неї iснує по-
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слiдовнiсть вiдкритих в Y множин Vn, така,
що для кожного y ∈ B система {Vn : y ∈ Vn}
є базою околiв точки y в Y .

Добре вiдома теорема Калбрi-Троаллiка
[9] твердить, що для довiльних топологi-
чних просторiв X i Y , метризовного про-
стору Z, нарiзно неперервного вiдображен-
ня f : X × Y → Z i множини B злiченно-
го типу в Y iснує така залишкова множина
A в X, що A × B ⊆ C(f). З цiєї теореми
легко випливає, що для нарiзно неперервно-
го вiдображення f : X × Y → Z зi значе-
ннями в метризовному просторi Z множини
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} для кожного
y ∈ Y чи CY (f) = {x ∈ X : {x}×Y ) ⊆ C(f)}
будуть залишковими в X, якщо Y задоволь-
няє першу чи другу аксiоми злiченностi вiд-
повiдно.

Теорема 4. Нехай X i Y – зв’язнi то-
пологiчнi простори, f : X × Y → M – на-
рiзно неперервне вiдображення i B – мно-
жина злiченного типу в Y . Тодi множина
CB(f) = {x ∈ X : {x} × B ⊆ C(f)} є зали-
шковою в X.

Доведення. Оскiльки X та Y – зв’я-
знi простори, то за твердженням 2 множина
f(X × Y ) є зв’язною в M, а значить, за тео-
ремою 2 мiститься в деякiй компонентi зв’я-
зностi площини Сiдра M. В площинi Сiдра
компонентами зв’язностi є пiдпростори Yx,
де x ∈ R, та X0, що встановлено в наслiдку
2, тому f(X × Y ) ⊆ Yx для деякого x ∈ R
або f(X × Y ) ⊆ X0. Оскiльки для довiль-
ного x ∈ R пiдпростiр Yx гомеоморфний до
метризовного пiдпростору (0, +∞) числової
прямої R, а X0 гомеоморфний до числової
прямої R, то f набуває значень в метризов-
ному пiдпросторi площини СiдраM. Тому за
теоремою Калбрi-Троаллiка iснує залишко-
ва множина A в X, така що A × B ⊆ C(f).
Тодi i множина CB(f) є залишковою в X,
адже A ⊆ CB(f).

Наслiдок 3. Нехай X i Y – зв’язнi то-
пологiчнi простори, f : X × Y → M – на-
рiзно неперервне вiдображення. Тодi мно-
жини Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
для кожного y ∈ Y чи CY (f) = {x ∈ X :
{x}×Y ) ⊆ C(f)} будуть залишковими в X,
якщо Y задовольняє першу чи другу аксiоми

злiченностi вiдповiдно.
Доведення. Нехай Y задовольняє пер-

шу аксiому злiченностi, тобто для довiльно-
го y з Y iснує система Vy = {Vn : n ∈ N} вiд-
критих множин в Y , яка є базою околiв то-
чки y. Отже, будь-яка одноточкова множина
{y} буде множиною злiченного типу в Y . То-
дi множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
є залишковою в X для кожного y ∈ Y за
теоремою 4.

Нехай тепер Y задовольняє другу аксiому
злiченностi, тобто iснує V = {Vn : n ∈ N} –
база простору Y . В цьому випадку сам про-
стiр Y є множиною злiченного типу. Отже,
за теоремою 4 множина CY (f) = {x ∈ X :
{x} × Y ) ⊆ C(f)} є залишковою в X.

6. Сукупна неперервнiсть нарiзно
неперервних функцiй вiд багатьох
змiнних зi значеннями в площинi Ci-
дра. Користуючись вiдомими результатами
В. Маслюченка про величину множини то-
чок неперервностi нарiзно неперервних вiд-
ображень багатьох змiнних зi значеннями
в метризовних просторах [10], ми можемо
перенести теореми попереднього роздiлу на
випадок n+1 змiнної. Для цього нам будуть
потрiбнi такi теореми:

Теорема А. (Маслюченко В.К., 1998)
Якщо X1 – довiльний топологiчний про-
стiр, простори X2, ..., Xn+1 задовольняють
першу аксiому злiченностi, простiр Z ме-
тризовний i f : X1 ×X2 × ...×Xn+1 → Z –
нарiзно неперервне вiдображення, то мно-
жина Cy(f) = {x ∈ X = X1 × ... × Xn :
(x, y) ∈ C(f)} для кожного y ∈ Y = Xn+1

буде залишковою в X.
Теорема B. (Маслюченко В.К., 1998)

Якщо X1 – топологiчний простiр, X2, ..., Xn

задовольняють першу аксiому злiченностi,
Y = Xn+1 задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, Z – метризовний, f : X1 × X2 ×
...×Xn+1 → Z – нарiзно неперервне вiдобра-
ження, то множина CY (f) = {x ∈ X =
X1 × ...×Xn : ({x} × Y ) ⊆ C(f)} буде зали-
шковою в X.

Теорема 5. Нехай X1, X2, ..., Xn – зв’я-
знi топологiчнi простори, Z – топологi-
чний простiр i f : X1 × X2 × ... × Xn →
Z – нарiзно неперервне вiдображення. Тодi
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f(X1 ×X2 × ... ×Xn) – зв’язна множина в
Z.

Доведення. Для доведення застосуємо
iндукцiю вiдносно n. Для n = 1 тверджен-
ня теореми це не що iнше як добре вiдомий
факт, яким ми не раз користувалися в данiй
роботi, про те, що образ зв’язної множини
при неперервному вiдображеннi є зв’язною
множиною. При n = 2 ця теорема – це твер-
дження 2. Припустимо, що ця теорема вiрна
для функцiй вiд n змiнних, де n ≥ 2, i дове-
демо, що вона має мiсце i для функцiй вiд
n + 1 змiнної.

Нехай X1, ..., Xn, Xn+1 – зв’язнi топологi-
чнi простори. Тодi добуток X = X1 × ... ×
Xn є також зв’язним [7, c. 521]. Покладемо
Y = Xn+1 i будемо розглядати вiдображення
з формулювання теореми, як вiдображення
на добутку двох зв’язних просторiв X та Y .
Зрозумiло, що f(X × Y ) =

⋃
x∈X fx(Y ). Всi

множини fx(Y ) зв’язнi, оскiльки вiдображе-
ння fx : Y → Z неперервнi i Y – зв’я-
зний простiр. Зафiксуємо y0 ∈ Y i розгля-
немо множину fy0(X), яка є зв’язною за iн-
дуктивним припущенням, адже fy0 : X → Z
– нарiзно неперервне вiдображення. Оскiль-
ки f(x, y0) ∈ fy0(X) ∩ fx(Y ) для довiльно-
го x ∈ X, то fx(Y ) ∩ fy0(X) 6= ∅ для ко-
жного x ∈ X. Тому за лемою 1 множи-
на f(X1 × X2 × ... × Xn+1) = f(X × Y ) =⋃

x∈X fx(Y ) є зв’язною.
Теорема 6. Нехай X1, ..., Xn, Xn+1 – зв’я-

знi топологiчнi простори, X2, ..., Xn за-
довольняють першу аксiому злiченностi,
X = X1 × ... × Xn, Y = Xn+1 i f : X1 ×
X2 × ... × Xn+1 → M – нарiзно неперервне
вiдображення. Тодi множини Cy(f) = {x ∈
X : (x, y) ∈ C(f)} для кожного y ∈ Y чи
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ) ⊆ C(f)} будуть
залишковими в X, якщо Y задовольняє пер-
шу чи другу аксiоми злiченностi вiдповiд-
но.

Доведення. За теоремою 5 множина
f(X × Y ) є зв’язною в M, а значить мiсти-
ться в деякiй компонентi зв’язностi площи-
ни Сiдра M. Далi, мiркуючи аналогiчно як i
в доведеннi теореми 4, отримаємо, що мно-
жина значень f(X × Y ) нашого вiдображе-
ння f мiститься в метризовному пiдпросто-

рi площини Сiдра M. Отже, якщо простiр
Y задовольняє першу аксiому злiченностi,
то за теоремою A множина Cy(f) = {x ∈
X : (x, y) ∈ C(f)} буде залишковою в добу-
тку X = X1 × ... × Xn для кожного y ∈ Y .
Якщо ж простiр Y задовольняє другу аксiо-
му злiченностi, то за теоремою В отримуємо
залишковiсть множини CY (f) = {x ∈ X :
{x} × Y ) ⊆ C(f)} в просторi X.

Висловлюю щиру вдячнiсть Маслюченку
Володимиру Кириловичу за допомогу та по-
стiйну увагу при написаннi цiєї статтi.
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