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IНДУКТИВНI ГРАНИЦI,
ПОРОДЖЕНI ПАРОЮ НОРМОВАНИХ ПРОСТОРIВ

Введенi iндуктивнi границi [E,F ], породженi парою нормованих просторiв, таких, що
тотожне вкладення F ↪→ E неперервне, i дослiджено коли iндуктивна границя [E,F ] буде не
майже регулярною чи строгою та коли [E,F ] буде сильно σ-метризовним простором.

We introduce inductive limits [E,F ] generated by a pair of normed spaces, such that the
identity embedding F ↪→ E is continuous. We also investigate in what cases an inductive limit
[E,F ] is not either almost regular or strict and in what cases [E, F ] is a strongly σ-metrizable
space.

1. Вступ. За останнi 25 рокiв з’явило-
ся багато робiт (див. [1-5] i вказану там лi-
тературу), в яких дослiджувалася множи-
на C(f) точок сукупної неперервностi нарi-
зно неперервних вiдображень f : X × Y →
Z та їх аналогiв зi значеннями в просто-
рах, близьких до метризовних, зокрема, в
σ-метризовних i сильно σ-метризовних про-
сторах, у просторах Мура, вичерпних та на-
пiввичерпних просторах, тощо.

Цi дослiдження розпочалися в працях
[6,7], де вивчалися нарiзно неперервнi вiд-
ображення зi значеннями в строгих iн-
дуктивних границях. Основним iнструмен-
том у доведеннях там виступала теорема
Д’єдонне-Шварца [8, с. 54] про те, що за
певних умов кожна обмежена множина в iн-
дуктивнiй границi обов’язково мiститься у
деякому дограничному просторi i обмежена
в ньому. Такi iндуктивнi границi називають
регулярними. Мiж тим, у працi [9] було вве-
дено один клас iндуктивних границь Z, по-
будованих на основi пари (E, F ) таких нор-
мованих просторiв, що F – це лiнiйний пiд-
простiр E i тотожне вкладення F ↪→ E непе-
рервне, якi ми тут позначатимемо символом
[E, F ], i вказано певнi умови на E i F , щоб iн-
дуктивна границя [E, F ] була нерегулярною.
Оскiльки нарiзно неперервнi вiдображення
зi значеннями в нерегулярних iндуктивних
границях досi не вивчалися, то постає при-
родне питання: з’ясувати, за яких умов iн-

дуктивнi границi [E, F ] будуть належати до
тих чи iнших класiв просторiв, близьких до
метризовних, i якими можуть бути множи-
ни C(f) у нарiзно неперервних вiдображень
f : X × Y → [E, F ].

Тут ми подамо першi результати, отри-
манi в цьому напрямку, якi були анонсованi
в тезах [10].

2. Основнi означення. Нагадаємо, що
множина A в топологiчному векторному
просторi (коротко – ТВП) X називається
обмеженою [11, с. 45], якщо вона поглина-
ється будь-яким околом нуля в X. Вiдомо
[11, тв. 2, с. 45], що множина A в ТВП X
буде обмеженою тодi i тiльки тодi, коли для
кожної послiдовностi точок xn з A i довiль-
ної нескiнченно малої послiдовностi скаля-
рiв λn послiдовнiсть точок λnxn прямує до
нуля в X.

Легко перевiрити, що образ f(A) обмеже-
ної в X множини A при кожному лiнiйному
неперервному вiдображеннi f : X → Y за-
лишається обмеженою множиною у просто-
рi Y , а також, що замикання A обмеженої
множини в просторi X буде знову обмеже-
ною в X множиною.

Розглянемо зростаючу послiдовнiсть лi-
нiйних пiдпросторiв Xn простору X над по-
лем K дiйсних або комплексних чисел, та-

ку, що X =
∞⋃

n=1

Xn. Припустимо, що на ко-

жному просторi Xn задано локально опуклу
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топологiю Tn, причому всi тотожнi вкладе-
ння (Xn, Tn) ↪→ (Xn+1, Tn+1) неперервнi. На-
гадаємо [8, с. 46], що локально опукла то-
пологiя T на просторi X називається то-
пологiєю iндуктивної границi послiдовностi
локально опуклих просторiв (Xn, Tn), якщо
T – це iндуктивна топологiя на X, що по-
роджена послiдовнiстю тотожних вкладень
jn : Xn ↪→ X, тобто найсильнiша з локаль-
но опуклих топологiй S на X, для яких усi
вкладення jn : (Xn, Tn) ↪→ (X,S) неперерв-
нi. Локально опуклий простiр (X, T ) назива-
ється iндуктивною границею послiдовностi
локально опуклих просторiв (Xn, Tn), коро-
тко:

(X, T ) = lim ind (Xn, Tn) або X = lim ind Xn.

Iндуктивна границя X = lim ind Xn на-
зивається строгою, якщо для кожного n
звуження Tn+1|Xn топологiї Tn+1 на про-
стiр Xn збiгається з топологiєю Tn, тоб-
то всi тотожнi вкладення gn : (Xn, Tn) ↪→
(Xn+1, Tn+1) є iзоморфними. Нагадаємо до-
бре вiдомий результат, що належитьЖ. Д’є-
донне i Л. Шварцу: у строгiй iндуктивнiй
границi X = lim ind Xn, для якої кожний
простiр Xn замкнений в Xn+1, множина
B буде обмеженою тодi i тiльки тодi, ко-
ли вона мiститься у деякому дограничному
просторi Xn i є там обмеженою. Iндуктив-
нi границi, що мають властивiсть, висловле-
ну у теоремi Д’єдонне-Шварца, називають
регулярними. Регулярнi iндуктивнi грани-
цi вивчалися в серiї робiт багатьох авторiв
[12-20]. Iндуктивну границю X = lim ind Xn

ми назвемо майже регулярною, якщо кожна
обмежена в X множина мiститься в деяко-
му дограничному просторi Xn. Зрозумiло,
що кожна регулярна iндуктивна границя є
i майже регулярною.

Теорема 1. Нехай X = lim ind Xn – iн-
дуктивна границя, яка не є майже регуляр-
ною. Тодi iснує така збiжна до нуля в X
послiдовнiсть точок am з X, що множина
A = {am : m ∈ N} не мiститься в жодному
дограничному просторi Xn.

Доведення. За умовою iснує обмежена
в X множина B, така, що B 6⊆ Xn для ко-
жного n. Тодi для кожного n iснує точка

xn ∈ B \ Xn. Вiзьмемо довiльну послiдов-
нiсть скалярiв λn 6= 0, таку, що λn → 0 при
n → ∞ (наприклад, λn = 1

n
), i покладемо

an = λnxn. З обмеженостi множини B ви-
пливає, що an → 0 в X. Разом з тим, an 6∈ Xn

для кожного n, бо xn = 1
λn

an 6∈ Xn за побу-
довою. Тому A = {am : m ∈ N} 6⊆ Xn для
кожного n. ¤

3. Iндуктивнi границi [E,F ]. Нехай E
i F – нормованi простори над полем K з нор-
мами ‖·‖E i ‖·‖F вiдповiдно, причому F – це
лiнiйний пiдпростiр E i тотожне вкладення
F ↪→ E неперервне, тобто iснує така кон-
станта γ > 0, що ‖z‖E ≤ γ‖z‖F для кожного
z ∈ F . Для кожного номера n розглянемо
нескiнченний добуток

Z̃n = E × E × · · · × E︸ ︷︷ ︸
n разiв

×F × . . . ,

який є векторним простором над K, i його
лiнiйний пiдпростiр

Zn = {z = (zk)
∞
k=1 ∈ Z̃n : ‖z‖n = sup{‖z1‖E,

. . . , ‖zn‖E, ‖zn+1‖F , . . . } < +∞}.
Легко перевiрити, що функцiя ‖ · ‖n – це
норма на Zn, Zn ⊆ Zn+1 i ‖z‖n+1 ≤ γ0‖z‖n,
де γ0 = max{γ, 1}, отже, тотожнi вкладення
Zn ↪→ Zn+1 неперервнi. Позначимо через Tn

локально опуклу топологiю на Zn, що по-

роджена нормою ‖ · ‖n. Нехай Z =
∞⋃

n=1

Zn.

Оскiльки всi Zn – це лiнiйнi пiдпростори ве-
кторного простору EN, причому Zn ⊆ Zn+1

для кожного n, то i Z буде лiнiйним пiдпро-
стором EN, а простори Zn – лiнiйними пiд-
просторами простору Z. Iндуктивну грани-
цю

(Z, T ) = lim ind (Zn, Tn)

ми будемо позначати символом [E, F ].
Почнемо з встановлення деяких доста-

тнiх умов, щоб введена iндуктивна границя
не була майже регулярною.

Теорема 2. Нехай iснує елемент a ∈ E,
який належить до замикання [B]E одини-
чної кулi B = {b ∈ F : ‖b‖F ≤ 1} про-
стору F у просторi E, i не належить до
F . Тодi множина A = {z(m) : m ∈ N},
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де z(m) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m разiв

, a, 0, ...) буде обмеженою

в просторi Z = [E, F ], A 6⊆ Zn для ко-
жного n, послiдовнiсть 1

m
z(m) → 0 в Z i

{ 1
m

z(m) : m ∈ N} 6⊆ Zn для кожного n.
Доведення. Оскiльки a ∈ [B]E, то iснує

така послiдовнiсть елементiв ak ∈ B, що
ak → a в E. Розглянемо елемент

z(m,k) = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m

, ak, 0, ...)

i множину

A0 = {z(m,k) : (m, k) ∈ N2}.
Зрозумiло, що A0 ⊆ Z1, адже ak ∈ F для
кожного k. При цьому ‖z(m,k)‖1 = ‖ak‖F ≤ 1
для довiльних m i k, бо ak ∈ B для кожно-
го k. Отже, множина A0 лежить i обмежена
у першому просторi Z1. Оскiльки тотожне
вкладення j1 : Z1 ↪→ Z лiнiйне i неперервне,
то множина A0 = j1(A0) буде обмеженою i в
просторi Z.

Покажемо, що A ⊆ A0, де замикання бе-
реться у просторi Z. Для цього досить з’я-
сувати, що z(m,k) → z(m) в Z при k → ∞
для кожного m. Зауважимо, що z(m,k) i z(m)

лежать у просторi Zm+1, причому

‖z(m,k)−z(m)‖m+1 = ‖ak−a‖E → 0 при k →∞.

Тому z(m,k) → z(m) у просторi Zm+1, а зна-
чить, i у просторi Z, оскiльки вкладення
jm+1 : Zm+1 ↪→ Z неперервне.

Оскiльки замикання обмеженої множини
залишається обмеженою множиною, то мно-
жина A0 буде обмеженою в Z, а з нею i її
пiдмножина A.

Ясно, що z(m) ∈ A \ Zm при m = 1, 2, ...,
адже a 6∈ F , тому A 6⊆ Zn для кожного n.

Спiввiдношення 1
m

z(m) → 0 випливає з
обмеженостi множини A. Зрозумiло, що i
1
m

z(m) 6⊆ Zm для кожного m = 1, 2, ..., отже,
{ 1

m
z(m) : m ∈ N} 6⊆ Zn для кожного n.¤
4. Приклади просторiв E i F , для

яких [B]E \ F 6= Ø. Почнемо з першого
прикладу таких просторiв, який належить
Б.М. Макарову [15]. Наша конструкцiя з по-
переднього пункту узагальнює його побудо-
ви.

Приклад 1. Нехай F = c – банахiв про-
стiр збiжних числових послiдовностей x =
(ξk)

∞
k=1 з нормою ‖x‖F = sup

k∈N
|ξk| = ‖x‖∞

i c0 – банахiв простiр усiх нескiнченно ма-
лих послiдовностей скалярiв з тiєю ж нор-
мою. Символом xy ми позначаємо покоор-
динатний добуток (ξkηk)

∞
k=1 послiдовностей

x = (ξk)
∞
k=1 i y = (ηk)

∞
k=1 з KN. Для довiльної

послiдовностi a = (αk)
∞
k=1 розглянемо про-

стiр c0 з вагою a:

c0(a) = {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ KN : ax ∈ c0}.

Якщо αk 6= 0 для кожного k, то функцiя
‖x‖E = ‖ax‖∞ буде нормою на просторi
E = c0(a), нормований простiр (E, ‖ · ‖E) бу-
де банаховим, а вiдображення f : E → c0,
f(x) = ax – лiнiйною iзометрiєю.

Коли a ∈ c0, то ax ∈ c0 для кожного
x ∈ F , причому

‖x‖E = ‖ax‖∞ ≤ ‖a‖∞‖x‖∞ = ‖a‖∞‖x‖F ,

отже, F ⊆ E i тотожне вкладення F ↪→ E
неперервне.

Припустимо, що a ∈ c0 i покаже-
мо, що для пари (E, F ) будемо мати, що
[B]E \ F 6= Ø, де B = {x ∈ F : ‖x‖F ≤ 1}.

Розглянемо точку b = (1, 0, 1, 0, ...) i по-
слiдовнiсть точок

bn = (1, 0, 1, 0, ..., 1, 0,︸ ︷︷ ︸
2n разiв

0, 0, ...).

Оскiльки ‖bn‖F = ‖bn‖∞ = 1, то
bn ∈ B для кожного n. Послiдовнiсть
ab = (α1, 0, α3, 0, ..., α2n−1, 0, ...), очевидно,
належить до c0, отже, b ∈ c0(a). При цьому

‖b− bn‖E = ‖a(b− bn)‖∞ = sup
k≥n

|α2k+1| → 0

при n → ∞, отже, bn → b в E, а значить,
b ∈ [B]E. При цьому ясно, що b 6∈ F , адже
послiдовнiсть 1,0,1,0,... розбiжна. Таким чи-
ном, b ∈ [B]E \ F .

Зауважимо, що коли x = (ξk)
∞
k=1 ∈

[B]E ∩ F , то iснує така послiдовнiсть точок
xn = (ξn,k)

∞
k=1 з B, що xn → x в E. Тодi i

ξn,k → ξk при n → ∞ для кожного k, адже
|ξn,k− ξk| ≤ 1

|αk|‖xn−x‖E. Оскiльки |ξn,k| ≤ 1
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для довiльних n i k, то i |ξk| ≤ 1 для ко-
жного k, отже, ‖x‖∞ ≤ 1. Але x ∈ F , тому
x ∈ B. Ми показали, що у цьому випадку
[B]E \ F = [B]E \ B. У прикладi Макарова
αk = 1

k
для кожного k.

Приклад 2. Нехай E – це банахiв про-
стiр lp, 1 ≤ p < ∞, всiх сумовних з p-тим
степенем послiдовностей x = (ξk)

∞
k=1 скаля-

рiв з нормою

‖x‖p =

( ∞∑

k=1

|ξk|p
)1/p

= ‖x‖E,

а F – це простiр K∞ всiх фiнiтних послi-
довностей скалярiв з нормою ‖ · ‖F , iнду-
кованою з E, тобто ‖x‖F = ‖x‖E для ко-
жного x ∈ F . Точка a = ( 1

2k )∞k=1 належить
до E = lp для кожного p ≥ 1. Для то-
чок an = (1

2
, 1

4
, ..., 1

2n , 0, 0, ...) будемо мати, що
an ∈ B = {x ∈ F : ‖x‖F ≤ 1}, адже an ∈ F i

‖an‖F = ‖an‖p =

(
n∑

k=1

1

2kp

) 1
p

<

( ∞∑

k=1

1

2kp

) 1
p

=

=

( 1
2p

1− 1
2p

) 1
p

=
1

(2p − 1)1/p
≤ 1

(2− 1)1/p
= 1,

адже p ≥ 1.
При цьому

‖an − a‖E = ‖an − a‖p =

(∑

k>n

1

2kp

) 1
p

=

=

(
1

2p(n+1)

1− 1
2p

) 1
p

=
1

2n(2p − 1)1/p
→ 0,

отже, an → a в E при n →∞, тому a ∈ [B]E.
Зрозумiло, що при цьому a 6∈ F .

Як i в попередньому прикладi, легко по-
казати, використавши перехiд до покоорди-
натної границi, що i тут [B]E \F = [B]E \B.

Приклад 3. Мiркування попереднього
прикладу легко переносяться на випадок
E = c0, F = (K∞, ‖ · ‖∞). Тут також
[B]E \ F = [B]E \B 6= Ø.

Приклад 4. Нехай E = C[a, b] –
це банахiв простiр неперервних функцiй
f : [a, b] → K з рiвномiрною нормою ‖f‖E =

= ‖f‖∞ = max
a≤t≤b

|f(t)|, а F = C1[a, b] –

банахiв простiр усiх неперервно диферен-
цiйовних функцiй f : [a, b] → K з нор-
мою ‖f‖F = max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞}. Зрозумi-
ло, що тут F ⊆ E i тотожне вкладення
F ↪→ E неперервне, бо ‖f‖E = ‖f‖∞ ≤
max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞} = ‖f‖F для кожного
f ∈ F . Покажемо, що i тут [B]E \ F 6= Ø.

Спочатку розглянемо випадок, коли
a = −1, b = 1. Зрозумiло, що функцiя
g(t) = |t|√

2
належить до E \ F , а функцiї

gn(t) =

√
t2 + 1

n2

2

належать до F . При цьому

‖gn‖∞ = max
|t|≤1

|gn(t)| =
√

1 + 1
n2

2
≤ 1,

g′n(t) =
1√
2
· 1

2
√

t2 + 1
n2

· 2t =
t√

2(t2 + 1
n2 )

i
‖g′n‖∞ = max

|t|≤1
|g′n(t)| ≤ 1√

2
< 1,

отже,

‖gn‖F ≤ 1 i gn ∈ B = {f ∈ F : ‖f‖F ≤ 1}
для кожного n. Оскiльки

|gn(t)− g(t)| = 1√
2

∣∣∣∣∣

√
t2 +

1

n2
− |t|

∣∣∣∣∣ =

=
1

√
2n2

(√
t2 + 1

n2 + |t|
) ≤ 1√

2n

для всiх t, причому при t = 0 має мiсце рiв-
нiсть, то ‖gn − g‖E = ‖gn − g‖∞ = 1√

2n
→ 0

при n →∞, тобто gn → g в E. Таким чином,
g ∈ [B]E \ F .

З допомогою лiнiйного перетворення
ϕ : [a, b] → [−1, 1] цей приклад легко перене-
сти на випадок довiльного вiдрiзка [a, b], де
a < b.

Рiвнiсть [B]E \ F = [B]E \ B у цьому ви-
падку для K = R легко випливає з такого
результату.
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Теорема 3. Нехай (fn)∞n=1 – послiдов-
нiсть неперервно диференцiйовних функцiй
fn : [a, b] → R, f : [a, b] → R – неперервно
диференцiйовна функцiя i fn(t) → f(t) на
деякiй щiльнiй на вiдрiзку [a, b] множинi T .
Тодi якщо f ′n(t) ≤ γ для всiх t ∈ [a, b] i всiх
n, то i f ′(t) ≤ γ для всiх t ∈ [a, b].

Доведення. Припустимо, що f ′(t0) > γ
для деякого t0 ∈ [a, b]. Оскiльки похiдна f ′

неперервна i T = [a, b], то знайдеться та-
кий невироджений сегмент [α, β] ⊆ [a, b], що
α, β ∈ T i f ′(t) > γ для всiх t ∈ [α, β]. З
формули Лаґранжа випливає, що

f(β)− f(α) = f ′(ξ)(β − α) > γ(β − α)

для деякого ξ ∈ (α, β). Оскiльки
f(β) − f(α) = lim

n→∞
(fn(β) − fn(α)), то i

fm(β)− fm(α) > γ(β − α) для деякого m.
Ще раз використавши формулу Лаґранжа,
отримаємо, що

fm(β)− fm(α) = f ′m(ξ0)(β − α)

для деякої точки ξ0 ∈ (α, β) ⊆ [a, b], а то-
дi для неї f ′m(ξ0) > γ, що суперечить умовi
теореми. ¤

Зрозумiло, що такий же результат мати-
ме мiсце, коли нерiвнiсть ≤ замiнити на ≥.

Якщо тепер f ∈ [B]E ∩ F , де E = C[a, b],
F = C1[a, b], то iснує послiдовнiсть функцiй
fn ∈ B, така, що fn ⇒ f на [a, b]. Оскiльки
−1 ≤ f ′n(t) ≤ 1 на [a, b], то за теоремою 3 i
−1 ≤ f ′(t) ≤ 1 на [a, b]. Крiм того, зрозумiло,
що i −1 ≤ f(t) ≤ 1 на [a, b], отже, f ∈ B, а
тому [B]E \ F = [B]E \B.

Питання 1. Чи iснує така пара нормо-
ваних просторiв (E, F ), що F ⊆ E, причому
тотожне вкладення F ↪→ E лiнiйне i непе-
рервне, що для них

Ø = [B]E \ F ⊂ [B]E \B 6= Ø,

де B = {x ∈ F : ‖x‖F ≤ 1}?
5. Випадок, коли [E,F ] буде сильно

σ-метризовним простором. Якщо E = K
– це поле скалярiв зi своєю природною нор-
мою, а F = {0} – це нульовий пiдпростiр
K, то простiр Zn у цьому випадку склада-
ється з усiх фiнiтних послiдовностей z =

(ξ1, ..., ξn, 0, 0, ...) скалярiв ξk, який познача-
ється Kn, при цьому ‖z‖n = max

1≤k≤n
|ξk|. В цьо-

му випадку iндуктивна границя Z = [E,F ]
збiгається з простором K∞ = lim indKn усiх
фiнiтних послiдовностей скалярiв з тополо-
гiєю iндуктивної границi своїх скiнченнови-
мiрних пiдпросторiв Kn. Ця iндуктивна гра-
ниця задовольняє умови теореми Д’єдонне-
Шварца i тому є регулярною. При цьому тут
[B]E = {0} ⊆ F , отже, [B]E \ F = Ø. Це по-
казує, що умова [B]E \ F 6= Ø в теоремi 2
iстотна. У цьому пунктi ми узагальнимо це
спостереження.

Ми будемо використовувати позначен-
ня пункту 3. Почнемо з допомiжних твер-
джень.

Лема 1. а). Якщо тотожне вкладення
J : F ↪→ E iзоморфне, то i всi тотожнi
вкладення Jn : Zn ↪→ Zn+1 будуть iзомор-
фними.

б). Якщо для деякого номера n вкладення
Jn : Zn ↪→ Zn+1 iзоморфне, то i вкладення
J : F ↪→ E буде iзоморфним.

Доведення. а). Нехай J : F ↪→ E – iзо-
морфне вкладення. Тодi iснують такi кон-
станти α i β, що 0 < α ≤ 1 ≤ β i

α‖x‖F ≤ ‖x‖E ≤ β‖x‖F

для кожного x ∈ F . Зафiксуємо номер n i
розглянемо довiльний елемент z = (zk)

∞
k=1 з

простору Zn. Тодi zk ∈ E при k ≤ n i zk ∈ F
при k > n. Для елемента zn+1 з простору F
будемо мати:

α‖zn+1‖F ≤ ‖zn+1‖E ≤ β‖zn+1‖F .

Оскiльки α ≤ 1 ≤ β, то i

α‖zk‖E ≤ ‖zk‖E ≤ β‖zk‖E при k ≤ n,

так само як

α‖zk‖F ≤ ‖zk‖F ≤ β‖zk‖F при k > n + 1.

Тому
α‖z‖n ≤ ‖z‖n+1 ≤ β‖z‖n,

а це означає, що вкладення Jn : Zn ↪→ Zn+1

iзоморфне.
б). Нехай вкладення Jn : Zn ↪→ Zn+1

iзоморфне для деякого номера n. Розгля-
немо вiдображення T : F → Zn, Tx =
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(0, .., 0︸ ︷︷ ︸
n разiв

, x, 0, ...). Оскiльки ‖Tx‖n = ‖x‖F , то

T – це лiнiйна iзометрiя простору F на пiд-
простiр Yn = T (F ) простору Zn. Розглянемо
той же простiр T (F ), але з нормою, iнду-
кованою з простору Zn+1, який ми позна-
чимо символом Yn+1. Оскiльки вкладення
Jn : Zn ↪→ Zn+1 iзоморфне i Jn(Yn) = Yn+1,
то звуження In = Jn|Yn : Yn → Yn+1 бу-
де iзоморфiзмом нормованих просторiв Yn

i Yn+1. Далi, вiдображення S : Yn+1 → E,
S(Tx) = x для кожного x ∈ F – це лiнiйне
iзометричне вкладення, адже ‖S(Tx)‖E =
‖x‖E = ‖Tx‖n+1 для кожного x ∈ F . Оскiль-
ки J = SInT , то i J : F ↪→ E буде iзомор-
фним вкладенням разом з Jn.

Теорема 4. Iндуктивна границя [E, F ]
буде строгою тодi i тiльки тодi, коли вкла-
дення E ↪→ F iзоморфне.

Доведення. Це негайно випливає з озна-
чення строгої iндуктивної границi i леми 1.

Лема 2. а). Якщо F – це замкнений пiд-
простiр простору E, то для кожного n про-
стiр Zn буде замкненим пiдпростором про-
стору Zn+1.

б). Якщо для деякого номера n простiр
Zn буде замкненим пiдпростором простору
Zn+1, то i F – це замкнений пiдпростiр про-
стору E.

Доведення. а). Нехай F – замкнений
пiдпростiр E. Оскiльки ‖x‖F = ‖x‖E для
кожного x ∈ F , то i ‖z‖n = ‖z‖n+1 для ко-
жного z ∈ Zn, отже, нормований простiр Zn

є пiдпростором нормованого простору Zn+1.
Доведемо, що Zn замкнений в Zn+1.

Розглянемо пiдпростори Xn i Yn просто-
ру Zn, що складаються з усiх наборiв x =
(z1, ..., zn, 0, zn+2, ...) i y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n разiв

, zn+1, 0, ...) з

простору Zn. Зрозумiло, що для кожної то-
чки z = (zk)

∞
k=1 з простору Zn маємо, що

z = x + y, де x i y – визначенi вище набори
з Xn i Yn вiдповiдно, i таке зображення еле-
мента z у виглядi суми елементiв з Xn i Yn

єдине. Тому Zn = Xn ⊕ Yn – це пряма сума
своїх пiдпросторiв Xn i Yn. Зауважимо, що
при цьому

‖z‖n = max{‖x‖n, ‖y‖n},

тому простiр Zn iзометричний добутку
Xn × Yn нормованих просторiв Xn i Yn з
максимум-нормою.

Так само простiр Zn+1 iзометричний до-
бутку Xn× Ỹn, де простiр Ỹn – це пiдпростiр
простору Zn+1, що складається з усiх набо-
рiв y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n разiв

, zn+1, 0, ...) з простору Zn+1.

Крiм того, iснують природнi лiнiйнi iзоме-
трiї T : F → Yn i S : E → Ỹn, якi спiвставля-
ють кожному елементу u з F чи E елемент
y = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n разiв

, u, 0, ...) з Yn чи Ỹn вiдповiдно. Не-

хай J : F ↪→ E i In : Yn ↪→ Ỹn – це тотожнi
вкладення, якi, очевидно, є iзометричними.
При цьому дiаграма

F
J−→ E

T ↓ ↓ S

Yn
−→
In

Ỹn

(∗)

комутативна, адже InT = SJ як легко пе-
ревiрити. За умовою простiр F = J(F ) за-
мкнений в E, тодi i простiр S(F ) = S(J(F ))

буде замкненим в Ỹn, адже S – це iзометрiя.
Але

S(J(F )) = In(T (F )) = In(Yn) = Yn.

Тому простiр Yn замкнений в Ỹn, а тодi й
добуток P = Xn × Yn замкнений в добутку
P̃ = Xn × Ỹn. Розглянемо побудованi вище
iзометрiї Φ : Zn → P i Ψ : Zn+1 → P̃ . Очеви-
дно, що дiаграма

Zn
Jn−→ Zn+1

Φ ↓ ↓ Ψ

P −→
I

P̃ ,

де I : P ↪→ P̃ – тотожне вкладення, комута-
тивна. Оскiльки

Zn = Jn(Zn) = (Ψ−1IΦ)(Zn) = Ψ−1(P )

i P – замкнена частина P̃ , то i простiр Zn

замкнений в Zn+1.
б). Нехай Zn – це замкнений пiдпростiр

Zn+1 для деякого n. Розглянемо нормованi
простори Yn i Ỹn, введенi вище. Оскiльки Yn
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– це замкнений пiдпростiр Zn i Zn замкне-
ний в Zn+1, то i Yn замкнений в Zn+1. Але
Yn – це пiдпростiр Ỹn, отже, Yn буде замкне-
ний i в Ỹn. З комутативностi дiаграми (∗)
тепер легко вивести, що i F буде замкненим
пiдпростором простору E. ¤

Лема 3. Нехай (X, T ) – це строга iн-
дуктивна границя послiдовностi локально
опуклих просторiв (Xn, Tn), така, що про-
стiр Xn замкнений в Xn+1 для кожного n.
Тодi Xn буде замкнений i в X для кожного
n.

Доведення. Зафiксуємо якесь n i пока-
жемо, що Xn замкнений в X. Нехай x ∈
X \Xn. Тодi iснує такий номер m, що m > n
i x ∈ Xm. З умови випливає, що простiр
Xn замкнений у просторi Xm. Оскiльки x 6∈
Xn, то iснує такий окiл нуля Um в Xm, що
(x + Um) ∩Xn = Ø. Але, як вiдомо [8, c. 54,
теорема 2], у нашому випадку T |Xm = Tm.
Отже, iснує такий окiл нуля U в X, що Um =
U ∩ Xm. В такому разi i (x + U) ∩ Xn = Ø.
Справдi, якби x + u = y для деяких u ∈ U
i y ∈ Xn, то u = y − x ∈ Xm, отже, u ∈
U∩Xm = Um, а тому y = x+u ∈ (x+Um)∩Xn,
що суперечить вибору Um. Таким чином,
(x + U) ∩ Xn = Ø для деякого околу нуля
U в X, звiдки випливає замкненiсть Xn в
X. ¤

Нагадаємо, що топологiчний простiр Z
називається сильно σ-метризовним, якщо
вiн подається у виглядi об’єднання зроста-
ючої послiдовностi своїх метризовних i за-
мкнених в Z пiдпросторiв Zn, причому для
кожної збiжної в Z послiдовностi точок
zm iснує такий номер n, що {zm : m ∈
N} ⊆ Zn. При цьому така послiдовнiсть
(Zn)∞n=1 називається вичерпуванням сильно
σ-метризовного простору Z.

Теорема 5. Нехай нормований простiр
F є замкненим пiдпростором нормованого
простору E. Тодi iндуктивна границя Z =
[E, F ] буде строгою i регулярною, причому
Z буде сильно σ-метризовним простором з
вичерпуванням (Zn)∞n=1.

Доведення. З теореми 4, твердження
а) леми 2 i теореми Д’єдонне-Шварца не-
гайно випливає, що iндуктивна границя

Z = lim ind Zn буде строгою i регулярною.
Оскiльки Tn = T |Zn згiдно з [8, с. 54, теорема
2] i простори Zn замкненi в Z за лемою 3, то
(Zn, Tn) – це замкненi пiдпростори простору
(Z, T ), причому вони нормованi i Zn ⊆ Zn+1

для кожного n. Для збiжної в Z послiдов-
ностi точок zm множина, A = {zm : m ∈ N}
буде обмеженою, а тому лежить у деякому
дограничному просторi Zn, адже наша iнду-
ктивна границя є регулярною. Тому (Zn)∞n=1

– це вичерпування сильно σ-метризовного

простору Z =
∞⋃

n=1

Zn. ¤

6. Деякi приклади. Наведемо напри-
кiнцi ще два приклади, що виникли в зв’яз-
ку з цими дослiдженнями.

Приклад 5. Нехай (E, ‖ · ‖) – довiльний
нормований простiр, який має власний всю-
ди щiльний лiнiйний пiдпростiр F . Зрозумi-
ло, що вкладення F ↪→ E iзоморфне. Позна-
чимо, як i ранiше, через B = {x ∈ F : ‖x‖ ≤
1} одиничну кулю у просторi F i покажемо,
що [B]E \ F 6= Ø. Справдi, за умовою iснує
елемент a ∈ E \ F . Покладемо x = a

‖a‖ . Тодi
‖x‖ = 1 i x 6∈ F . Оскiльки F = E, то iснує та-
ка послiдовнiсть елементiв xn ∈ F \ {0}, що
xn → x. Тодi i ‖xn‖ → ‖x‖ = 1, а значить,
yn = xn

‖xn‖ → x, причому yn ∈ B, бо ‖yn‖ = 1

для кожного n. Таким чином, x ∈ [B]E \ F .
Цей приклад показує, що вкладення

F ↪→ E може бути iзоморфним i коли
[B]E \ F 6= Ø. Конкретнi приклади – це при-
клади 2, 3 чи приклад, у якому E = C[a, b],
а F – це пiдпростiр всiх многочленiв на [a, b].

Приклад 6. Наведемо приклад локаль-
но опуклого простору X i такого його ме-
тризовного пiдпростору E (нелiнiйного), що
його лiнiйна оболонка L = sp(E) буде неме-
тризовним. Розглянемо простiр R∞ всiх фi-
нiтних послiдовностей дiйсних чисел з його
природною iндуктивною топологiєю. Вiн не
метризовний, бо не задовольняє першу аксi-
ому злiченностi. Його пiдпростiр E = {en :
n ∈ N}, де en = (0, .., 0︸ ︷︷ ︸

n разiв

, 1, 0, 0, ...) – орти, ме-

тризовний, бо вiн дискретний. Але у даному
випадку

L = sp(E) = R∞,
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отже, L – це неметризовний простiр.
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