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ДЕЯКI ЗАУВАЖЕННЯ ПРО НУЛI ТА ПОЛЮСИ МЕРОМОРФНИХ В

ОДИНИЧНОМУ КРУЗI ФУНКЦIЙ З КЛАСIВ, ВИЗНАЧЕНИХ

МАЖОРАНТОЮ ДОВIЛЬНОГО ЗРОСТАННЯ

Методом коефiцiєнтiв Фур’є отримано умови, за яких довiльнi послiдовностi (µj) i (λν)
комплексних чисел є послiдовностями, вiдповiдно, нулiв та полюсiв для деяких класiв ме-
роморфних в одиничному крузi функцiй, визначених мажорантою довiльного зростання.
Також показано, що маючи послiдовнiсть, що задовольняє певну умову, можна побудува-
ти мероморфну функцiю iз згаданих класiв, для якої задана послiдовнiсть є послiдовнiстю
нулiв чи полюсiв.

Ключовi слова i фрази: одиничний круг, мероморфна функцiя, послiдовнiсть нулiв,
полюсiв, коефiцiєнти Фур’є.

Ivan Franko State Pedagogical University of Drohobych, Department of Physics, Mathematics,
economy and innovative technologies, Drohobych, Ukraine
e-mail: isheparovych@ukr.net

Нехай η : [0; +∞) → [0; +∞) - неспадна функцiя, U(0;R) = {z : |z| < R}, f – фун-
кцiя, мероморфна в крузi U(0; 1), яка має нескiнченну множину нулiв - (λν) та полюсiв
- (µj), f(0) = 1. Тодi, n(r; 1/f) := nλ(r) =

∑
|λν |6r 1 - кiлькiсть нулiв, n(r; f) := nµ(r) =∑

|µj |6r 1 – кiлькiсть полюсiв функцiї f в крузi U(0; r). Використаємо Неванлiнновi лi-
чильнi характеристики (див., наприклад, [1, 2, 3, 7, 8])
N(r, 1/f) =

∫ r
0
n(t,1/f)

t
dt i N(r, f) =

∫ r
0
n(t,f)
t
dt. Як вiдомо [3], N(r, 1/f) =

∑
|λν |6r

ln r
|λν | ,

N(r, f) =
∑
|µj |6r

ln r
|µj | . Нехай

ck(r; f) =
1

2π

2π∫
0

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ e−ikϕdϕ
- коефiцiєнти Фур’є функцiї f . Тодi [1] для r ∈ (0; 1) виконується
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c0(r; f) =
∑
|λν |6r

ln
r

|λν |
−
∑
|µj |6r

ln
r

|µj|
= N(r, 1/f)−N(r, f),

ck(r; f) =
1

2
αkr

k +
1

2k

∑
|λν |6r

((
r

λν

)k
−
(
λν
r

)k)
,

c−k(r; f) = ck(r; f),

(1)

де αk знаходиться з розвинення функцiї f в околi точки z = 0

log f(z) =
∞∑
k=0

αkz
k.

Через Ai i Bi позначаємо додатнi сталi. У статтi [4] є доведенi такi твердження:
Теорема A. Якщо (λν) є послiдовнiстю нулiв голоморфної в одиничному крузi

функ-цiї f , яка задовольняє умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀z ∈ U(0; 1)) : |f(z)| 6 exp

(
Aη

(
B

1− |z|

))
,

то
(∀r ∈ (0; 1)) : N(r) 6 A1η

(
B1

1− r

)
(2)

i для всiх k ∈ N, r1 ∈ (0; 1), r2 ∈ (r1; 1), σ ∈ (1; 1/r2)∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)
(3)

Зазначимо, що умова (3) перетвориться в умову∣∣∣∣∣∣ 1

2k

∑
r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ 6 A 2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k ln 1+r2
2r2

}
η

(
2B2

1− r2

)
,

якщо вибрати σ = 1+r2
2r2

.

Теорема B. Якщо виконуються умови (2) i (3), то iснує голоморфна в одиничному
крузi U(0; 1) функцiя f , яка задовольняє умову 1

2π

2π∫
0

∣∣log
∣∣f(reiϕ)

∣∣∣∣2 dϕ
1/2

6 A3η

(
B3

1− σr

)(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
(4)

для всiх r ∈ (0; 1), σ ∈ (1; 1/r).

Теорема C. Якщо виконуються умови (2) i (3), то iснує голоморфна в одиничному
крузi U(0; 1) функцiя η, яка задовольняє умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀z ∈ U(0; 1)) : |f(z)| 6 exp

(
A

(1− |z|)3/2
η

(
B

1− |z|

))
.
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Використовуючи попереднi результати, спробуємо отримати аналогiчнi для меро-
морфних в крузi U(0; 1) функцiй. Нехай (тут ln+ x = max{0; lnx})

T (r; f) := m(r; f) +N(r; f); m(r; f) =
1

2π

2π∫
0

ln+ |f(reiϕ)|dϕ.

Тодi

T (r; 1/f) := N(r; 1/f) +m(r; 1/f) = N(r; 1/f) +
1

2π

2π∫
0

ln+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ. (5)

I, оскiльки lnx = ln+ x− ln+ 1/x, то (див. [1, 2, 3, 7])

T (r; 1/f) = T (r; f)− ln |ck|,

де f(z) = ckz
k + ....

Справедливими будуть такi твердження.

Теорема 1. Якщо (λν) i (µj) є, вiдповiдно, послiдовнiстю нулiв i полюсiв мероморфної
в одиничному крузi функцiї, яка задовольняє умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀r ∈ (0; 1)) : T (r; f) 6 Aη

(
B

1− r

)
, (6)

то

(∃A1)(∃B1)(∀r ∈ (0; 1)) : N(r, 1/f) ≤ A1η

(
B1

1− r

)
, (7)

(∃A′1)(∃B′1)(∀r ∈ (0; 1)) : N(r, f) ≤ A′1η

(
B′1

1− r

)
i для деяких A2 i B2, всiх (k ∈ N, r1 ∈ (0; 1), r2 ∈ (r1; 1), σ ∈ (1; 1/r2)

1

2k

∣∣∣∣∣∣
∑

r1<|λν |6r2

1

λkν
−

∑
r1<|µj |6r2

1

µkj

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)

Справедливiсть теореми 1 отримуємо аналогiчними методами, як i в [4, 5], на основi
такого твердження

Лема 1. Якщо виконується (6), то для коефiцiєнтiв з (1) має мiсце умова

(∀r ∈ [0; 1))(∀k ∈ Z) : |ck (r; f) | ≤ Aη

(
B

1− r

)
.

Доведення. Справдi, з (4) i (5) випливає,

N(r; 1/f) ≤ T (r; f), N(r; f) ≤ T (r; 1/f) = T (r; f) +O(1), (8)
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звiдки отримуємо (7). До того ж,

log
∣∣f(reiϕ)

∣∣ = log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣− log+ 1

|f(reiϕ)|
,∣∣log

∣∣f(reiϕ)
∣∣∣∣ = log+

∣∣f(reiϕ)
∣∣+ log+ 1

|f(reiϕ)|
.

(9)

Тому для кожного k ∈ Z

|ck(r; f)| 6 1

2π

2π∫
0

log+
∣∣f(reiϕ)

∣∣ dϕ+
1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(reiϕ)|
dϕ ≤ 2T (r; f) 6 2Aη

(
B

1− r

)
.

Що й потрiбно було довести.

Теорема 2. Якщо послiдовнiсть (λν) (або (µj)) задовольняє умови (3) i (7), то iснує
мероморфна в одиничному крузi функцiя, яка задовольняє умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀r ∈ (0; 1)) : T (r; f) 6
A√

1− r
η

(
B

1− |z|

)
(10)

Доведення. Справдi, в ходi доведення теореми В показано, що за даних умов iснує
голо-морфна в одиничному крузi функцiя (наприклад, g), що задовольняє умову (10),
для якої Λ0 := (λν) є послiдовнiстю нулiв. Тодi, як довiв В. Бек [6], можна побудувати
(див. нижче) послiдовнiсть Λ := (λ̃ν), {λ̃ν} = {λν} ∪ {λ′ν}, яка теж задовольнятиме
умову (3). А тому iснуватиме голоморфна в одиничному крузi функцiя (наприклад, h)
з властивiстю (10), для якої Λ є послiдовнiстю нулiв. Тодi f = g/h є мероморфною в
одиничному крузi U(0; 1) i за властивiстю Неванлiннових характеристик отримаємо

T (r; f) = T (r; g/h) ≤ T (r; g) + T (r; 1/h) 6
2A√
1− r

η

(
B

1− |z|

)
. (11)

Зупинимося детальнiше на конструкцiї послiдовностi Λ′ := (λ′ν). Нехай RN =

1−2−N , N ∈ N0. Вiзьмемо тi λν iз Λ0, що лежать в кiльцi {z : RN ≤ |z| ≤ RN+1} для де-
якого фiксованогоN . Це числа λj = |λj|eiθj , 0 ≤ θj < 2π, j ∈ 1, p, p = n(RN+1)−n(RN).

Позначимо sN(θ) = −2
p∑

n=1

∞∑
k=1

(RN−1/|λn|)keik(θ−θn), 0 ≤ θj < 2π; (hN(θ) = −Re(SN(θ));

fN(θ) = hN(θ) + 8p. Нехай LN = [ 1
2π

2π∫
0

fN(θ)dθ], де [∗] – цiла частина. Для кожного n,

n ∈ 1, LN , визначимо монотонну послiдовнiсть (θn
′), n ∈ 1, LN , таку що 1

2π

θn
′∫

0

fN(θ)dθ =

n. Тодi послiдовнiсть Λ′ =
⋃
N≥2

Λ′N , де Λ′N = {RN−1e
iθ′n : n ∈ 1, Ln} - шукана.

Справдi, |hN(θ)| ≤ |sN(θ)| ≤ 8p, тому |fN(θ)| ≤ 16p i LN(θ) ≤ 16p = 16(n(RN+1) −
n(RN)), а отже (тут n′ := nλ′(r), ñ(r) := nλ̃(r)), n

′(r) ≤ 16n
(
r+1
2

)
, як наслiдок ñ(r) ≤

17n
(
r+1
2

)
. I оскiльки для кожного r > 0 i будь-якого σ ∈ (1; 1/r) виконується n(r) ≤

1
lnσ
N(σr) (Це твердження випливає iз спiввiдношень N (σr) ≥

σr∫
r

n(t)
t
dt ≥ n(r) lnσ i є

справедливим як для лiчильної характеристики нулiв (λν), так i полюсiв - (µj)), тому
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ñ(r) 6
A′

lnσ
η

(
B′

1− σr

)
Далi, нехай r ∈ (0; 1), s ∈ (r; 1) - деякi числа. Тодi, знайдуться натуральнi p1 ∈

N, p2 ∈ N, p1 < p2 − 3, такi, що Rp1 6 r < Rp1+1 < ... < Rp2 6 s < Rp2+1 i для деяких
додатних сталих A2, B2 i σ ∈ (1; 1/s)∣∣∣∣∣∣1k

∑
r<|λ̃ν |6s

1

λ̃kν

∣∣∣∣∣∣ 6 1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|λν |6Rp1+2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣+
1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

Rp1+2<|λν |6Rp1+3

1

λkν
+

∑
|λ′ν |=Rp1+1

1

λ′kν

∣∣∣∣∣∣+ . . .+

+
1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

Rp2−1<|λν |6Rp2

1

λkν
+

∑
|λ′ν |=Rp2−2

1

λ′kν

∣∣∣∣∣∣+
1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

Rp2<|λν |6s

1

λkν
+

∑
|λ′ν |=Rp2−1

1

λ′νk

∣∣∣∣∣∣+
+

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

|λ′ν |=Rp2

1

λ′kν

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|λν |6Rp1+2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣+ 32

p2−1∑
j=p1+1

1

Rk
j

+
1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

|λ′ν |=Rp2

1

λ′kν

∣∣∣∣∣∣+
+

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

s<|λν |6Rp2+1

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|λν |6Rp1+2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣+ 32

p2∑
j=p1+1

1

Rk
j

+
1

ksk
n((1 + s)/2) ≤

≤ A2

rk
η

(
B2

1− r

)
+
A2

sk
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σs

)
,

бо, як доведено в [5],

∣∣∣∣∣ 1k ∑
Rp1+j<|λν |≤Rp1+j+1

1
λkν

+ 1
k

∑
|λ′ν |=Rp1+j−1

1
λ′kν

∣∣∣∣∣ ≤ 32
Rkp1+j−1

. Окрiм того,

Rp1+2 ≤ s, Rp2+1 ≤ 1+s
2
,

p2∑
j=p1+1

1
Rkj
≤ 1

rk
+ 1

rk(1−r) + 1
sk(1−s) .

Тому, за теоремою B, iснує голоморфна в одиничному крузi функцiя h, яка задо-
вольняє умову 1

2π

2π∫
0

(
log
∣∣h(reiϕ)

∣∣)2 dϕ
1/2

≤ A3

(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
η

(
B3

1− σr

)
для всiх r ∈ (0; 1), σ ∈ (1; 1/r), з чого, на основi нерiвности Кошi-Буняковського, отри-
муємо

1

2π

2π∫
0

∣∣log
∣∣h(reiϕ)

∣∣∣∣ dϕ ≤ 2A3

(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
η

(
B3

1− σr

)
,

а iз спiввiдношень (5), (8), (9) випливає

T (r; 1/h) ≤ T (r;h) +O(1) ≤ 2

2π

2π∫
0

∣∣log
∣∣h(reiϕ)

∣∣∣∣ dϕ ≤ 2A3

(
1 +

6
√

ln 2√
lnσ

)
η

(
B3

1− σr

)
.

Якщо вибрати σ = r+1
2r

, то, враховуючи, що ln r+1
2r

= ln
(
1 + 1−r

2r

)
> 1−r

2
, отримаємо

справедливiсть умови (10) для функцiї h. Отже, (11) виконується. Теорема 2 доведена.
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Надiйшло 11.10.2021

Sheparovych I.B. Some notices on zeros and poles of meromorphic functions in a unit disk from
the classes defined by the arbitrary growth majorant, Bukovinian Math. Journal. 9, 2 (2021),
124–130.

In [4] by the Fourier coefficients method there were obtained some necessary and sufficient
conditions for the sequence of zeros (λν) of holomorphic in the unit disk {z : |z| < 1} functions
f from the class that determined by the majorant η : [0;+∞)→ [0; +∞) that is an increasing
function of arbitrary growth. Using that result in present paper it is proved that if (λν) is a
sequence of zeros and (µj) is a sequence of poles of the meromorphic function f in the unit
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disk, such that for some A > 0, B > 0 and for all r ∈ (0; 1) : T (r; f) 6 Aη
(

B
1−|z|

)
, where

T (r; f) := m(r; f) +N(r; f); m(r; f) = 1
2π

2π∫
0

ln+ |f(reiϕ)|dϕ, then for some positive constants

A1, A
′
1, B1, B

′
1, A2, B2 and for all k ∈ N, r, r1 from (0; 1), r2 ∈ (r1; 1) and σ ∈ (1; 1/r2) the

next conditions hold N(r, 1/f) ≤ A1η
(
B1

1−r

)
, N(r, f) ≤ A′1η

(
B′

1

1−r

)
,

1

2k

∣∣∣∣∣∣
∑

r1<|λν |6r2

1

λkν
−

∑
r1<|µj |6r2

1

µkj

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)

It is also shown that if sequence (λν) satisfies the condition N(r, 1/f) ≤ A1η
(
B1

1−r

)
and

1

2k

∣∣∣∣∣∣
∑

r1<|λν |6r2

1

λkν

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2

rk1
η

(
B2

1− r1

)
+
A2

rk2
max

{
1;

1

k lnσ

}
η

(
B2

1− σr2

)

there is possible to construct a meromorphic function from the class T (r; f) 6 A√
1−rη

(
B

1−r

)
,

for which the given sequence is a sequence of zeros or poles.


