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Теплiнський Ю. В.

ПРО НАБЛИЖЕННЯ МАЙЖЕ-ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ

НЕЛIНIЙНОЇ ЗЛIЧЕННОЇ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

КВАЗIПЕРIОДИЧНИМИ РОЗВ’ЯЗКАМИ ДЕЯКОЇ ЛIНIЙНОЇ

СИСТЕМИ

Добре вiдомо, що велика кiлькiсть прикладних задач у рiзних роздiлах математики,
фiзики, технiки потребує дослiджень проблем iснування коливних розв’язкiв диференцi-
альних систем, що є їх математичними моделями. Особливо це стосується задач нелiнiйної
механiки. У наш час коливними рухами динамiчних систем за В. В. Немицьким назива-
ють їх рекурентнi рухи. Як вiдомо з теорем Бiркгофа, траєкторiї таких рухiв мiстять
мiнiмальнi компактнi множини динамiчних систем. До класу рекурентних рухiв зокрема
належать квазiперiодичнi та майже-перiодичнi рухи. Широко вiдомi фундаментальнi те-
ореми Амерiо i Фавара, що стосуються iснування майже-перiодичних розв’язкiв лiнiйних
та нелiнiйних систем. Становить також iнтерес дослiдження поведiнки рухiв динамiчної
системи в околi рекурентної траєкторiї. Пiзнiше стало зрозумiлим, що питання iснування
таких траєкторiй тiсно пов’язане з iснуванням у таких систем iнварiантних торiв, для по-
будови яких зручно застосовувати метод функцiї Грiна-Самойленка. Тут розглядається
нелiнiйна система диференцiальних рiвнянь, яка визначена на декартовому добутку не-
скiнченновимiрного тору T∞ та простору обмежених числових послiдовностей m. Задача
полягає у вiдшуканнi достатнiх умов, при яких задана система рiвнянь має сiм’ю майже-
перiодичних у сенсi Бора розв’язкiв, залежних вiд параметра ψ ∈ T∞, кожен з яких мо-
жна наблизити квазiперiодичним розв’язком деякої лiнiйної системи рiвнянь, визначеної
на скiнченновимiрному торi.

Ключовi слова i фрази: iнварiантний тор, функцiя Грiна-Самойленка, квазiперiодичнi
та майже-перiодичнi функцiї.
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Вступ

Злiченними системами диференцiальних рiвнянь в широкому розумiннi слова нази-
вають рiвняння, визначенi в банаховому просторi обмежених числових послiдовностей.
Тут ми розглянемо неiлiнiйну систему диференцiальних рiвнянь

dφ

dt
= ω,

dx

dt
= A(φ, x)x+ εf(φ), (1)

УДК 517.929.7
2010 Mathematics Subject Classification: 34K10.

c⃝Теплiнський Ю. В., 2021



112 Теплiнський Ю. В.

де ε — додатний параметр, вектор частот ω = (ω1, ω2, ω3, . . . ) ∈ m, ωi > 0 при всiх
натуральних i, φ = (φ1, φ2, φ3, . . . ), A(φ, x) = (ai,j(φ, x))

∞
i,j=1 — нескiнченна матриця з

дiйсними елементами, m — простiр обмежених послiдовностей дiйсних чисел,

∥ω∥ = sup
i
{ωi} = ω0 <∞, x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ∈ m, ∥x∥ = sup

i
{|xi|},

f(φ) = (f1(φ), f2(φ), . . . , fn(φ), . . . ) — векторна функцiя з дiйсними координатами, при-
чому матриця A(φ, x) та функцiя f(φ) 2π-перiодичнi вiдносно φi (i=1,2,3,. . . ), що дає
можливiсть визначити їх на декартовому добутку T∞ × D, D = {x ∈ m|∥x∥ ≤ d =

const < ∞} та нескiнченновимiрному торi T∞ вiдповiдно i вважати неперервними на
своїх областях визначення. Вважатимемо також, що

sup
i

∞∑
j=1

sup
(φ,x)∈T∞×D

|aij(φ, x)| = A = const <∞

i при всiх {φ, φ̄} ⊂ T∞ виконуються нерiвностi ∥f(φ)∥ ≤ F та ∥f(φ)−f(φ̄)∥ ≤ L∥φ− φ̄∥,
де F i L – додатнi сталi, а частоти ωi є несумiрними, тобто з рiвностi

∑∞
i=1 kiωi = 0, де

ki – цiлi числа, випливає, що ki = 0 ∀i = 1, 2, 3, . . . .
Пiдставивши розв’язок першого рiвняння системи (1) φ = ωt + ψ з початковою

умовою φ(0) = ψ ∈ T∞ у друге її рiвняння, одержимо систему

dx

dt
= A(ωt+ ψ, x)x+ εf(ωt+ ψ), (2)

залежну вiд ψ ∈ T∞ як вiд параметру, ψ = (ψ1, ψ2, ψ3, . . . ).
Основна задача полягає у вiдшуканнi достатнiх умов, при яких система рiвнянь (1)

або, що те саме, система рiвнянь (2) мають iнварiантний тор, i наблизити породжуючу
його функцiю u(ψ) з потрiбною точнiстю аналогiчною функцiєю, побудованою для си-
стеми рiвнянь, одержаної з даної в процесi її лiнеаризацiї. Пiсля цього застосовується
процес укорочення останньої системи вiдносно кутової змiнної i функцiя, яка породжує
її iнварiантний тор, апроксимується аналогiчною функцiєю для лiнiйної укороченої си-
стеми, визначеної на декартовому добутку Tn×m, де Tn — скiнченновимiрний тор. Вiн
вкритий траєкторiями квазiперiодичних розв’язкiв вказаної укороченої системи, якими
i можна наблизити майже-перiодичнi розв’язки системи (1).

При цьому майже-перiодичнi функцiї розумiються в сенсi Бора [1, 2, 3] i для побу-
дови процесу лiнеаризацiї системи (1) застосовується метод функцiї Грiна-Самойленка
[4, 5] без використання поняття "грубостi"цiєї функцiї. Зауважимо, що багато питань,
пов’язаних iз квазiперiодичними функцiями, висвiтлено в [4], а з iнварiантними торами
злiченних систем еволюцiйних рiвнянь — в [6, 7]. I, нарештi, задачу, що розглядається
в цiй статтi, для випадкiв лiнiйної та квазiлiнiйної злiченних систем розв’язано в [8, 9].

Нагадаємо, що iнварiантним тором системи рiвнянь (1) називають поверхню T в
просторi m, визначену вiдображенням u(ψ) : T∞ → m, а саме

x = u(ψ) = {u1(ψ), u2(ψ), . . . , un(ψ), . . . }, ψ ∈ T∞,
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при умовi, що функцiя u(ψ) ∈ C0(T∞), обмежена на T∞, функцiї ui(ωt + ψ) (i =

1, 2, 3, . . . ) неперервно диференцiйовнi по t ∈ R1 i

du(ωt+ ψ)

dt
= A(ωt+ ψ, u(ωt+ ψ))u(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ) (3)

для всiх t ∈ R1, ψ ∈ T∞, де векторна функцiя u(ωt + ψ) диференцiюється у покоорди-
натному сенсi.

1 Допомiжне твердження

Норми вектора f(φ) та матрицi A(φ, x) визначимо рiвностями:

∥f(φ)∥ = sup
i
{|fi(φ)|}, ∥φ∥ = sup

i
{|φi|},

∥A(φ, x)∥ = sup
i

∞∑
j=1

|aij(φ, x)|,

∥f(φ)∥0 = sup
φ∈T∞

∥f(φ)∥, ∥A(φ, x)∥0 = sup
(φ,x)∈T∞×D

∥A(φ, x)∥.

Очевидно, що ∥A(φ, x)∥ ≤ ∥A(φ, x)∥0 ≤ A.
Тепер оберемо таку довiльну нескiнченну матрицю B(φ) = (bi,j(φ))

∞
i,j=1 з дiйсними

2π-перiодичними вiдносно φi (i = 1, 2, 3, . . . ) елементами, для якої виконуються умови:
a) supi

∑∞
j=1 supφ∈T∞ |bij(φ)| = B = const <∞,

b) ∥B(φ1)−B(φ2)∥ ≤ L1∥φ1 − φ2∥ ∀{φ1, φ2} ⊂ T∞, L1 = const > 0.
Як вiдомо [6,9], при цих умовах однорiдна система рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x (4)

має матрицант Ωt
τ (ψ) = (ωij(t, τ, ψ))

∞
i,j=1.

Припустимо, що для нього виконуються нерiвностi:

supi

∞∑
j=1

sup(t,τ,ψ)∈R1×R1×T∞|ωij(t, τ, ψ)| <∞,

∥Ωt
τ (ψ)∥ ≤ K exp{−γ|t− τ |}, (5)

де K та γ – додатнi сталi, що не залежать вiд t, τ, ψ.
В [9] при зроблених вище припущеннях доведено, що вказаний матрицант неперерв-

ний у сенсi норми ∥ · ∥ по змiннiй τ ∈ R1 рiвномiрно вiдносно ψ ∈ T∞ та по цьому
параметру.

Розглянемо систему рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+B1(ωt+ ψ)x+ εf(ωt+ ψ), (6)
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де B1(φ) = (b1i,j(φ))
∞
i,j=1 — довiльна нескiнченна матриця з дiйсними 2π-перiодичними

вiдносно φi (i = 1, 2, 3, . . . ) елементами, для якої виконуються умови, аналогiчнi до умов
a та b, що стосувалися матрицi B :

c) supi
∑∞

j=1 supφ∈T∞ |b1ij(φ)| = B1 = const <∞,
d) ∥B1(φ1)−B1(φ2)∥ ≤ L1∥φ1 − φ2∥ ∀{φ1, φ2} ⊂ T∞, L1 = const > 0.
Сформулюємо наступне твердження, яке становить не лише допомiжний, але й са-

мостiйний iнтерес.

Лема. Нехай виконуються умови a, b, c, d. Якщо при цьому KB1 < γ та

ε ≤ min{d(γ −B1K)

KF
;

γ

KB1
},

то система рiвнянь (6) має iнварiантний тор Θ, породжуюча функцiя якого задовольняє
умову Гельдера з коефiцiєнтом 1

2
вiдносно ψ ∈ T∞.

Доведення. Розглянемо спочатку систему

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+ εf(ωt+ ψ), (7)

Умова (5) забезпечує iснування для системи рiвнянь (4) функцiї Грiна-Самойленка
задачi про лiнiйнi розширення динамiчних систем на торах, що має вигляд

G0(τ, ψ) =

{
Ω0
τ (ψ), якщо τ ≤ 0;

0, якщо τ > 0
.

У цьому разi система (7) має iнварiантний тор T0, породжений функцiєю

u0(ψ) = ε

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)f(ωτ + ψ)dτ,

причому ∥u0(ψ)∥ ≤ εKF
γ

≤ d. Цей тор вкритий траєкторiями розв’язкiв x0(t, ψ) рiвняння
(7), що залежать вiд параметра ψ ∈ T∞ i визначаються рiвностями

x0(t, ψ) = u0(ωt+ ψ) = ε

∫ t

−∞
Ωt
τ (ψ)f(ωτ + ψ)dτ.

Використовуючи нерiвнiсть

∥Ω0
τ (φ)− Ω0

τ (φ̄)∥ ≤
(
2K3L1

γ

) 1
2

∥φ− φ̄∥
1
2 exp{−γ

2
|τ |},

наведену в теоремi 1 з [9], неважко переконатися, що функцiя u0(ψ) неперервна вiдносно
ψ ∈ T∞, тобто u0(ψ) ∈ C0(T∞), причому ∀{ψ, ψ̄} ⊂ T∞

∥u0(ψ)− u0(ψ̄)∥ ≤ K0∥ψ − ψ̄∥
1
2 ,

де

K0 =
ε

γ

{
2F

(
2K3L1

γ

) 1
2

+K(2LF )
1
2

}
, K0 = const > 0.
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Отже, функцiя u0(ψ) задовольняє вiдносно ψ умову Гельдера з показником 1
2
.

Запишемо тепер систему рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+B1(ωt+ ψ)u0(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ).

Вона має iнварiантний тор T1, породжений функцiєю

u1(ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)[B

1(ωτ + ψ)u0(ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)]dτ.

При цьому ∥u1(ψ)∥0 ≤ ∥u0(ψ)∥0(KB
1

γ
+1). Покажемо, що функцiя u1(ψ) теж задовольняє

умову Гельдера вiдносно ψ ∈ T∞ з показником 1
2
. Дiйсно, не дуже складнi, але громiздкi

перетворення ведуть до оцiнки

∥u1(ψ)− u1(ψ̄)∥ ≤ K1∥ψ − ψ̄∥
1
2 ,

де

K1 =
ε

γ
{2

(
2K3L1

γ

) 1
2

B1d+K(2B1L
1)

1
2d+KK0B1+

+2

(
2K3L1

γ

) 1
2

F +K(2FL)
1
2} = const > 0. (8)

Позначимо

∆ =
ε

γ
{2

(
2K3L1

γ

) 1
2

B1d+K(2B1L
1)

1
2d+

+2

(
2K3L1

γ

) 1
2

F +K(2FL)
1
2} = const > 0,

звiдки

K1 = ∆+
εKB1

γ
K0. (9)

Аналогiчнi мiркування показують, що система рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+B1(ωt+ ψ)u1(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ)

теж має iнварiантний тор T2, породжений функцiєю

u2(ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)[B

1(ωτ + ψ)u1(ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)]dτ.

При цьому ∥u2(φ)∥0 ≤ ∥u0(ψ)∥0{(KB
1

γ
)2 + KB1

γ
+ 1} та ∥u2(ψ) − u2(ψ̄)∥ ≤ K2∥ψ − ψ̄∥ 1

2 ,
де стала K2 задовольняє рiвнiсть (8), в якiй замiсть K1 та K0 покладено K2 та K1

вiдповiдно, тобто має мiсце рiвнiсть K2 = ∆+ εKB1

γ
K1, аналогiчна до рiвностi (9).

Очевидно, цей процес можна продовжувати нескiнченно. Iндуктивнi мiркування
приводять до висновку, що ∀n = 1, 2, 3, . . . система рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+B1(ωt+ ψ)un−1(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ) (10)
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має iнварiантний тор Tn, породжений функцiєю

un(ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)[B

1(ωτ + ψ)un−1(ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)]dτ,

причому при умовах леми

∥un(ψ)∥0 ≤ ∥u0(ψ)∥0
n∑
i=0

(
KB1

γ
)i ≤ ∥u0(ψ)∥0

∞∑
i=0

(
KB1

γ
)i ≤ εKF

γ −KB1
≤ d.

Тор Tn вкритий траєкторiями розв’язкiв xn(t, ψ) рiвняння (10), що залежать вiд
параметра ψ ∈ T∞ i визначаються рiвностями

xn(t, ψ) = un(ωt+ ψ) =

∫ t

−∞
Ωt
τ (ψ)[B

1(ωτ + ψ)un−1(ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)]dτ.

Очевидно, що функцiї un(ψ) при всiх натуральних n задовольняють вiдносно ψ на торi
T∞ умову Гельдера з показником 1

2
. При цьому ∀n = 2, 3, 4 . . . справджуються спiввiд-

ношення

∥un(ψ)− un(ψ̄)∥ ≤ Kn∥ψ − ψ̄∥
1
2 , Kn = ∆+

εKB1

γ
Kn−1 = const. (11)

Таким чином {un(ψ)} (n = 0, 1, 2, 3, . . . ) є послiдовнiстю рiвномiрно неперервних за
нормою вiдносно ψ ∈ T∞ функцiй. До того ж ця послiдовнiсть є рiвностепенево вiдносно
n неперервною при умовi, що εKB1 < γ. Останнє безпосередньо випливає з (11).

Це означає, що для всiх t ∈ R1, ψ ∈ T∞ справджується рiвнiсть

dun(ωt+ ψ)

dt
= B(ωt+ ψ)un(ωt+ ψ) +B1(ωt+ ψ)un−1(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ). (12)

При цьому послiдовнiсть {un(ψ)} (n = 0, 1, 2, 3, . . . ) рiвномiрно вiдносно ψ ∈ T∞ збiга-
ється до деякої рiвномiрно неперервної за нормою вiдносно ψ фунуцiї U(ψ), оскiльки
при KB1

γ
< 1 вона є фундаментальною в повному просторi m, що випливає з оцiнки

∥un+1(ψ)− un(ψ)∥0 ≤
KB1

γ
∥un(ψ)− un−1(ψ)∥0,

яка виконується при всiх натуральних n. Перейшовши до границi в рiвностi [12] при
n→ ∞, переконуємося, що функцiя U(ψ) визначає iнварiантний тор Θ системи рiвнянь
(6).

2 Основнi теореми

Теорема 1. Припустимо, що iснує матриця B(φ), яка задовольняє умови a, b, та нерiв-
нiсть (5), ∥A(φ, x)−A(φ̄, x̄)∥ ≤ L2(∥φ− φ̄∥+ ∥x− x̄∥) при всiх {φ, φ̄} ⊂ T∞, {x, x̄} ⊂ D.
Якщо при цьому справджуються нерiвностi

sup
i

∞∑
j=1

sup
(φ,x)∈T∞×D

|aij(φ, x)− bij(φ)| ≤ ξ = const > 0,



Про наближення майже-перiодичних розв’язкiв нелiнiйної злiченної системи 117

εKF ≤ d[γ −Kξ], K(L2d+ ξ) < γ,

то система рiвнянь (1) має iнварiантний тор T, породжуюча функцiя якого задовольняє
умову Гельдера з коефiцiєнтом 1

2
вiдносно ψ ∈ T∞.

Доведення. Введемо позначення P (φ, x) = A(φ, x) − B(φ) i запишемо систему рiвнянь
(1) у виглядi

dφ

dt
= ω,

dx

dt
= B(φ)x+ P (φ, x)x+ εf(φ), (13)

а систему (2) – у виглядi

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+ P (ωt+ ψ, x)x+ εf(ωt+ ψ) (14)

вiдповiдно, та побудуємо для неї процес лiнеаризацiї. Розпочнемо iз системи рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+ P (ωt+ ψ, 0)× 0 + εf(ωt+ ψ),

яка спiвпадає з системою (7) i визначає iнварiантний тор T0
∗ = T0, породжений фун-

кцiєю u0∗(ψ) = u0(ψ), що задовольняє вiдносно ψ умову Гельдера з показником 1
2
.

Далi розглянемо систему рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+ P (ωt+ ψ, u0∗(ωt+ ψ))u0∗(ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ). (15)

Легко переконатися, що при умовах теореми 1 система (15) має iнварiантний тор
T1

∗ , породжений функцiєю

u1∗(ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ){P (ωτ + ψ, u0∗(ωτ + ψ))u0∗(ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)}dτ,

причому справджуються нерiвностi

∥u1∗(ψ)∥0 ≤
K

γ
{ξ∥u0∗(φ)∥0 + εF} ≤ εKF

γ
{ξK
γ

+ 1} ≤ d.

Для скорочення досить громiздких подальших записiв введемо такi формальнi по-
значення:

f(ωτ + ψ) = f(τ, ψ), f(ωτ + ψ)− f(ωτ + ψ̄) = f(τ, ψ), Ω0
τ (ψ)− Ω0

τ (ψ̄) = Ω0
τ (ψ),

P (ωτ + ψ, uk∗(ωt+ ψ)) = Pk(τ, ψ), Pk(τ, ψ)− Pk(τ, ψ̄) = Pk(τ, ψ),

uk∗(ψ)− uk∗(ψ̄) = uk∗(ψ), k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Використовуючи їх, для рiзницi u1∗(ψ)− u1∗(ψ̄) отримаємо рiвнiсть

u1∗(ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)εf(τ, ψ)dτ +

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ)P0(τ, ψ)u

0
∗(ψ)dτ+

+

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ̄)P0(τ, ψ)u

0
∗(ψ)dτ +

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ̄)P0(τ, ψ̄)u0∗(ψ)dτ +

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ̄)εfτ, φ)dτ.
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Позначимо iнтеграли, що мiстяться в правiй частинi цiєї рiвностi, через I1, I2, I3, I4, I5
у порядку їх слiдування. Для них одержуються оцiнки:

∥I1∥ ≤ 2εβF

γ
∥ψ − ψ̄∥

1
2 , ∥I2∥ ≤ 2βdξ

γ
∥ψ − ψ̄∥

1
2 ,

∥I3∥ ≤ Kd

γ
{(2L2 + L1)

√
π + L2K

0}∥ψ − ψ̄∥
1
2 ,

∥I4∥ ≤ KK0ξ

γ
∥ψ − ψ̄∥

1
2 , ∥I5∥ ≤ Kε

√
2LF

γ
∥ψ − ψ̄∥

1
2 ,

де β = (2K
3L1

γ
)
1
2 . Пiсля нескладних перетворень приходимо до нерiвностi

∥u1∗(ψ)∥ ≤
{
∆∗ +

K(dL2 + ξ)

γ
K0

}
∥ψ − ψ̄∥

1
2 = K1

∗∥ψ − ψ̄∥
1
2 , (16)

де

∆∗ =
1

γ
{2εβF + 2βdξ + 2

√
π(KdL2 + L1) +Kε

√
2LF} = const > 0, K1

∗ = const > 0.

Тому функцiя u1∗(ψ) є обмеженою за нормою сталою d i рiвномiрно неперервною вiдно-
сно ψ на торi T∞. Це дає можливiмть в рiвняння (15) замiсть u0∗(ψ) пiдставити u1∗(ψ) i
знайти iнварiантний тор T2

∗ одержаного рiвняння з вiдповiдною породжуючою функцi-
єю u2∗(ψ).

Iндуктивнi мiркування приводять до висновку, що ∀n = 1, 2, 3, . . . система рiвнянь

dx

dt
= B(ωt+ ψ)x+ P (ωt+ ψ, un−1

∗ (ωt+ ψ))un−1
∗ (ωt+ ψ) + εf(ωt+ ψ) (17)

має iнварiантний тор Tn
∗ , породжений функцiєю

un∗ (ψ) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ){P (ωτ + ψ, un−1

∗ (ωτ + ψ))un−1
∗ (ωτ + ψ) + εf(ωτ + ψ)}dτ.

Дiйсно, при умовах теореми 1 функцiї un∗ (ψ) при всiх натуральних n є обмеженими за
нормою сталою d на торi T∞, що випливає з нерiвностей

∥un∗ (ψ)∥0 ≤ ∥u0∗(ψ)∥0
n∑
i=0

(
Kξ

γ
)i ≤ ∥u0∗(ψ)∥0

∞∑
i=0

(
Kξ

γ
)i ≤ εKF

γ −Kξ
≤ d.

Крiм того, при всiх n = 2, 3, 4, . . . справджуються нерiвностi, аналогiчнi до оцiнки (16):

∥un∗ (ψ)∥ ≤
{
∆∗ +

K(dL2 + ξ)

γ
Kn−1

∗

}
∥ψ − ψ̄∥

1
2 = Kn

∗ ∥ψ − ψ̄∥
1
2 ,

де Kn
∗ – додатнi сталi. Отже, функцiї un(ψ) при всiх натуральних n задовольняють

вiдносно ψ на торi T∞ умову Гельдера з показником 1
2
, тобто є рiвномiрно неперервними
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по ψ. Бiльше того, цi функцiї є рiвностепенево неперервними по ψ вiдносно n при умовi,
що K(dL2 + ξ) < γ, що випливає з рiвностей

Kn+1
∗ −Kn

∗ =
K(dL2 + ξ)

γ
(Kn

∗ −Kn−1
∗ ), n = 1, 2, 3, . . . .

Iнварiантний тор Tn
∗ вкритий траєкторiями розв’язкiв xn∗ (t, ψ) рiвняння (17), що

залежать вiд параметра ψ ∈ T∞ i визначаються рiвностями

xn∗ (t, ψ) = un∗ (ωt+ψ) =

∫ t

−∞
Ωt
τ (ψ){P (ωτ +ψ, un−1

∗ (ωτ +ψ))un−1
∗ (ωτ +ψ)+ εf(ωτ +ψ)}dτ.

Це означає, що для всiх t ∈ R1, ψ ∈ T∞ справджується рiвнiсть

dun∗ (ωt+ ψ)

dt
= B(ωt+ψ)un∗ (ωt+ψ)+P (ωt+ψ, u

n−1
∗ (ωt+ψ))un−1

∗ (ωt+ψ)+εf(ωt+ψ). (18)

При цьому послiдовнiсть {un∗ (ψ)} (n = 0, 1, 2, 3, . . . ) рiвномiрно вiдносно ψ ∈ T∞ збiга-
ється до деякої рiвномiрно неперервної за нормою вiдносно ψ фунуцiї U∗(ψ), оскiльки
при всiх n = 1, 2, 3, . . . справджується нерiвнiсть

∥un+1
∗ (ψ)− un∗ (ψ)∥0 ≤

K(dL2 + ξ)

γ
∥un∗ (ψ)− un−1

∗ (ψ)∥0,

яка свiдчить про те, що при K(dL2 + ξ) < γ ця послiдовнiсть є фундаментальною
в повному просторi m, а отже, рiвномiрно вiдносно ψ ∈ T∞ збiжною. Перейшовши
до границi в рiвностi [18] при n → ∞, переконуємося, що функцiя U∗(ψ) визначає
iнварiантний тор T систем рiвнянь (13) або (14) i одночасно систем рiвнянь (1) або (2).

На завершення доведення надамо оцiнку точностi наближення функцiї U∗(ψ) фун-
кцiєю un∗ (ψ). Легко побачити, що для цього достатньо оцiнити залишковий член Rn

числового ряду

∥u0∗(ψ)∥0 +
∞∑
n=1

∥un∗ (ψ)− un−1
∗ (ψ)∥0.

Врахувавши, що нерiвнiсть

∥u1∗(ψ)− u0∗(ψ)∥0 ≤
K2ξFε

γ2
= C∗ = const > 0

веде до iндуктивної нерiвностi

∥un∗ (ψ)− un−1
∗ (ψ)∥0 ≤

(
K(dL2 + ξ)

γ

)n−1

C∗,

i позначивши дрiб K(dL2+ξ)
γ

черз p, отримаємо шукану оцiнку

Rn =
∞∑
i=n

∥ui∗(ψ)− ui−1
∗ (ψ)∥0 ≤ C∗ p

n−1

1− p
, (19)

оскiльки за умовою теореми p < 1. Аналогiчна оцiнка ∥x(t, ψ) − xn(t, ψ)∥ ≤ C∗ pn−1

1−p
виконується i для розв’язкiв x(t, ψ) = U∗(ωt+ψ) та xn∗ (t, ψ) = un∗ (ωt+ψ) систем рiвнянь
(2) та (17) вiдповiдно, що завершує доведення теореми 1.
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Зауваження 1. Iснуванання iнварiантного тору системи рiвнянь (1) забезпечується
iснуванням матрицi B(φ) з вказаними вище властивостями. Така матриця може iсну-
вати не одна. Тому ця система може мати й iншi iнварiантнi тори, окрiм тору T.

Надалi вважатимемо, що A(φ, x), B(φ), та f(φ) задовольняють посиленi умови Кошi-
Лiпшиця вiдносно φ з коефiцiєнтами L∗

2(m), L∗
1(m) та L∗(m) вiдповiдно, якщо кожен з

них прямує до нуля при m→ ∞ i справджуються нерiвностi

∥A(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . , x)− A(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . , x̄)∥ ≤

≤ L∗
2(m)(sup{|φm+1 − φm+1|, |φm+2 − φm+2|, . . . }+ ∥x− x̄∥),

∥B(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . )−B(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . )∥ ≤

≤ L∗
1(m) sup{|φm+1 − φm+1|, |φm+2 − φm+2|, . . . },

∥f(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . )− f(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . )∥ ≤

≤ L∗(m) sup{|φm+1 − φm+1|, |φm+2 − φm+2|, . . . },

де
(φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . ), (φ1, φ2, . . . , φm, φm+1, φm+2, . . . )

– довiльнi точки з T∞, першi m вiдповiдних координат яких попарно спiвпадають,
{x, x̄} ⊂ D.

Очевидно, що при m = 0 цi умови перетворюються у звичайнi умови Кошi-Лiпшиця,
якi були використанi при доведеннi теореми 1, якщо покласти L∗(0) = L, L∗

1(0) = L1, та
L∗
2(0) = L2.

Тепер повернемося до системи рiвнянь (17) i розглянемо вiдповiдну їй укорочену
вiдносно φ до m-го порядку, тобто визначену на m-вимiрному торi Tm, систему рiвнянь
виду

dx

dt
= B(ω(m)t+ ψ(m))x+ P (ω(m)t+ ψ(m), un−1

∗ (ω(m)t+ ψ(m)))un−1
∗ (ω(m)t+ ψ(m))+

+εf(ω(m)t+ ψ(m)), (20)

де
ψ(m) = (ψ1, ψ2, . . . , ψm, 0, 0, 0, . . . ), ω

(m) = (ω1, ω2, . . . , ωm, 0, 0, 0, . . . ).

Очевидно, що матрицант Ωt
τ (ψ

(m)) однорiдної системи dx
dt

= B(ω(m)t+ψ(m))x задовольняє
нерiвнiсть (5), де K та γ не залежать вiд t, τ та будь-якого натурального числа m . Тодi
система (20) має iнварiантний тор Tn,m

∗ , що породжується функцiєю

un∗ (ψ
(m)) =

∫ 0

−∞
Ω0
τ (ψ

(m)){P (ω(m)τ + ψ(m), un−1
∗ (ω(m)τ + ψ(m)))un−1

∗ (ω(m)τ + ψ(m))+

+εf(ω(m)τ + ψ(m))}dτ,

i сiм’ю розв’язкiв xn∗ (t, ψ
(m)), якi залежать вiд параметра ψ(m) ∈ Tm, траєкторiї яких

належать цьому iнварiантному тору:

xn∗ (t, ψ
(m)) = un∗ (ω

(m)t+ ψ(m)) =
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=

∫ t

−∞
Ω0
τ (ψ

(m)){P (ω(m)τ + ψ(m), un−1
∗ (ω(m)τ + ψ(m)))un−1

∗ (ω(m)τ + ψ(m))+

+εf(ω(m)τ + ψ(m))}dτ.

Покажемо тепер, що послiдовнiсть функцiй {un∗ (ψ(m))} при m → ∞ збiгається до
функцiї un∗ (ψ) в сенсi норми рiвномiрно вiдносно ψ ∈ T∞. Дiйсно, пiдставивши ψ(m) у
вираз un∗ (ψ) замiсть ψ̄, згiдно доведення теореми 1 отримаємо оцiнку

∥un∗ (ψ)− un∗ (ψ
(m))∥ ≤ Kn

∗ (m)2
√
π,

причому limn→∞Kn
∗ (m) = 0, що випоиває з посилених умов Кошi-Лiпшиця, накладених

на матрицi A(φ, x), B(φ), та функцiю f(φ). Тодi рiвномiрно вiдносно t ∈ R1

∥un∗ (ωt+ ψ)− un∗ (ω
mt+ ψ(m))∥ ≤ Kn

∗ (m)2
√
π,

тобто послiдовнiсть xn∗ (t, ψ(m)) розв’язкiв рiвняння (20) рiвномiрно вiдносно t ∈ R1 збi-
гається до розв’язку xn∗ (t, ψ) рiвняння (17).

Нагадаємо, що векторну функцiю називають майже-перiодичною або квазiперiоди-
чною, якщо такими є всi її координати. Зрозумiло, що функцiї xn∗ (t, φ(m)) при всiх на-
туральних m є квазiперiодичними. У цьому разi функцiї xn∗ (t, φ) є майже-перiодичними
при всiх натуральних n. Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю майже-перiодичних розв’яз-
кiв x(t, ψ), траєкторiї яких покривають її iнварiантний тор T.

Сформулюємо тепер основний результат цiєї статтi.

Теорема 2. Припустимо, що для системи рiвнянь (1) виконуються всi умови теореми
1, причому матрицi A(φ, x), B(φ) та функцiя f(φ) задовольняють посиленi умови Кошi-
Лiпшиця вiдносно φ ∈ T∞.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю майже-перiодичних у сенсi Бора розв’язкiв x(t, ψ),
залежних вiд параметра ψ ∈ T∞, кожен з яких рiвномiрно вiдносно ψ можна наблизити
iз наперед заданою точнiстю квазiперiодичним розв’язком xn∗ (t, ψ

(m)) системи рiвнянь
(20).

Зауваження 2. Наближати розв’язок x(t, ψ) системи (1) розв’язком xn∗ (t, ψ
(m)) з напе-

ред заданою точнiстю можна рiзними способами щодо обрання числа n з рiвностi (19)
та порядку укорочення m. Вiдмiтимо, що константи Kn

∗ (m) одержано конструктивним
шляхом i процес їх вiдшукання можна реалiзувати на комп’ютерi.
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It is well-known that many applied problems in different areas of mathematics, physics, and
technology require research into questions of existence of oscillating solutions for differential
systems, which are their mathematical models. This is especially true for the problems of
celestial mechanics. Novadays, by oscillatory motions in dynamical systems, according to V. V.
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Nemitsky, we call their recurrent motions. As it is known from Birkhoff theorem, trajectories
of such motions contain minimal compact sets of dynamical systems. The class of recurrent
motions contains, in particular, both quasi-periodic and almost-periodic motions. There are
renowned fundamental theorems by Amerio and Favard related to existence of almost-periodic
solutions for linear and non-linear systems. It is also of interest to research the behavior of a
dynamical system’s motions in a neighborhood of a recurrent trajectory. It became understood
later, that the question of existence of such trajectories is closely related to existence of invariant
tori in such systems, and the method of Green-Samoilenko function is useful for constructing
such tori. Here we consider a non-linear system of differential equations defined on Cartesian
product of the infinite-dimensional torus T∞ and the space of bounded number sequences m.
The problem is to find sufficient conditions for the given system of equations to possess a
family of almost-periodic in the sense of Bohr solutions, dependent on the parameter ψ ∈ T∞,
every one of which can be approximated by a quasi-periodic solution of some linear system of
equations defined on a finite-dimensional torus.


