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Â äàíié ðîáîòi ïðîäîâæóþòüñÿ äîñëiäæåííÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ ïàðàìè Ãàíà i íàðiçíî íå-

ïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, ùî áóëè ðîçïî÷àòi Â. Ê. Ìàñëþ÷åíêîì. Ïàðà ôóíêöié (g, h), ùî

âèçíà÷åíi íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði íàçèâà¹òüñÿ ïàðîþ Ãàíà, ÿêùî g ≤ h, g íàïiâíåïå-

ðåðâíà çâåðõó i h íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó. Êàæóòü, ùî ïàðà Ãàíà (g, h) ïîðîäæåíà äåÿêîþ

ôóíêöi¹þ f , ùî çàëåæèòü âiä äâîõ çìiííèõ, ÿêùî iíôiìóì âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiä

ôóíêöi¨ f ðiâíèé g, à ñóïðåìóì � h. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîñêîíàëî íîðìàëü-

íîãî ïðîñòîðó X i íåïñåâäîêîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y êîæíà ïàðà Ãàíà íà X ïîðîäæó¹òüñÿ

äåÿêîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà X×Y . À òàêîæ, äëÿ äîâiëüíîãî äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî

ïðîñòîðó X i ïðîñòîðó Y , ÿêèé ìà¹ íåðîçðiäæåíó êîìïàêòèôiêàöiþ êîæíà ïàðà Ãàíà íà

X ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêîþ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà X × Y .
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âëàñòèâiñòü ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ äëÿ íîðìàëüíîñòi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó. Â íåäàâíié
ðîáîòi [3] áóëî çàïðîïîíîâàíî òàêîãî ñîðòó ïàðè ôóíêöié íàçèâàòè ïàðàìè Ãàíà. Òî÷íi-
øå, ïàðîþ Ãàíà íà ïðîñòîði X â [3] íàçèâà¹òüñÿ ïàðà (g, h) ôóíêöié g, h : X → R òàêèõ,
ùî g(x) ≤ h(x) íà X, äå g íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó i h íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó. Ìè áóäåìî
ðîçãëÿäàòè òàêîæ ïàðè Ãàíà çi çíà÷åííÿìè â R. Çîêðåìà, â ðîáîòi [3] áóëî ïîêàçàíî, ùî
äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ìíîæèíè Y i íåïåðåðâíî¨ âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ ôóíêöi¨ f : X × Y → R äâi ôóíêöi¨ ∧f ,∨f : X → R, ùî äiþòü çà ôîðìóëàìè

∧f (x) = inf
y∈Y

f(x, y) òà ∨f (x) = sup
y∈Y

f(x, y), äëÿ x ∈ X

óòâîðþþòü ïàðó Ãàíà íà ïðîñòîði X (ùî ïðàâäà, òàì âîíè ïîçíà÷àëèñÿ If òà Sf âiä-
ïîâiäíî). Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíêöiÿ f ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h), ÿêùî ∧f = g i
∨f = h. Áiëüøå òîãî, òàì áóëî äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî ïðî-
ñòîðó X ç íîðìàëüíèì êâàäðàòîì i äiàãîíàëëþ òèïó Gδ i äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè Ãàíà (g, h)

íà X òàêî¨, ùî g íåïåðåðâíà (÷è, âiäïîâiäíî, h íåïåðåðâíà) iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X × Y → R òàêà, ùî g(x) ≤ f(x, y) ≤ h(x) äëÿ (x, y) ∈ X × Y i ∨f = h

(÷è, âiäïîâiäíî ∧f = g). À òàêîæ, ó âèïàäêó, êîëè X òà Y ¹ âiäðiçêàìè â R ïîêàçàíî
iñíóâàííÿ òàêî¨ ôóíêöi¨, ùî ∧f = g i ∨f = h.

Òóò ìè óçàãàëüíþ¹ìî ðåçóëüòàòè ñòàòòi [3] íà çíà÷íî øèðøi êëàñè ïðîñòîðiâ, àëå
äëÿ ïàð Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó (òîáòî òàêèõ, ùî g i h ¹ ãðàíèöÿìè ìîíîòîííèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié). Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ Òîíãà [1] (äèâ. òàêîæ
[5, 1.7.15(c)]) êîæíà íàïiâíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà äîñêîíàëî íîðìàëüíîìó ïðîñòîði àâ-
òîìàòè÷íî ¹ ïàðîþ Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó. Îòæå, äëÿ äîñêîíàëî íîðìàëüíèõ ïðîñòîðiâ
îñíîâíi ðåçóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.

Òåîðåìà (A). ÍåõàéX � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið, Y � íåïñåâäîêîìïàêòíèé òîïî-

ëîãi÷íèé ïðîñòið i (g, h) ïàðà Ãàíà íà X. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R
òàêà, ùî ∧f = g i ∨f = h.

Òåîðåìà (B). Íåõàé X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

ÿêèé ìà¹ íåðîçðiäæåíó êîìïàêòèôiêàöiþ i (g, h) ïàðà Ãàíà íà X. Òîäi iñíó¹ íàðiçíî

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R òàêà, ùî ∧f = g i ∨f = h.

1 Iíäåêñ äîñêîíàëî¨ íîðìàëüíîñòi òà óçàãàëüíåííÿ òåîðåì Òîíãà i

Áóðáàêi

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ
íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà γ > f(x0)

(÷è, âiäïîâiäíî, γ < f(x0)) iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 òàêèé, ùî f(x) < γ (÷è, âiäïîâiä-
íî, f(x) > γ) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U . Ôóíêöiþ f íàçèâàòèìåìî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó

(çíèçó), ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ â êîæíié òî÷öi x ∈ X. Ïîçíà÷àòèìåìî I = [0; 1]. Íà âiäðiçêó I
çàâæäè ðîçãëÿäàòèìåìî òîïîëîãiþ, iíäóêîâàíó ç R. ßê äîáðå âiäîìî, iñíó¹ íåïåðåðâíèé
çðîñòàþ÷èé ãîìåîìîðôiçì ` : R → I. Éîãî ìîæíà âèçíà÷èòè, íàïðèêëàä, çà ïðàâèëîì
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`(x) = 1
2
·
(

x
|x|+1

+ 1
)
, `(−∞) = 0, `(+∞) = 1. Öåé ãîìåîìîðôiçì íàçèâàòèìåìî îáìåæó-

âàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîçâîëÿ¹ çâîäèòè âèâ÷åííÿ R-çíà÷íèõ
íàïiâíåïåðåðâíèõ ôóíêöié äî âèâ÷åííÿ I-çíà÷íèõ íàïiâíåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ` : R → I � îáìåæóâàëüíå ïåðåòâî-

ðåííÿ. Ôóíêöiÿ f : X → R áóäå íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè òàêîþ áóäå êîìïîçèöiÿ ` ◦ f : X → I.

Ñóêóïíiñòü óñiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí X ïîçíà÷àòèìåìî CX . Ïiäìíîæèíà U òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ u : X → I òàêà, ùî U = u−1

(
(0; 1]

)
. Ñèìâîëîì TX (âiäïîâiäíî T 0

X) ïîçíà÷àòè-
ìåìî ñóêóïíiñòü óñiõ (ôóíêöiîíàëüíî) âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí X. ßê âiäîìî, T1-ïðîñòið
X áóäå öiëêîì ðåãóëÿðíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi ìíîæèíè
óòâîðþþòü áàçó X. Äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ïîêëàäåìî

pn(X) = min
{
m ≥ ℵ0 : ∀G ∈ TX ∃U ⊆ T 0

X

∣∣∣ G =
⋃
U i |U| ≤ m

}
Êàðäèíàëüíå ÷èñëî pn(X) íàçèâàòèìåìî iíäåêñîì äîñêîíàëî¨ íîðìàëüíîñòi X. Çðî-
çóìiëî, ùî äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ðiâíiñòü pn(X) = ℵ0 ðiâíîñèëüíà äîñêî-
íàëié íîðìàëüíîñòi X, àäæå T 0

X iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çëi÷åííèõ îá'¹äíàíü. Çðîçóìiëî,
ùî äëÿ T1-ïðîñòîðó êîæíà ìíîæèíà ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ïåðåòèíó äåÿêî¨ ñè-
ñòåìè âiäêðèòèõ ìíîæèí. Òîìó äëÿ äîâiëüíîãî T1-ïðîñòîðó X ìîæíà ââåñòè íàñòóïíó
êàðäèíàëüíó õàðàêòåðèñòèêó [6]

Ψ(X) = min
{
m ≥ ℵ0 : ∀F ∈ CX ∃U ⊆ TX

∣∣∣ F =
⋂
U i |U| ≤ m

}
Ìè íàçèâàòèìåìî öå êàðäèíàëüíå ÷èñëî iíäåêñîì äîñêîíàëîñòi X, àäæå ðiâíiñòü
Ψ(X) = ℵ0 îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið X ¹ äîñêîíàëèì. ßê çâè÷àéíî, ñèìâîëàìè hl(X) òà
w(X) ïîçíà÷àòèìåìî ñïàäêîâå ÷èñëî Ëiíäåëåôà òà âàãó òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîá-
òî

hl(X) = min
{
m ≥ ℵ0 : ∀U ⊆ TX ∃V ⊆ TX

∣∣∣ ⋃U =
⋃
V i |V| ≤ m

}
,

w(X) = min
{
m ≥ ℵ0 : ∃B ⊆ TX , |B| ≤ m ∀G ∈ TX ∃BG ⊆ B

∣∣∣ G =
⋃
BG
}
.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi

Ψ(X) ≤ pn(X) ≤ hl(X) ≤ w(X). Áiëüøå òîãî, ÿêùî X íîðìàëüíèé, òî pn(X) = Ψ(X).

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü hl(X) ≤ w(X) ¹ äîáðå âiäîìîþ [5], à íåðiâíiñòü pn(X) ≤ hl(X)

íåãàéíî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü. Ïîêàæåìî, ùî Ψ(X) ≤ pn(X). Íåõàé p = pn(X). Âiçüìåìî
çàìêíåíó ìíîæèíó F â X. Ïîêëàäåìî G = X \F . Ç îçíà÷åííÿ pn(X) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹
ñiì'ÿ (Us)s∈S ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí Us â X òàêà, ùî |S| = p i G =

⋃
s∈s

Us.

Âèáåðåìî òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ us : X → I, ùî Us = u−1s
(
(0; 1]

)
. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi

ìíîæèíè Vs,n = u−1s
(
[0; 1

n
)
)
. Òîäi

X \
⋂

(s,n)∈S×N

Vs,n =
⋃

(s,n)∈S×N

X \ Vs,n =
⋃
s∈S

∞⋃
n=1

u−1s
(
[ 1
n
; 1]
)

=
⋃
s∈S

u−1s
(
(0; 1]

)
=
⋃
s∈S

Us = G.
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À çíà÷èòü, F = X \ G =
⋂

(s,n)∈S×N
Vs,n. Îòæå, âðàõóâàâøè, ùî |S × N| = p · ℵ0 = p,

îäåðæèìî, ùî Ψ(X) ≤ p.
Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî X íîðìàëüíèé i äîâåäåìî ðiâíiñòü Ψ(X) = pn(X). Íåõàé

n = Ψ(X). Äîñèòü ïîêàçàòè, ùî pn(X) ≤ n. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó G âX. Íåõàé
F = X \ G. Ç îçíà÷åííÿ Ψ(X) ìà¹ìî, ùî iñíó¹ òàêà ñiì'ÿ (Gs)s∈S âiäêðèòèõ ìíîæèí,
ùî F =

⋂
s∈S

Gs i |S| = n. Ç ëåìè Óðèñîíà [5, 1.5.11] îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S

iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ us : X → I òàêà, ùî us(x) = 0 ïðè x ∈ F i us(x) = 1 ïðè
x ∈ X \ Gs. Òîäi ìíîæèíè Us = u−1s

(
(0; 1]

)
¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè. Âðàõóâàâøè,

ùî X \Gs ⊆ Us ⊆ G ìàòèìåìî, ùî

G = X \ F = X \
⋂
s∈S

Gs =
⋃
s∈S

X \Gs ⊆
⋃
s∈S

Us ⊆ G.

À òîìó G =
⋃
s∈S

Us. Îòæå, îñêiëüêè |S| = n, òî pn(X) ≤ n.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i p = pn(X). Òîäi

(sc)p äëÿ äîâiëüíî¨ íàïiâíåïåðåðâíî¨ çíèçó (çâåðõó) ôóíêöi¨ f : X → R iñíó¹ ñiì'ÿ

(fs)s∈S íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fs : X → R òàêèõ, ùî |S| = p i f(x) = sup
s∈S

fs(x) (÷è,

âiäïîâiäíî, f(x) = inf
s∈S

fs(x)) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X.

Áiëüøå òîãî, ÿêùî X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i äëÿ ïåâíîãî m ≥ ℵ0 âèêîíó¹-

òüñÿ (sc)m, òî X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì i pn(X) ¹ íàéìåíøèì ç òàêèõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë

m ≥ ℵ0, ùî çàäîâîëüíÿþòü (sc)m.

Äîâåäåííÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî òiëüêè âèïàäîê íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó ôóíêöié (äðóãèé
âèïàäîê îäåðæó¹òüñÿ çàìiíîþ f íà −f).

Ïåðåâiðèìî (sc)p. Íåõàé T � äåÿêà ìíîæèíà ïîòóæíîñòi p. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó íàïiâíå-
ïåðåðâíó çíèçó ôóíêöiþ f . Çà òâåðäæåííÿì 1 ìîæíà ââàæàòè, ùî f : X → I. Ïîêëàäåìî
S = I ∩Q. Âiçüìåìî s ∈ S. Ïîçíà÷èìî Gs = f−1

(
(s; 1]

)
. Îñêiëüêè |T | = pn(X), òî iñíó¹

ñiì'ÿ (Us,t)t∈T ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí Us,t òàêà, ùî Gs =
⋃
t∈T

Us,t. Ðîçãëÿíåìî

íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ us,t : X → I òàêi, ùî Us,t = u−1s,t
(
(0; 1]

)
. Ïîêëàäåìî P = S × T × N.

Äëÿ äîâiëüíîãî p = (s, t, n) ∈ P âèçíà÷èìî ôóíêöiþ fp : X → [0; t] ïîêëàäàþ÷è

fp(x) = min
{
s, n · us,t(x)

}
, x ∈ X.

Çðîçóìiëî, ùî fp(x) ≤ f(x), à çíà÷èòü, sup
p∈P

fp(x) ≤ f(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X.

Äîâåäåìî çâîðîòíó íåðiâíiñòü. Çàôiêñó¹ìî x ∈ X. ßêùî f(x) = 0, òî âñå çðîçóìiëî.
Íåõàé f(x) > 0. Âiçüìåìî γ < f(x). Âèáåðåìî s ∈ S ç γ < s < f(x). Òîäi x ∈ Gs. Îòæå,
iñíó¹ t ∈ T òàêå, ùî x ∈ Us,t. Òîäi us,t(x) > 0. Çíà÷èòü, iñíó¹ íîìåð n ∈ N òàêèé, ùî
n · us,t(x) > s. Òîäi äëÿ p = (s, t, n) ìàòèìåìî, ùî fp(x) = s > γ.

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè, ùî sup
p∈P

fp(x) = f(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Âðàõóâàâøè,

ùî |P | = |S| · |T | · |N| = ℵ0 · p · ℵ0 = p, îäåðæó¹ìî (sc)p.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ïîçíà÷èìî

n = min
{
m ≥ ℵ0 : (sc)m

}
.

Îñêiëüêè âëàñòèâiñòü (sc)p âèêîíó¹òüñÿ, òî n ≤ p Äîâåäåìî, ùî p ≤ n. Âiçüìåìî âiä-
êðèòó ìíîæèíó G â X i ðîçãëÿíåìî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ f = 1G. Òîäi f ¹
íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó, à òîìó iñíó¹ ñiì'ÿ (fs)s∈S íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fs : X → R
òàêèõ, ùî |S| ≤ m i f(x) = sup

s∈S
fs(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Â òàêîìó ðàçi, ìíîæèíè

Us = f−1s
(
(0; 1]

)
áóäóòü ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè, ïðè÷îìó G =

⋃
s∈S

Us. Îòæå, X �

öiëêîì ðåãóëÿðíèé i n ≤ p.

Ôóíêöiþ f íàçèâàòèìåìî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó), ÿêùî
iñíó¹ ñiì'ÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fs : X → R òàêèõ, ùî f(x) = inf

s∈S
fs(x) (÷è âiäïî-

âiäíî, f(x) = sup
s∈S

fs(x)) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. ßêùî, êðiì òîãî, |S| = m òî êàçàòèìåìî,

ùî f ¹ m-ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó). ßêùî m = ℵ0, òî ôóíêöiþ
f íàçèâàòèìåìî çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó).

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (çíèçó) ôóíêöiÿ ¹ íà-
ïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó). Äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ ñïðàâåäëèâî i îáåð-
íåíå òâåðäæåííÿ, ÿêå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1

Íàñëiäîê 1 (Áóðáàêi [7]). T1-ïðîñòið X áóäå öiëêîì ðåãóëÿðíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

êîæíà íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (çíèçó) ôóíêöiÿ f : X → R ¹ ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïå-

ðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó) ôóíêöi¹þ.

Ïðè p = ℵ0 îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê ç òåîðåìè 1.

Íàñëiäîê 2 (Òîíã [1], Êàòåòîâ [2]). T1-ïðîñòið X áóäå äîñêîíàëî íîðìàëüíèì òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (çíèçó) ôóíêöiÿ f : X → R ¹ çëi÷åííî

ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó) ôóíêöi¹þ.

Äåòàëüíiøå ïðî iñòîðiþ öèõ ðåçóëüòàòiâ i êîðîòêi âêàçiâêè äî ¨õ äîâåäåííÿ ¹ òàêîæ
â [5, 1.17.15]

2 Íàïiâíåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Y òàêà, ùî fn(x)→ f(x) ïðè n→∞
äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Êàæóòü, ùî f ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à (àáî iíàêøå
Fσ-âèìiðíîþ), ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â Y ìíîæèíè G ïðîîáðàç f−1(G) ¹ Fσ-
ìíîæèíîþ â X. ßê âiäîìî, äëÿ äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó Y êîæíà ôóíêöiÿ
ïåðøîãî êëàñó Áåðà ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � íîðìàëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → R. Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:
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(i) f çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó;

(ii) iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R òàêà, ùî

f(x) = lim
n→∞

fn(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X;

(iii) äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R ìíîæèíà Gt = f−1
(
(t; +∞]

)
¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà;

(iv) f ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà;

(v) äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R ìíîæèíà Gt = f−1
(
(t; +∞]

)
¹ âiäêðèòà i òèïó Fσ.

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ, ùî

(i)⇔ (ii)⇔ (iii)⇒ (iv)⇒ (v).

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåííÿì 1 ìîæíà ââàæàòè, ùî
f : X → I. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê, êîëè X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

(i) ⇒ (ii). Îñêiëüêè f ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó, òî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : X → I òàêà, ùî f(x) = sup

n∈N
gn(x) äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ X. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ fn : X → I, ùî âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè fn(x) = max
k≤n

gk(x) äëÿ

x ∈ X òà n ∈ N. Òîäi öi ôóíêöi¨ çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ (ii).
(ii)⇒ (iii). Íåõàé fn : X → I òàêi ÿê â (ii) i t ∈ I. Ïîêëàäåìî

ut,n(x) = max
{

0, fn(x)− t
}

äëÿ x ∈ X i n ∈ N.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi ìíîæèíè Ut,n = u−1t,n
(
(0; 1]

)
. Òîäi

Ut,n =
{
x ∈ X : ut,n(x) > 0

}
=
{
x ∈ X : fn(x) > t

}
,

à òîìó, îñêiëüêè f(x) = sup
n∈N

fn(x), òî

∞⋃
n=1

Ut,n =
{
x ∈ X : ∃n ∈ N

∣∣∣ fn(x) > t
}

=
{
x ∈ X : f(x) > t

}
= Gt.

Îòæå, îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí ¹ ôóíêöiî-
íàëüíî âiäêðèòîþ, òî âèêîíó¹òüñÿ (iii).

(iii)⇒ (i). Ïîêëàäåìî T = I∩Q. Äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T âèáåðåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ
ut : X → I òàêó, ùî Gt = u−1t

(
(0; 1]

)
. Ïîêëàäåìî

gt,n(x) = min
{

1, n · ut(x)
}

äëÿ x ∈ X, t ∈ T, n ∈ N.

Òîäi gt,n(x) ≤ t < f(x) äëÿ x ∈ Gt i gt,n(x) = 0 ≤ f(x) äëÿ x ∈ X \ Gt. Òàêèì ÷èíîì,
sup

t∈T,n∈N
gt,n(x) ≤ f(x). Äîâåäåìî çâîðîòíó íåðiâíiñòü. Âiçüìåìî x ∈ X i γ < f(x). Òîäi

iñíó¹ t ∈ T òàêå, ùî γ < t < f(x). Òîäi x ∈ Gt, à çíà÷èòü, ut(x) > 0. Îòæå, iñíó¹
n ∈ N òàêå, ùî n · ut(x) > t. Â òàêîìó ðàçi gt,n(x) = t > γ. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

sup
t∈T,n∈N

gt,n(x) ≥ f(x). Òàêèì ÷èíîì, (i) âèêîíó¹òüñÿ, àäæå ìíîæèíà T × N çëi÷åííà.
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Îòæå, ìè ïåðåâiðèëè, ùî
(i)⇔ (ii)⇔ (iii).

(ii)⇒ (iv). Î÷åâèäíî.
(iv) ⇒ (v). Âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà çi çíà÷åííÿìè

ó äîñêîíàëî íîðìàëüíîìó ïðîñòîði íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à.
Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè iìïëiêàöiþ (v)⇒ (iii) äëÿ íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X. Íåõàé

t ∈ I. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíîæèí Ft,n òàêó, ùî Gt =
∞⋃
n=1

Ft,n. Äàëi çà

ëåìîþ Óðèñîíà [5] iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ut,n : X → I òàêi, ùî ut,n(x) = 0 ïðè
x ∈ X \ Gt i ut,n(x) = 1 ïðè x ∈ Ft,n. Òîìó, äëÿ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí

Ut,n = u−1t,n
(
(0; 1]

)
âèêîíó¹òüñÿ, ùî

∞⋃
n=1

Ut,n = Gt. Îòæå, Gt ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà.

Çàìiíþþ÷è f íà −f âñòàíîâëþ¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � íîðìàëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → R. Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i)′ f çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó;

(ii)′ iñíó¹ ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R òàêà, ùî

f(x) = lim
n→∞

fn(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X;

(iii)′ äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R ìíîæèíà Gt = f−1
(
[−∞; t)

)
¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà;

(iv)′ f ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

(v)′ äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ R ìíîæèíà Gt = f−1
(
[−∞; t)

)
¹ âiäêðèòà i òèïó Fσ.

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ, ùî

(i)′ ⇔ (ii)′ ⇔ (iii)′ ⇒ (iv)′ ⇒ (v)′.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî íîðìàëüíiñòü â ïîïåðåäíié òåîðåìi âiäêèíóòè íå
ìîæíà.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé ìíîæèíà P = R × [0; +∞) íàäiëåíà òîïîëîãi¹þ, ùî ïîðîäæåíà

áàçîþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòèõ ïðÿìîêóòíèêiâ (a; b) × (c; d) ⊆ P à òàêîæ ìíîæèí

âèãëÿäó
(
(a; b)×(0; d)

)
∪
{

(x, 0)
}
ç a < x < b. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ f çàìêíåíî¨

ìíîæèíè F =
{

( 1
n
, 0) : n ∈ N

}
¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó

Áåðà, ÿêà íå ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî Fn =
{

( 1
k
, 0) : k = 1, 2, . . . , n

}
i Un =

n⋃
k=1

(
1
k
− 1

n
; 1
k

+ 1
n

)
×
[
0; 1

n

)
.

Îñêiëüêè Un âiäêðèòi â åâêëiäîâié òîïîëîãi¨ íà P , òî iñíóþòü ôóíêöi¨ fn : P → I, ÿêi
íåïåðåðâíi âiäíîñíî åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ íà P i òàêi, ùî fn(p) = 1 äëÿ p ∈ Fn i fn(p) = 0

äëÿ p ∈ P \ Un. Àëå åâêëiäîâà òîïîëîãiÿ ñëàáøà çà òîïîëîãiþ P , òîìó fn íåïåðåðâíi íà
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P . Êðiì òîãî, ëåãêî áà÷èòè, ùî fn(p) → f(p) äëÿ êîæíîãî p ∈ P . Îòæå, f ¹ ôóíêöi¹þ
ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Ïîêàæåìî, ùî f íå ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó. Ïðèïóñòèìî,
ùî öå íå òàê i iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ gn : P → R òàêi, ùî f(p) = inf

n∈N
gn(p) äëÿ

êîæíîãî p ∈ P . Ïîçíà÷èìî p0 = (0, 0). Îñêiëüêè f(p0) = inf
n∈N

gn(p0) = 0 < 1
2
, òî iñíó¹

n ∈ N òàêå, ùî gn(p0) <
1
2
. Ç íåïåðåðâíîñòi gn âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé îêië U0 òî÷êè p0

â P òàêèé, ùî gn(p) < 1
n
äëÿ p ∈ U0. Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ íà P âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ε > 0

òàêå, ùî U =
(
(−ε; ε)×(0; ε)

)
∪{p0} ⊆ U0. Äàëi âèáåðåìî k > n òàêå, ùî 1

k
< ε. Ïîçíà÷èìî

p1 = ( 1
k
, 0). Îñêiëüêè gn(p1) ≥ f(p1) = 1 > 1

2
, òî iñíó¹ òàêèé îêië U1 òî÷êè p1 òàêèé, ùî

gn(p) > 1
2
äëÿ p ∈ U1. Âèáåðåìî δ ∈ (0; ε) òàêå, ùî V =

(
( 1
k
−δ; 1

k
+δ)×(0; δ)

)
∪{p1} ⊆ U1.

Ïîêëàäåìî p2 = ( 1
k
, δ
2
). Çðîçóìiëî, ùî p2 ∈ U ∩ V , à çíà÷èòü, f(p2) <

1
2
< f(p2), ùî

íåìîæëèâî.

Ïðîñòið X, ùî ïîáóäîâàíèé ïðèêëàäi 1 ¹ ãàóñäîðôîâèé, àëå íàâiòü íå ðåãóëÿðíèé.
Ðåöåíçåíò çàïðîïîíóâàâ ïðèêëàä, ÿêèé, òàêå âðàæåííÿ, äà¹ ïîçèòèâíó âiäïîâiäü íà öå
ïèòàííÿ. À ñàìå, ïðèêëàäîì òàêî¨ ôóíêöi¨ áóäå õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè
Q × {0} â êëàñè÷íié ïëîùèíi Íåìèöüêîãî P. Ùîïðàâäà, éîãî ìiðêóâàííÿ âèìàãàþòü
ïîÿñíåííÿ òîãî, ùî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : P → R íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
âiäíîñíî åâêëiäîâî¨ òîïîëîãi¨ íà P. Çàðàç ìè âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ ðåöåíçåíòà â äåùî
ìîäèôiêó¹ìî éîãî ïðèêëàä, ïåðåíiñøè éîãî íà êâàäðàò ïðÿìî¨ Çîð åíôðåÿ.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ìíîæèíà Z = L× L � êâàäðàò ïðÿìî¨ Çîð åíôðåÿ (äèâ. [5, 1.2.2]).

Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ f çàìêíåíî¨ ìíîæèíè F =
{

(x,−x) : x ∈ Q
}
¹ íàïiâ-

íåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêà íå ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî

íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, çàíóìåðó¹ìî Q = {qn : n ∈ N}. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòî-çàìêíåíi
ìíîæèíè Wn =

n⋃
k=1

[qk; qk + 1
n
) × [−qk;−qk + 1

n
). Çðîçóìiëî, ùî òîäi õàðàêòåðèñòè÷íi

ôóíêöi¨ fn ìíîæèíWn ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, ùî ïîòî÷êîâî ïðÿìóþòü äî f . Îòæå,
f ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó ôóíêöi¹þ, ÿêà íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Ïðèïóñòèìî, ùî f ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó. Òîäi iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : Z → R òàêèõ, ùî f(x) = inf

n∈N
gn(x) äëÿ

x ∈ X. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ hn(x) = min{1, g1(x), g2(x), . . . , gn(x)}, x ∈ X.
Òîäi hn : Z → [0; 1] ñïàäàþ÷è ïðÿìóþòü äî f . À çíà÷èòü, äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

h =
∞∑
n=1

1
2n
hn ìàòèìåìî, ùî F = h−1(1). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

En =
{
x ∈ R : h(x+ u,−x+ v) < 1− 1

n
äëÿ u, v ∈

[
0; 1

n

)}
.

Òîäi
∞⋃
n=1

En = R \Q. Îòæå, ç òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîðiþ âèïëèâà¹, ùî îäíà iç ìíîæèí

En ¹ äåñü ùiëüíîþ â R âiäíîñíî çâè÷àéíî¨ òîïîëîãi¨. Òîäi iñíóþòü a < b òàêi, ùî b−a < 1
n

i (a; b) ⊆ En. Âèáåðåìî äåÿêå x ∈ Q∩ (a; b). Îñêiëüêè h(x,−x) = 1, òî ç íåïåðåðâíîñòi h
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî (x − ε;x + ε) ⊆ (a; b) i f(x + u,−x + v) > 1 − 1

n
äëÿ
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äîâiëüíèõ u, v ∈ [0; ε). Âèáåðåìî òî÷êó y ∈ (a;x) ∩ En. Òîäi u = x − y ∈ [0; ε) ⊆ [0; 1
n
).

Òàêèì ÷èíîì, f(x,−y) = f(x,−x+u) > 1− 1
n
> f(y+u, y) = f(x, y), ùî íåìîæëèâî.

3 Ïàðè Ãàíà i åêñòðåìàëüíi ðîçøàðóâàííÿ

Ïàðó (g, h) íàçèâàòèìåìî ïàðîþ Ãàíà íà X, ÿêùî g, h : X → R, ïðè÷îìó g(x) ≤ h(x)

äëÿ x ∈ X, ôóíêöiÿ g íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó à ôóíêöiÿ h íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó.
Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z, ÿê çâè÷àéíî, ïîçíà÷àòèìåìî

fx(y) = fy(x) = f(x, y)

äëÿ x ∈ X i y ∈ Y . Ôóíêöiþ fx : Y → Z (âiäïîâiäíî fy : X → Z) íàçèâàþòü âåðòèêàëü-
íèì (ãîðèçîíòàëüíèì) ðîçøàðóâàííÿì ôóíêöi¨ f . Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : X×Y → R
åêñòðåìàëüíi ðîçøàðóâàííÿ ∧f ,∨f : X → R i ∧f ,∨f : Y → R ââîäÿòüñÿ íàñòóïíèì ÷è-
íîì:

∧f (x) = inf
y∈Y

f(x, y),∨f (x) = sup
y∈Y

f(x, y) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X,

∧f (y) = inf
x∈X

f(x, y),∨f (y) = sup
x∈X

f(x, y) äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y.

Ôóíêöiþ ∧f (âiäïîâiäíî ∧f ) íàçèâàòèìåìî ìiíiìàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì ôóíêöi¨ f âiä-
íîñíî ïåðøî¨ (äðóãî¨) çìiííî¨, à ôóíêöiþ ∨f (âiäïîâiäíî ∨f ) � ìàêñèìàëüíèì ðîçøàðó-

âàííÿì ôóíêöi¨ f âiäíîñíî ïåðøî¨ (äðóãî¨) çìiííî¨
ßê áóëî çàóâàæåíî â [3], ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå

Òâåðäæåííÿ (Âîëîøèí Ã. À., Ìàñëþ÷åíêî Â. Ê., Ìåëüíèê Â. Ñ. [3]). Íåõàé X � òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, f : X × Y → R � ôóíêöiÿ, ÿêà íå-

ïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, g = ∧f i h = ∨f . Òîäi (g, h) ¹ ïàðîþ Ãàíà.

Ïàðó Ãàíà (g, h) íà X íàçèâàòèìåìî

� ïàðîþ Ãàíà, ùî ïîðîäæåíà ôóíêöi¹þ f : X × Y → R, ÿêùî g = ∧f i h = ∨f ;

� ñêií÷åííîþ ïàðîþ Ãàíà, ÿêùî g, h : X → R;

� âiäîêðåìíîþ ïàðîþ Ãàíà, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R òàêà, ùî
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X;

� íåïåðåðâíîþ ïàðîþ Ãàíà, ÿêùî ôóíêöi¨ g òà h íåïåðåðâíi;

� ôóíêöiîíàëüíîþ ïàðîþ Ãàíà, ÿêùî ôóíêöi¨ g i h ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíi
çâåðõó i çíèçó âiäïîâiäíî;

� ïàðîþ Ãàíà òèïó m, ÿêùî ôóíêöi¨ g i h m-ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíi çâåðõó
i çíèçó âiäïîâiäíî;

� ïàðîþ Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó, ÿêùî ôóíêöi¨ g i h çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâ-
íåïåðåðâíi çâåðõó i çíèçó âiäïîâiäíî;
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� ïàðîþ Ãàíà ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî ôóíêöi¨ g i h íàëåæàòü äî ïåðøîãî êëàñó
Áåðà (òîáòî, ¹ ïîòî÷êîâèìè ãðàíèöÿìè ïîñëiäîâíîñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié);

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü i òâåðåðäæåííÿ 1.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ` : R→ I � îáìåæóâàëüíå ïåðåòâîðå-

ííÿ, (g, h) ¹ ïàðîþ Ãàíà íà X, g1 = `◦g i h1 = `◦h. Òîäi ôóíêöiÿ f : X×Y → R ïîðîäæó¹

ïàðó Ãàíà (g, h) â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ôóíêöiÿ f1 = ` ◦ f : X × Y → I
ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g1, h1).

Òåîðåìà 4 (Òîíã [1]). Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi

(i) ÿêùî (g, h) � ïàðà Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó íà X, òî (g, h) � âiäîêðåìíà ïàðà Ãàíà;

(ii) ÿêùî X íîðìàëüíèé, òî äëÿ êîæíî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) íà X iñíó¹ ïàðà Ãàíà çëi÷åí-

íîãî òèïó (g0, h0) íà X òàêà, ùî g(x) ≤ g0(x) ≤ h0(x) ≤ h(x) äëÿ x ∈ X;

(iii) T1-ïðîñòið X áóäå íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà ïàðà Ãàíà ¹ âiä-

îêðåìíîþ.

(iv) T1-ïðîñòið X áóäå äîñêîíàëî íîðìàëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíà ïàðà Ãàíà

(g, h) íà X ¹ ïàðîþ Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó.

Ïóíêò (i) ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç çàãàëüíîãî  ðàòêîâîãî ðåçóëüòàòó
[1, Theorem 1]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âiäîêðåìíó ïàðó Ãàíà òèïó m ìîæíà îõàðàêòåðèçó-
âàòè â òåðìiíàõ ôóíêöié, ùî ïîðîäæóþòü öþ ïàðó.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i m ≥ ℵ0. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) (g, h) ¹ âiäîêðåìíîþ ïàðîþ Ãàíà òèïó m;

(ii) iñíó¹ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Y ⊆ C(X,R) ïîòóæíîñòi ≤m, äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiÿ îá÷è-

ñëåííÿ f : X × Y → R, f(x, y) = y(x) äëÿ x ∈ X, y ∈ Y , ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà

(g, h).

(iii) iñíó¹ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Y ïîòóæíîñòi ≤m i íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨

ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).

(iv) iñíó¹ òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y çi ùiëüíiñòþ d(Y ) ≤ m i íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii) Îñêiëüêè (g, h) âiäîêðåìíà, òî iñíó¹ u ∈ C(X,R) òàêà, ùî
g ≤ u ≤ h. Íåõàé S � äåÿêà ìíîæèíà ïîòóæíîñòi m. Îñêiëüêè (g, h) ¹ ïàðîþ Ãàíà òèïó
m, òî iñíóþòü ôóíêöi¨ gs, hs ∈ C(X,R), s ∈ S, òàêi, ùî

g(x) = inf
s∈S

gs(x), h(x) = sup
s∈S

hs(x), äëÿ x ∈ X.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ vs, ws ∈ C(X,R), ïîêëàäàþ÷è

vs(x) = min
{
u(x), gs(x)

}
, ws(x) = max

{
u(x), hs(x)

}
, äëÿ x ∈ X.
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Òîäi, îñêiëüêè g ≤ u ≤ h, òî òàêîæ ìàòèìåìî, ùî

g(x) = inf
s∈S

vs(x), h(x) = sup
s∈S

ws(x), äëÿ x ∈ X.

Ïîêëàäåìî
Y =

{
vs : s ∈ S

}
∪
{
ws : s ∈ S

}
.

Çðîçóìiëî, ùî Y ⊆ C(X,R), ïðè÷îìó, çà òåîðåìîþ Ãåññåíáåðãà [4, Theorem 3.5], ìà¹ìî,
ùîm2 = m, à òîìó |Y | ≤ 2|S| = 2m ≤ m2 = m. Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè g ≤ vs ≤ u ≤ ws ≤ h

äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S, òî

g(x) = inf
y∈Y

y(x), h(x) = sup
y∈Y

y(x), äëÿ x ∈ X.

Òàêèì ÷èíîì, (ii) âèêîíó¹òüñÿ.
(ii) ⇒ (iii). Âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ îá÷èñëåííÿ íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨

çìiííî¨.
(iii)⇒ (iv). Äîñèòü ðîçãëÿíóòè äèñêðåòíó òîïîëîãiþ íà Y .
(iv) ⇒ (iii). Îñêiëüêè d(Y ) ≤ m, òî iñíóþòü ìíîæèíà Y0 ïîòóæíîñòi |Y0| = m i

ϕ : Y0 → Y òàêå, ùî ϕ(Y0) = Y . Òîäi ôóíêöiÿ f0 : X × Y0 → R, ùî äi¹ çà ïðàâèëîì
f0(x, y) = f

(
x, ϕ(y)

)
äëÿ x ∈ X i y ∈ Y0 ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i

ïîðîäæó¹ ïàðó (g, h).
(iii) ⇒ (i). Íåõàé S � ìíîæèíà ïîòóæíîñòi m. Îñêiëüêè |Y | ≤ m = |S| i Y 6= ∅, òî

iñíó¹ ñþð'¹êöiÿ η : S → Y . Ïîêëàäåìî us = fη(s) äëÿ s ∈ S. Òîäi ìàòèìåìî, ùî

g(x) = inf
y∈Y

f(x, y) = inf
s∈S

f
(
x, η(s)

)
= inf

s∈S
us(x),

h(x) = sup
y∈Y

f(x, y) = sup
s∈S

f
(
x, η(s)

)
= sup

s∈S
us(x),

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X, à òîìó (g, h) ¹ ïàðîþ Ãàíà òèïó m. Îñêiëüêè S 6= ∅, àäæå
|S| = m ≥ ℵ0, òî iñíó¹ s0 ∈ S. Òîäi, îñêiëüêè g ≤ us0 ≤ h, òî (g, h) ¹ âiäîêðåìíîþ ïàðîþ
Ãàíà.

Ç òåîðåì 4 i 5 íåãàéíî âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi.

(i) (g, h) ¹ ïàðîþ Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó;

(ii) (g, h) ¹ âiäîêðåìíîþ ïàðîþ Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó;

(iii) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R òàêà, ùî g(x) = inf
n∈N

fn(x) i

h(x) = sup
n∈N

fn(x);

(iv) iñíó¹ íåïîðîæíÿ íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà Y ⊆ C(X,R), äëÿ ÿêî¨ ôóíêöiÿ

îá÷èñëåííÿ f : X × Y → R, f(x, y) = y(x) äëÿ x ∈ X, y ∈ Y , ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà

(g, h);
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(v) iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × N→ R, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h);

(vi) iñíó¹ ñåïàðàáåëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y i íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).

Ç òåîðåìè 1 îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðóX âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

pn(X) = min
{
m ≥ ℵ0 : êîæíà ïàðà Ãàíà (g, h) íà X ¹ ïàðîþ Ãàíà òèïó m

}
À òîìó ç òåîðåì 1 i 5 íåãàéíî âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i p = pn(X). Òîäi

(Cx)p äëÿ äîâiëüíî¨ âiäîêðåìíî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) iñíó¹ ìíîæèíà Y ïîòóæíîñòi p i íåïå-

ðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ ôóíêöiÿ f : X × Y → Z, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà

(g, h).

Áiëüøå òîãî, ÿêùî X äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i äëÿ ïåâíîãî m ≥ ℵ0 âèêîíó¹òüñÿ
(Cx)m, òî X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì i pn(X) ¹ íàéìåíøèì ç òàêèõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë

m ≥ ℵ0, ùî çàäîâîëüíÿþòü (Cx)m.

4 R-ùiëüíi òà I-ùiëüíi ïðîñòîðè

Íåõàé X i T � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïðîñòið X íàçèâàòèìåìî T -ùiëüíèì, ÿêùî
iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → T òàêå, ùî f(X) = T . Äëÿ íàñ âàæëèâó ðîëü
âiäiãðàâàòèìóòü R-ùiëüíi òà I-ùiëüíi ïðîñòîðè. Îñêiëüêè R ãîìåîìîðôíèé äî (0; 1),
òî êîæíèé R-ùiëüíèé ïðîñòið ¹ I-ùiëüíèì. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî êîæíèé R-ùiëüíèé
ïðîñòið íå ¹ êîìïàêòíèì, à òîìó âiäðiçîê I ¹ I-ùiëüíèì, àëå íå ¹ R-ùiëüíèì. Íàãàäà¹ìî,
ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîêîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → R ¹ îáìåæåíîþ.

Òåîðåìà 6. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X áóäå R-ùiëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií íå ¹

ïñåâäîêîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñïî÷àòêó X ¹ R-ùiëüíèì. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R
òàêà, ùî f(X) = R. Òîäi f ¹ íåîáìåæåíîþ, à çíà÷èòü, X íå ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì.

Íåõàé òåïåð X íå ¹ ïñåâäîêîìïàêòíèì ïðîñòîðîì. Òîäi iñíó¹ íåîáìåæåíà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → R. Íå áóäå îáìåæåííÿì ââàæàòè, ùî f ≥ 0 (áî iíàêøå çàìiñòü ôóíêöi¨
f òðåáà ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ |f |).

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî iñíó¹ y0 ∈ R òàêå, ùî [y0; +∞) ⊆ f(X) i ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ g(x) = |f(x) − y0|, x ∈ X. Òîäi g : X → [0; +∞) ¹ íåïåðåðâíîþ ñþð'¹êöi¹þ.
Ïîêëàäåìî h(x) = g(x) sin g(x) äëÿ x ∈ X. Çðîçóìiëî, ùî h : X → R ¹ íåïåðåðâíîþ
ñþð'¹êöi¹þ, à òîìó X ¹ R-ùiëüíèì.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ R âèêîíó¹òüñÿ, ùî [y; +∞) 6⊆ f(X). Òîäi
çà iíäóêöi¹þ ìîæåìî ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâíiñòü (yn)∞n=0 òàêó, ùî

y0 = 0 i yn ∈
[
yn−1 + n; +∞

)
\ f(X) äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N.
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Â òàêîìó ðàçi, yn ↑ +∞ i yn /∈ f(X) äëÿ n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Un = f−1
(
[yn−1; yn]

)
.

Çðîçóìiëî, ùî Un âiäêðèòî-çàìêíåíi. Íåõàé

N =
{
n ∈ N : Un 6= ∅

}
.

Òîäi X =
⊔
n∈N

Un. Îñêiëüêè f íåîáìåæåíà, òî N íåñêií÷åííà. Òîìó iñíó¹ ái¹êöiÿ

ϕ : N → Q. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ψ : X → Q ïîêëàäàþ÷è ψ(x) = ϕ(n), ÿêùî x ∈ Un
äëÿ n ∈ N . Òîäi ψ ¹ íåïåðåðâíîþ ái¹êöi¹þ X íà Q, à çíà÷èòü, îáðàç ψ(X) ùiëüíèé â R.
Îòæå, X ¹ R-ùiëüíèì.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ íóëüâèìiðíèì, ÿêùî â íüîìó êî-
æíà òî÷êà ìà¹ áàçó ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ìíîæèí. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ
ðîçðiäæåíèì, ÿêùî êîæíà éîãî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹ içîëüîâàíó òî÷êó.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, ÿêèé íå ¹ íóëüâèìiðíèì. Òîäi

X ¹ I-ùiëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè X íå ¹ íóëüâèìiðíèì, òî iñíó¹ òî÷êà a ∈ X i ¨¨ îêië U , ÿêèé íå
ìiñòèòü âiäêðèòî-çàìêíåíèõ îêîëiâ òî÷êè a. Äàëi, ç òîãî, ùî X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì,
ìà¹ìî, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I, òàêà, ùî f(a) = 1 i f(x) = 0 ïðè
x ∈ X \U . Ïîêàæåìî, ùî f(X) = I. Íåõàé öå íå òàê, i iñíó¹ y ∈ I \ f(X). Òîäi, îñêiëüêè
f(a) = 1, òî y < 1. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà V = f−1

(
(y; 1]

)
= f−1

(
[y; 1]

)
¹ âiäêðèòî-

çàìêíåíèì îêîëîì òî÷êè a, ùî ìiñòèòüñÿ â U , à öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó U .

ÍåõàéX � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A ⊆ X i x ∈ X. Íàãàäà¹ìî, ùî x íàçèâà¹òüñÿ ãðàíè-
÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A, ÿêùî x ∈ A \ {x}. Ìíîæèíó óñiõ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæèíè
A áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì Ad. ßê âiäîìî, Ad ⊆ A i äëÿ T1-ïðîñòîðó âèêîíó¹òüñÿ,
ùî Ad = A

d
. Ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì On êëàñ óñiõ îðäèíàëiâ. Ïîêëàäåìî

A(0) = A, A(1) = Ad, A(α) =
( ⋂
ξ<α

A(ξ)
)d
, ÿêùî α ∈ On i α > 1,

Çðîçóìiëî, ùî òðàíñôiíiòíà ñiì'ÿ
(
A(α)

)
α∈On

ñïàäà¹, à òîìó A(α) = A(α+1) äëÿ äåÿêîãî
α ∈ On. Ïîçíà÷èìî

r(A) = min
{
α ∈ On : A(α) = A(α+1)

}
.

Òîäi äëÿ ìíîæèíè F = A(r(A)) ìàòèìåìî, ùî F d = F , à çíà÷èòü F íå ìà¹ içîëüîâàíèõ
òî÷îê. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ðîçðiäæåíîãî ïðîñòîðó X ìàòèìåìî, ùî X(r(X)) = ∅ i òîìó

r(X) = min
{
α ∈ On : X(α) = ∅

}
.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé X � ðîçðiäæåíèé êîìïàêò. Òîäi X íå ¹ I-ùiëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè iíäóêòèâíî ïî r(X). Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî r(X) ≤ 1, òî
ïðîñòið X ñêií÷åííèé, à çíà÷èòü X íå ¹ I-ùiëüíèì. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî îðäè-
íàëà α > 1 âèêîíó¹òüñÿ, ùî êîæíèé êîìïàêò K ç r(K) < α íå ¹ I-ùiëüíèì. Âiçüìåìî
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äåÿêèé êîìïàêò X ç r(X) = α. Îñêiëüêè X êîìïàêò, òî α = r(X) ¹ içîëüîâàíèì îðäèíà-
ëîì (áî iíàêøå âèÿâèëîñÿ áè ùî ïåðåòèí íåïîðîæíiõ êîìïàêòiâX(ξ), ξ < α, ¹ ïîðîæíié).
Òîäi α = β + 1 äëÿ äåÿêîãî îðäèíàëà β. Äîâåäåìî, ùî X íå ¹ I-ùiëüíèì.

Íåõàé öå íå òàê, i X ¹ I-ùiëüíèì. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → I, äëÿ
ÿêî¨ f(X) = I. A çíà÷èòü, îñêiëüêè X êîìïàêòíèé, òî f(X) = I. Ïîêëàäåìî, F = X(β).
Îñêiëüêè β < α = r(X), òî F 6= ∅. Êðiì òîãî, îñêiëüêè X(ξ) ⊇ X(β) äëÿ ξ ≤ β,
F =

⋂
ξ≤β

X(ξ) =
⋂
ξ<α

X(ξ). Òîìó, F d = X(α) = ∅, à çíà÷èòü F ñêií÷åííà íåïîðîæíÿ

ìíîæèíà. Òîäi E = f(F ) ¹ ñêií÷åííîþ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ I. Çðîçóìiëî, ùî
iñíó¹ íåïåðåðâíà ñþð'¹êöiÿ g : I → [−1; 1] òàêà, ùî g

(
E
)

= {−1}. Ïîêëàäåìî h =

g ◦ f . Òîäi h(F ) = {−1} i îáðàç Y = h(X) ùiëüíèé â [−1; 1]. Íåõàé G = h−1
(
[−1; 0)

)
.

Çðîçóìiëî, ùî G � âiäêðèòèé îêië ìíîæèíè F . Ïîçíà÷èìî, K = X \G. Â òàêîìó ðàçi,
K(β) ⊆ X(β) = F i K(β) ⊆ K ⊆ X \ F , à çíà÷èòü, K(β) = ∅. Îòæå, r(K) ≤ β < α

i çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì K íå ¹ I-ùiëüíèì. Àëå öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî äëÿ
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f1 : K → I, f1(x) = |h(x)| äëÿ x ∈ K, îáðàç Y1 = f1(K)

ùiëüíèé â I, àäæå Y ∩ I ⊆ Y1.

Òâåðäæåííÿ 6. Íåõàé X � íóëüâèìiðíèé íåðîçðiäæåíèé êîìïàêò. Òîäi X ¹ I-ùiëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ñþð'¹êöiÿ g ïðîñòîðó X íà êàíòîðiâ êóá ∆ = {0; 1}N.
Ïîçíà÷èìî, D =

∞⋃
n=0

{0; 1}n. ßê çâè÷àéíî äëÿ äîâiëüíîãî d = (d1, . . . , dn) ∈ D òà i = 0, 1

ïîêëàäà¹ìî d,i = (d1, . . . , dn, i) (ÿêùî d = ∅ ∈ {0, 1}0, òî ââàæà¹ìî, ùî d,i = i ∈ {0, 1}1).
Îñêiëüêè X íå ¹ ðîçðiäæåíèì, òî iñíó¹ íåïîðîæíÿ çàìêíåíà ìíîæèíà F â X áåç

içîëüîâàíèõ òî÷îê. Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü íóëüâèìiðíiñòþ X, ëåãêî ïîáóäóâàòè äiàäè÷íó
ñiì'þ (Ud)d∈D ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ìíîæèí Ud òàêèõ, ùî U∅ = X, Ud ∩ F 6= ∅ i
Ud = Ud,0 ∪ Ud,1 äëÿ äîâiëüíîãî d ∈ D. Â òàêîìó ðàçi, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X iñíó¹ ¹äè-
íèé íàáið g(x) =

(
δn(x)

)∞
n=1
∈ ∆, äëÿ ÿêîãî x ∈ Ugn(x), ÿêùî n ∈ N i gn(x) =

(
δk(x)

)n
k=1

.
Âiçüìåìî δ = (δk)

∞
k=1 ∈ ∆ i ïîêëàäåìî dn = (δk)

n
k=1 äëÿ n ∈ N. Îñêiëüêè F êîìïàêòíà i

(Udn)∞n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ìíîæèí, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ ç F , òî

iñíó¹ x ∈ F ∩
∞⋂
n=1

Udn . Òîäi gn(x) = dn äëÿ êîæíîãî n, à çíà÷èòü g(x) = δ. Òàêèì ÷èíîì,

âiäîáðàæåííÿ g : X → ∆ ¹ íåïåðåðâíîþ ñþð'¹êöi¹þ.
Çàëèøèëîñÿ âðàõóâàòè, ùî êàíòîðiâ êóá ∆, ÿêèé ãîìåîìîðôíèé äî çâè÷àéíî¨ êàí-

òîðîâî¨ ìíîæèíè, ìîæíà íåïåðåðâíî i ñþð'¹êòèâíî âiäîáðàçèòè íà âiäðiçîê I çà äîïî-

ìîãîþ âiäîáðàæåííÿ ϕ(δ) =
∞∑
k=1

δk2
−k, äå δ = (δk)

∞
k=1 ∈ ∆ (ó âèïàäêó çâè÷àéíî¨ êàíòîðî-

âî¨ ìíîæèíè òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíòîðîâèìè ñõîäàìè). Òîäi âiäîáðàæåííÿ
f = ϕ ◦ g áóäå íåïåðåðâíîþ ñþð'¹êöi¹þ X íà I.

Òåîðåìà 7. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Äëÿ òîãî, ùîá X áóâ I-ùiëüíèì

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá X ìàâ äåÿêó íåðîçðiäæåíó êîìïàêòèôiêàöiþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé X ¹ I-ùiëüíèì. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → I ç ùiëüíèì îáðàçîì f(X). Ðîçãëÿíåìî ¨¨ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ g : βX → I
íà êîìïàêòèôiêàöiþ Ñòîóíà-×åõà βX ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè g(βX) ⊇ f(X), òî êîìïàêò
βX ¹ I-ùiëüíèì. Îòæå, βX ¹ íåðîçðiäæåíèì çà òâåðäæåííÿì 5.
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Äîñòàòíiñòü. Íåõàé X ìà¹ äåÿêó íåðîçðiäæåíó êîìïàêòèôiêàöiþ Y . Ìîæíà ââà-
æàòè, ùî X ¹ âñþäè ùiëüíèì ïiäïðîñòîðîì Y . Òîäi çà òâåðäæåííÿì 6 ïðîñòið Y ¹
I-ùiëüíèì. Îòæå, iñíó¹ íåïåðåðâíà cþð'¹êöiÿ f : Y → I. Òîäi f(X) ⊇ f

(
X
)

= f(Y ) = I,
à çíà÷èòü, X ¹ I-ùiëüíèì.

5 Ïîáóäîâà ôóíêöié ç äàíèìè åêñòðåìàëüíèìè ðîçøàðóâàííÿìè

Ïî÷íåìî ç ïîáóäîâè íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî ïîðîäæóþòü äåÿêó ïàðó Ãàíà.

Òåîðåìà 8. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � R-ùiëüíèé ïðîñòið i (g, h) � ïàðà Ãàíà

çëi÷åííîãî òèïó íà X. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹

ïàðó Ãàíà (g, h).

Äîâåäåííÿ. Ïî-ïåðøå, çà òâåðäæåííÿìè 1 i 3 ìîæíà ââàæàòè, ùî g, h : X → I. Íåõàé
Y0 =

{
1
2n

: n ∈ N0

}
. Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 4 ïàðà (g, h) ¹ âiäîêðåìíîþ, òî ç òåîðåìè 5 âè-

ïëèâà¹, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ ôóíêöiÿ f0 : X×Y0 → I, ÿêà ïîðî-
äæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h). Ïîêëàäåìî f1(x, y) = (2−2ny)f0

(
x, 1

2n

)
+(2ny−1)f0

(
x, 1

2n−1

)
ÿêùî

y ∈
[

1
2n

; 1
2n−1

]
äëÿ äåÿêîãî n ∈ N. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ f1 : X × [0; 1)→ I

¹ íåïåðåðâíîþ i ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).
Îñêiëüêè Y ¹ R-ùiëüíèì i R ãîìåîìîðôíèé äî (0; 1), òî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðà-

æåííÿ ϕ : Y → (0; 1) ç ùiëüíèì îáðàçîì. Òîäi íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → I, ùî
äi¹ çà ïðàâèëîì f(x, y) = f1

(
x, ϕ(y)

)
äëÿ x ∈ X i y ∈ Y , òåæ ïîðîäæó¹ ïàðó (g, h).

Òåîðåìà 9 (Âîëîøèí Ã., Ìàñëþ÷åíêî Â., Ìåëüíèê Â. [3]). Íåõàé X � äîñêîíàëî íîð-

ìàëüíèé ïðîñòið ç íîðìàëüíèì êâàäðàòîì äiàãîíàëëþ òèïó Gδ, (g, h) � ñêií÷åííà ïàðà

Ãàíà íà X, ïðè÷îìó ôóíêöiÿ g (âiäïîâiäíî h) ¹ íåïåðåðâíîþ. Òîäi iñíó¹ íàðiçíî íåïå-

ðåðâíà ôóíêöiÿ f : X ×X → R òàêà, ùî g(x) ≤ f(x, y) ≤ h(x) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X,

ïðè÷îìó ∨f = h (âiäïîâiäíî ∧f = g).

Òåîðåìà 10. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � I-ùiëüíèé ïðîñòið i (g, h) ïàðà

Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó íà X. Òîäi iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà
ïîðîäæó¹ öþ ïàðó Ãàíà.

Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿìè 1 i 3 ìîæíà ââàæàòè, ùî g, h : X → I. Çà íàñëiäêîì 3
iñíóþòü íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ϕn : X → I òàêi, ùî

g(x) = inf
n∈N

ϕn(x) i h(x) = inf
n∈N

ϕn(x)

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X. Íåõàé H = IN � ãiëüáåðòiâ êóá. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ
ϕ : X → H ïîêëàäàþ÷è ϕ(x) =

(
ϕn(x)

)∞
n=1

. Çðîçóìiëî, ùî ϕ íåïåðåðâíå. Ðîçãëÿíåìî
ôóíêöi¨ g0, h0, u : H→ I, ùî äiþòü çà ôîðìóëàìè

g0(z) = inf
n∈N

zn, h0(z) = sup
n∈N

zn, u(z) = z1 äëÿ z = (zn)∞n=1 ∈ H.
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Îñêiëüêè êîîðäèíàòíi ïðîåêöi¨ âH ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè, òî ôóíêöiÿ u íåïåðåðâíà
à ôóíêöi¨ g0 i h0 ¹ íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó i, âiäïîâiäíî, çíèçó, ÿê iíôiìóì, ÷è âiäïî-
âiäíî, ñóïðåìóì êîîðäèíàòíèõ ïðîåêöié. Êðiì òîãî, çðîçóìiëî, ùî g0(z) ≤ u(z) ≤ h0(z)

äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ H. Îòæå, (g0, h0) ¹ ïàðîþ Ãàíà íà H ïðè÷îìó g = g0 ◦ ϕ i h = h0 ◦ ϕ.
Òîäi (g0, u) i (u, h0) ¹ ïàðàìè Ãàíà íà H ó ÿêèõ îäíà iç ôóíêöié íåïåðåðâíà. Âðàõó-

âàâøè, ùî H ìåòðèçîâíèé, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 9 äî ïàð (g0, u) i (u, h0) i îäåðæèìî, ùî
iñíóþòü íàðiçíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f1, f2 : H×H→ I, òàêi, ùî

g0(x) ≤ f1(x, y) ≤ u(x) ≤ f2(x, y) ≤ h0(x) äëÿ x, y ∈ H;

g0(x) = inf
y∈H

f1(x, y), h0(x) = sup
y∈H

f2(x, y), äëÿ x ∈ H.

Äàëi çà òåîðåìîþ Ãàíà-Ìàçóðêåâè÷à [8], îñêiëüêè H ¹ ìåòðèçîâíèì ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì
êîíòèíóóìîì, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ñþð'¹êöiÿ γ : I → H. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
f0 : H× I→ I çà ôîðìóëîþ

f0(x, t) =


f1
(
x, γ(3t)

)
, 0 ≤ t ≤ 1

3
;

(2− 3t)f1
(
x, γ(1)

)
+ (3t− 1)f2

(
x, γ(0)

)
, 1

3
≤ t ≤ 2

3
;

f2
(
x, γ(3t− 2)

)
, 2

3
≤ t ≤ 1;

ÿêùî (x, t) ∈ H × I. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî f0 ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Âðàõóâàâøè, ùî

H =
{
γ(3t) : 0 ≤ t ≤ 1

3

}
=
{
γ(3t− 2) : 2

3
≤ t ≤ 1

}
ìàòèìåìî, ùî

g0(x) = inf
0≤t≤ 1

3

f0(x, t), h0(x) = sup
2
3
≤t≤1

f0(x, t),

Âiçüìåìî òåïåð t ∈
[
1
3
; 2
3

]
i x ∈ H. Îñêiëüêè 2 − 3t, 3t − 1 ∈ I i (2 − 3t) + (3t − 1) = 1,

òî f0(x, t) ëåæèòü ìiæ f0
(
x, 1

3

)
òà f0

(
x, 2

3

)
, à çíà÷èòü, g0(x) ≤ f0(x, t) ≤ h0(x) äëÿ òàêèõ

x òà t. Òàêèì ÷èíîì, íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f0 : H × I → I ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà
(g0, h0) íà H.

Îñêiëüêè Y ¹ I-ùiëüíèì ïðîñòîðîì, òî iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ψ : Y → I,
äëÿ ÿêîãî îáðàç T = ψ(Y ) ùiëüíèé â I. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ f : X × Y → I ïîêëàäàþ÷è

f(x, y) = f0
(
ϕ(x), ψ(y)

)
äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X, y ∈ Y.

Çðîçóìiëî, ùî f ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöiþ. Âðàõóâàâøè, ùî T = I i f0 íåïåðåðâíà
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, ìàòèìåìî, ùî äîâiëüíîãî x ∈ X âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

g(x) = g0
(
ϕ(x)

)
= inf

t∈I
f0
(
ϕ(x), t

)
= inf

t∈T
f0
(
ϕ(x), t

)
= inf

y∈Y
f0
(
ϕ(x), ψ(y)

)
= inf

y∈Y
f(x, y),

h(x) = h0
(
ϕ(x)

)
= sup

t∈I
f0
(
ϕ(x), t

)
= sup

t∈T
f0
(
ϕ(x), t

)
= sup

y∈Y
f0
(
ϕ(x), ψ(y)

)
= sup

y∈Y
f(x, y).

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).

Ç òåîðåì 4, 8 i 10 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 5. Íåõàé X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � R-ùiëüíèé

(I-ùiëüíèé) ïðîñòið i (g, h) ïàðà Ãàíà íà X. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà (íåïåðåðâíà íàðiçíî)

ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹ öþ ïàðó Ãàíà.
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6 Ãåíåðóþþ÷i ïðîñòîðè

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâàòèìåìî C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäîêðåìíî¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ ïàðè Ãàíà (g, h) íà X iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà ïîðîäæó¹ öþ ïàðó Ãàíà. ßêùî ôóíêöiÿ f ¹ òiëüêè
íàðiçíî íåïåðåðâíîþ, òî ïðîñòið Y íàçèâàòèìåìî CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X. Çðîçóìiëî,
ùî êîæíèé C-ãåíåðóþ÷èé äëÿ X ïðîñòið ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì. Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî
äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X×Y → R i êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y ôóíêöi¨ ∧f òà ∨f íåïå-
ðåðâíi. Òîìó êîìïàêòíèé ïðîñòið Y áóäå C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X òîäi i òiëüêè êîëè, êîæíà
íàïiâíåïåðåðâíà íà X ôóíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ, à öå äëÿ T1-ïðîñòîðiâ ìîæëèâî òiëüêè ó
âèïàäêó, êîëè X äèñêðåòíèé (àäæå òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ êîæíî¨ îäíîòî÷êîâî¨
ìíîæèíè áóäå íåïåðåðâíîþ, à çíà÷èòü, îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè áóäóòü âiäêðèòèìè). Êðiì
òîãî, ç íàñëiäêó 4 íåãàéíî âèïëèâà¹ íàñòóïíå.

Íàñëiäîê 6. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Y � äèñêðåòíèé

ïðîñòið ïîòóæíîñòi ≥ pn(X). Òîäi Y ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X.

Â êëàñi öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðîñòîðiâ ðåçóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi îá'¹äíóþòüñÿ â íàñòóïíó
õàðàêòåðèçàöiþ äîñêîíàëî¨ íîðìàëüíîñòi, ç ÿêî¨, çîêðåìà, âèïëèâàþòü òåîðåìè (A) i
(B), ÿêi áóëè ñôîðìóëüîâàíi ó âñòóïi.

Òåîðåìà 11. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi

(0) X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé;

(1) N ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(2) (0; 1] ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(3) êîæíèé R-ùiëüíèé ïðîñòið ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(4) êîæíèé íåïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(5) iñíó¹ ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið, ÿêèé ¹ C-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(6) N ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(7) [0; 1] ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(8) êîæíèé I-ùiëüíèé ïðîñòið ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X;

(9) êîæíèé ïðîñòið, ùî ìà¹ íåðîçðiäæåíó êîìïàêòèôiêàöiþ, ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ

X;

(10) iñíó¹ ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið, ÿêèé ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ X.
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Äîâåäåííÿ. (0)⇒ (1). Âèïëèâà¹ ç òåîðåì 4 i íàñëiäêó 3.
(1) ⇒ (0). Íåõàé h � äåÿêà íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó ôóíêöiÿ. Çà íàñëiäêîì 1 ôóí-

êöiÿ h ¹ ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó. Òîäi ïàðà (0, h) ¹ î÷åâèäíèì ÷èíîì
âiäîêðåìíîþ ïàðîþ Ãàíà i, êðiì òîãî, âîíà ¹ ôóíêöiîíàëüíîþ. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì
CC-ãåíåðóþ÷èõ ïðîñòîðiâ ç (1) âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨
ôóíêöiÿ f : X×N→ R, ÿêà ïîðîäæó¹ ïàðó (0, h). Òîäi, çà íàñëiäêîì 3 ïàðà Ãàíà (0, h) ¹
çëi÷åííîãî òèïó. À òîìó h ¹ çëi÷åííî ôóíêöiîíàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó ôóíêöi¹þ.
Îòæå, çà íàñëiäêîì 2, X ¹ äîñêîíàëî íîðìàëüíèì.

(6)⇔ (1)⇒ (5)⇒ (10). Î÷åâèäíî.
(10)⇒ (1). Âèïëèâà¹ íàñëiäêó 3.
Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî (0)⇔ (1)⇔ (5)⇔ (6)⇔ (10).
Äîâåäåìî, ùî (0)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (2)⇒ (5).
(0)⇒ (3). Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4 i 8.
(3)⇒ (4). Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 6
(4)⇒ (2)⇒ (5). Î÷åâèäíî.
Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî (0)⇒ (8)⇒ (9)⇒ (7)⇒ (10).
(0)⇒ (8). Âèïëèâà¹ ç òåîðåì 4 i 10.
(8)⇒ (9). Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7.
(9)⇒ (7)⇒ (10). Î÷åâèäíî.

I íà çàâåðøåííÿ íàâåäåìî îäèí ðåçóëüòàò ïðî C-ãåíåðóþ÷i ïðîñòîðè äëÿ ïðîñòîðiâ,
ÿêi íå ¹ äîñêîíàëî íîðìàëüíèìè.

Òåîðåìà 12. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi ïðîñòið

Y = Cb(X) îáìåæåíèõ íåïåðåâíèõ ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi ¹ C-ãåíåðóþ÷èì

äëÿ X.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó âiäîêðåìíó ôóíêöiîíàëüíó ïàðó Ãàíà (g, h) íà X. Çà
òâåðäæåííÿìè 1 i 3 ìîæíà ââàæàòè, ùî g, h : X → I. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Y0 =
{
y ∈ Y : g(x) ≤ y(x) ≤ h(x) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y

}
.

Çðîçóìiëî, ùî Y0 ¹ çàìêíåíîþ i îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ ìåòðèçîâíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî
ïðîñòîðó Y . Îòæå, çà òåîðåìîþ Äó óíæi [9] iñíó¹ íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ r : Y →
Y0 òîòîæíîãî âiäîáðàæåííÿ idY0 : Y0 → Y0. Çîêðåìà, r(Y ) = Y0. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ
f : X × Y → I çà ïðàâèëîì f(x, y) = r(y)(x) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X òà y ∈ Y . Îñêiëüêè r
íåïåðåðâíà âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, òî f ¹ íåïåðåðâíîþ. Êðiì òîãî, ç
òåîðåìè 5 i òîãî, ùî r(Y ) = Y0, âèïëèâà¹, ùî

g(x) = inf
y∈Y0

y(x) = inf
y∈Y

r(y)(x) = ∧f (x) i g(x) = sup
y∈Y0

y(x) = sup
y∈Y

r(y)(x) = ∨f (x).

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, f ïîðîäæó¹ ïàðó Ãàíà (g, h).

Íàñëiäîê 7. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi pn(X) ≤ d
(
Cb(X)

)
.
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Äëÿ ïðîñòîðiâ, ÿêi íå ¹ äîñêîíàëî íîðìàëüíèìè ìè íå ìîæåìî îäðàçó ïåðåõîäèòè
äî ïàð Ãàíà çëi÷åííîãî òèïó, à òîìó òåõíiêà, ÿêà ðîçðîáëåíà íàìè â öié ñòàòòi, íå
ïðàöþ¹ ó öüîìó âèïàäêó. Ìè çàâåðøèìî íàøó ðîáîòó ôîðìóëþâàííÿì êiëüêîõ íàéáiëüø
iíòðèãóþ÷èõ, íà íàø ïîãëÿä, ïèòàíü.

Ïèòàííÿ 1. Äëÿ ÿêèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X âèêîíó¹òüñÿ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè

Ãàíà (g, h) íà X iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X ×X → R òàêà, ùî ∧f = ∧f = g

i ∨f = ∨f = h?

Ïèòàííÿ 2. ×è áóäå ïðîñòið Y = Cp(X) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨

çáiæíîñòi CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ öiëêîì ðåãóëÿðíîãî (íîðìàëüíîãî) ïðîñòîðó X?

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ
ïîçèòèâíà (äèâ. iìïëiêàöiþ (0)⇒ (8) òåîðåìè 11).

Ïèòàííÿ 3.Íåõàé êîìïàêò Y ¹ CC-ãåíåðóþ÷èì äëÿ äîâiëüíîãî äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî

ïðîñòîðó. ×è âiðíî, ùî Y íå ¹ ðîçðiäæåíèì?

Ïèòàííÿ 4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið i

f : X × Y → I íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. ×è âiðíî, ùî ôóíêöi¨ ∧f i ∨f íåïåðåðâíi?

Ñòàíäàðòíi ïîêðèòò¹âi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïîçèòèâíà
äëÿ êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó Y .
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In this paper we continue the study of interconnections between separately continuous

function which was started by V. K. Maslyuchenko. A pair (g, h) of functions on a topological

space is called a pair of Hahn if g ≤ h, g is an upper semicontinuous function and h is a

lower semicontinuous function. We say that a pair of Hahn (g, h) is generated by a function f ,

which depends on two variables, if the in�mum of f and the supremum of f with respect to

the second variable equals g and h respectively. We prove that for any perfectly normal space

X and non-pseudocompact space Y every pair of Hahn on X is generated by a continuous

function on X × Y . We also obtain that for any perfectly normal space X and for any space

Y having non-scattered compacti�cation any pair of Hahn on X is generated by a separately

continuous function on X × Y .


